GAZETA DE MATEMATICA

O CALCULO DA SOMA DUMA SERIE
por A. SA DA COSTA

" A necessidade de calcular a soma duma série
surge com freqiieéncia. Recorde-se, por exemplo,
que o conhecimento do valor duma func¢io para
um valor dado da variavel independente depende,
muitas vezes, do cdalculo da soma duma série —
€ 0 caso do logaritmo dum namero do valor duma
funcdo goniomeétrica, ete.

1. Séries cuja soma pode calcular-se exac~
tamente.

S6 excepcidnalmente a soma duma série pode
calcular-se exactamente. Consideraremos dois
casos apenas,

A) Séries cujos termos formam progressdo geomé-

trica.
Seja a série atar+ar*+-...+ar'+..., Tem-se
- 0 . 11—y a
S,=a e S=lima =

"

= se |¢|<1
1—r proc 11—y 1—» prl<d;

S=co se |#|>1 ou #=1, e S indeterminado
se r=—1. Na primeira hipotese a série é conver-

@
gente e a sua soma S R segunda a série

—r
é divergente e na terceira indeterminada.

Exemplos: 1) A série de térmo geral
u,=(—1)"3/2" € convergente por ser |r =121

=9
=

e a sua soma € S=
a sua a 1012
2) A série 1/5+42/5+4/5++-.+2//5+4... & diver-

gente porque r=2">1 e a sua soma €&, portanto,

S=co.
a-+ bn

3) Esludar a sévie de téirmo gsml u, = T

O estudo compreende a determinagdo da sua soma,
na hipotese da convergéncia (I. S. C. E. F. — Alge-
bra Superior — 2.° exame de freqiiéncia, Maio
de 1938).

O térmio geral da série proposta é a soma dos

termos gerais z,= o © ::’"=Z—r de duas séries

convergentes — a primeira porque os seus termos

formam uma progressio geométrica de razdo

1/2<1 e a segunda porque a aplicagao do crité-
n+1 1

rio de Alembert conduz a lim -—,
e 2n 2

Entdo a soma da série proposta é igual a2 soma
das somas das séries de termos gerais v, e w, que
al2

representaremos por F e W, Mas, V= l—ﬂ =g

e, quanto a /¥, notemos que podemos escrever, su-
cessivamente, em virtude da série ser convergente
W=5b/2+2b62 4. .2 4-... =

=bT124(1) ‘”+1;"-)+(1f‘”+1,‘2-’+l;2-‘_;+ =

=6 [(1/2+1/22 412+ ) + (1/22+1/P 4 ... )+ -]
onde cada um dos paréntesis é uma série cujos
termos formam uma progressao geométrica de
razdo 121, Logo sera

W=b1+1/24+1/22+...] = B ik

1-1/2
A soma da série proposta &€ S=V+4+W=a+2b.

o 3b
3) Caleular a soma da série 2( = +———)-

—t D3n—2 Din

O térmo geral da série proposta escreve-se
da-13b
2

e a soma da série é

1/2% da+3b
S—(ta+35) V2t (la 430) T o ;r :
= I
4) Calcular as somas das sévies dd termos gerass
u,=sen" x, v,=tg"x.
As séries propostas sdo convergentes, respecti-

¥, =

™ E ™
vamente, para ¥ =2kr+— e —T<x—}m<I-

2l
S6 para os valores de x que veriquem estas

condi¢des se poe o problema do cileulo das
somas das séries propostas e, entio, serd

— 1
S§=%uy=——=- )
e 1—senx ,,g, Y I tga

B) Séries cujos termos gerais sdo decomponweis

na soma V‘ a;9(n-+i), com L a, =0,

|-|J
Prova-se que a soma duma série convergente é
S=age(1)+(ao+a)p(2) + - +(a0+a +---+a,)e(p) +
+(a;+2a9+---+ pa,) lirg v(n) onde lim g () existe
n- n-»00
e é finito, se o térmo geral da série for
“, = Ha w(n+§) com Ea =0 (V. «Gazeta de

Matem.‘mcan n.° 6, p. 16)

Exemplos: 1) Calcule a soma da série de térmo
geral u,—¢(n)—s(n+a), comarsnteiroe limy(n)=1.
s o0

Tem-se S,=no(1)+g(D)+ - +wla)—[p (#4+1)+
4o(n+2)+- -‘L-c,:(;=+a)J e sera S=liq_1)5,.=
E o(f)—a lim p(n)= % 2le(hH—al.

=1 i=1
") Caleule a soma da série de térmo geral

1

n(n+a}
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1/1 1 e
Note-se que u,= -a-(—”-— !H-a)' Entdo, em
conseqiiéncia do que sekexpoz no exercicio ante-
A i § iy i 13
_ rior, E S=—a‘(1 - -:J’.._T”.‘P?,A .

3) Caleule a soma da série de téirmo geral
1
B ataaal]
Not =1——‘1—-Sra SBift—l
Note-se que u, Sl R e P e
1) Prove que a soma da série de tirmo geral
u,=as(n)+be(n+1)+ep(n+2), com a+b+c=0
e limg(n)=loo, é S=ag(1)+(a+b)s @+

3
+(a-+2b+3c)l. Aplicagdo: 4, =—————=
(a +3c) plicagdo a@i1)(@t2)

2 1 1

5 Ri S=32.
n-+=

5) Calcule a soma da série de férmo geral
u,=1/(a+4n)(a+n+1)-.-(a+n+p).
Podemos escrever
(@a+n—1)/ 1[ (a+n—1)7 (a+n)! =
"":-(.;4-_”_;5}.7 P L(a+u+p—1)! ‘_[a+;x+pj.’J

e caimos no caso do exercicio 2). Portanto

o 1 g - g (a+#n ! ]
577 |@ir—1) -’_..I-l.rg(lH-ﬂ-f-P).’—_I =
1

=p.a(a+1) v (a+p—1)"

2, Séries cuja soma sé6 pode calcular-se
aproximadamente.

O método para a determinagao dum valor apro-
ximado da soma duma série consiste em tomar a
soma dos p primeiros termos da série, S,=u,+
+tiy+---+u,~ S, Este procedimento implica, em
geral, érros de duas categorias — érro sistemdtico
resultante de ter sido desprezado o resto da série
H,ey+ T2t -5 erros de calculo cometidos na de-
terminacdo dos p primeiros termos da série e da
sua soma. Na peor das hipéteses, todos éstes érros
somar-se-ao.

Em geral, o problema apresenta-se com um
enunciado equivalente ou redutivel ao seguinte;
calcule a soma da série de térmo geral x, come-
tendo um érro absoluto inferior a =.

O calculo deve ser efectuado de modo tal que
a soma do érro sisteméatico com os érros de cal-
culo seja inferior a :. Na pratica, procede-se de
torma tal que o érro sistematico seja inferior a

é‘ e que a soma dos érros de calculo seja também

inferior a

poim

Para determinar o niimero de termos da série
a considerar e a precisdo com que éstes e a sua
soma devem ser calculados, é indispensavel resol-
ver os segniates problemas: determinar um limite
superior do érro de caleulo quando se realiza uma
operacdo e determinar um limite superior do
érro sistemitico quando se consideram os p pri-
meiros termos da série. Supomos que o leitor sabe
resolver o primeiro problema e ocupar-nos-emos
exclusivamente do segundo nos seguintes casos :
séries de térmos positivos, séries alternas.

A) Séries de termos positivos.

Suponhamos que, para o cialculo dum valor apro-
ximado da soma S, da série wy+4wma+ -+ fu, 4,
considerimos os seus p primeiros termos #;+ ;-
+--+u,=5. 0 &rro sistematico cometido sera,
precisamente, a soma da série resto R ,=u,,+
4-#,.4+ -+ que nao podemos calcular exactamente
porque, doutro modo saberiamos calcular, exacta-
mente ou cometendo apenas erros de calculo, a
soma da série proposta. Seja L um nimero posi-
tivo tal que R, <L, entio L sera um limite su-
perior do érro sistematico. Vejamos como se con-
segue determinar um numero L aceitdvel nestas
condigbes. L sera tanto mais aceitdvel quanto
menor for a diferenga L—R, .

1.° caso. A convergéncia da série foi reconhecida
pelo critério d’Alembert.

Nestas condigoes, & sempre possivel determinar
uma série numeérica de térmos positivos e em
progressio geométrica de razdo » <1 cujo térmo
geral v,>u,,,. A esta série di-se o nome de ma-
jorante do resto da série #;+#:+---. A soma da
majorante satisfaz as condicdes que caracterizam
o nimero a que chamamos L.

Passemos a construgiao da majorante. Do que
supozemos, resulta que, a partir duma ordem

.
ny se tem T’{k{l portanto, para. u > p é

", 7. 2
;r'- —;—' = k<1 eamajorantedoresto X, =1, 4
] ”
u,
et Serd t, (142 +R24... )= i—-_:’-;; =LZ2R, .

Exemplos : 1) Caleule e, base neperiana, come-
tendo um érro absoluto inferior a 107,

Sabe-se que e=1+1/1/412/+...+1/nl4--.-,
Comecaremos por determinar o namero de térmos
desta série a considerar para que o érro sistema-
tico : seja inferior a 5/10000 e, seguidamente,
calcularemos a soma déstes térmos, cometendo
um érro : inferior a 5/10000. Operando déste
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modo, ha a garantia de que o érro absoluto sera
iy 1, - -1

inferiora 10—, Para n>p & ——"—<T=;-—‘k
'l iy 2 1

8% STIpTNI-18) @—DI(p-1) %
por ser R,<L, sera R,<5/10000, se for

L < 5/10000, para o que basta ser p=7.

Tem-se, por fim, e=141/1/+1/2/4+1/3/+1/4/+
+1/5141/67 e=14140,54+0,1667 +0,0417+0,0083 +
+0,0014, e~2,718.

2) Calcule log 2 ) coms um érro absoluto inferior
z 1,

E sabidoque as igualdades log (1+x)=x—a?%24
+oeep (1P H 2. e log(1—a)=—[x+22/2+
+---+2"/n+-.-| sdo validas para x no intervalo
aberto (-1 1) Portanto. neste intervalo, € vilida a

igualdade Iog—-——2[x+ a3 ]

Fazendo x= ﬂ[:Nr onde M e N sdo positi-

"M—N
vos e M >N vira 10gM-—=logN+2L :

M+N
1/M— 3
il £ Er
3(M+;)

1 /M— 2t l
¥ s + ua- i s
P (M +fv’) ] lgna

dade vilida para M7 >N >0,
Facamos M=2 e N=1, sera
NN NS O B e e P
°g_L3 3 3 5 3 w
Em virtude do que esta dito, ndo & necessirio
estudar o cardcter desta série para afirmar que
ela é convergente. Todavia, a aplicagdo do critério
d’'Alembert mostraria a sua convergéncia.
Upr _Upiy _ 2941
%, u, 9(2p+3)

+

Para # > p € sempre -

Jogs, L=ttt — 1

€% 1—k 3w (16p4-26)
sera R, < 5/10000, se for L < 5/10000 para o que
basta ser p=2.

Teremos, ﬁualmente,

e, porser R,<L,

g +8~1- = 0,6667 +0,0247=0,691 .

3) Calcule
Serior a 1072,
Observemos que ~Y/7="y/2-1=2." Y118 =2y,
1 1/3(1/3-1) 1

log2=—

3 - .
V7 cometendo um érro absoluto in-

Mas, r———(l—lfﬁ)m=1—3.—8+ 27 ]2 e
1/3(1/3—-1 1/3— 1y
+ (-1 L2 )”,” ot (g T oo serie

cujos térmos, a partir do segundo, sao todos nega-

%, H —1/3
tivos. Para #>p é sempre -};ﬂ 1 P2/

u, 8(p+1)
“ﬂ—i 1y LUB(AB-1)--(1/3—p)(£+1)
8 [p 11— (1/3—p)1/8]
e, por ser | R,,|5L, serda |R,| <1/400, se for
L < 1/400, para o que basta ser p=2,
Tem-se, por fim,

WT=2r=2-1/12~2-0,0883=1,92.

Entdo L—

2.2 caso. 4 convergéncia da sévie foi reconhecida
pelo critério de Cauchy.

Nestecaso, segue-se o mesmo método quenocaso
anterior e a construcdo da majorante do resto &
ainda mais simples. x

A partir duma ordem #, € sempre "Vu,<k<1,
portanto, para n>p € “Vu, < "Vu,=k<1 oun
#,< #". A majorante do resto R,=u,.,+#p1at--

br
sera B Al 4= — =
1—k

Exemplo : Caleule a soma da série de téirmo geral
u,=1/(n!)", comelendo um érro absoluto inferior
a 1072,

Para # > p tem-se —

1 ? (pf}v
o ) <
(P2 (p1—1) .
R,< 51000 se for L < 5/1000, para o que
basta ser p=4. Teremos, portanto,
1 1 1
S=14=4—4 -
4 216 331776

L>R,.

. ke, 1
(nly it

Por ser sera

=140,2540,005=1,25.

3.2 caso. A convergincia da série foi reconhecida
por comparacdo com a série harmonica
generalisada, u,—=1/n* (Dirichlet).

Neste caso, & possivel determinar um nimero £
k

tal que L=;;>R,.

- 1 1

Fee <

8* "

ou, o que € o

1
Reconhece-se facilmente que -

2 T g0 LT,
_},x i

P .
(?—1)"

mesmo, S,—1< J tomando limites
quando p — =2, vem S—I{J —<S Mas,
; *dx
R,.=5—-3,,=(5—1)*(5,—1}SJL ;{_ '?m
= dy 1 #1(z—1)
=] =. P R, < — =
J o Portante R,<—h o ="0g

donde k=p/(a—1).
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Exemplo: Calcule a soma da sévie de térmo
n
geral u,=——— cometendo wm érro absoluto
n41

inferior @ 1077,

Tem-se lim #*u,=1, se a=4, Para n > p sera
A= 00

2]
= L e para que L<1

1 g
= 'ﬁ tera de ser pelo
menos p=4 Teremos

S=1/2+ /233 +3/244 - 1/256 = 0,57 .

B) Séries alternas.

Seja a série alterna convergente uy—uz—---+
+(—1)"*u,+..., onde u,u;,--- sdo positivos.
Se considerarmos os p primeiros térmos da série,
oresto pode escrever-se | R, |=|u,.1— (22— ,:5) —
(s — thpps) — - | <J 14, POrQUE 0y => Hopypi s
visto a série ser convergente, Portanto, o médulo
do primeiro térmo desprezado ¢ um limite supe-
rior do érro sistematico.

Exemplos : 1) Calcule sen -':— cometendo um
o

érro absoluto inferior a 1072,

e scné =_-_;__(3_)3/3!+ r=s
4-(_1)"(%)— /(2n+1).r+...

Se considerarmos s6 o primeiro térmo, comete-
=3 43 32
—_— ( —_— T L
6.5% 6.5 375
Se considerarmos os dois primeiros térmos, o érro
ik 45 128 ... 3

=<

Sabe-se que

remos um érro sistematico 5=

i ti i g T < —
sistemdticosera g 190 5 ~120.5° 41875 200
™ k13 T
Entao sera sen 5 = 5 = 5.5 =(,628—0,041=0,59 .
_ = 14-x
2) Desenvolver em série a fungdo f(x)= e

Utilizar os lrés primeiros térmos para calcular

1 L
f(ﬁ) e f(g) - Que confianga merecem os resul-

tados? (1.S.C.E.F.— Algebra Superior—3.° exame
de freqiiéncia, Junho de 1938).
Como se reconhece imediatamente
42 9 ik
Flx)=(14+x)e"=1— ~:;- + 5 ad— ;—-{“ +++ donde
L 1 1+1 -'099 co um érro
== e e =— — I 5e 1
AT 200 ' 3000 4 =
1 1
olut =g, -, i < ’
absoluto : =« + 5 < g5 006" 100.000 ~10.000" ©
1 1 1
—)=1— —+—=1-0,02-+0,0044=0,984 m
4 ( 5) 50 9225 ®
1 1 1

um érro absclute :=: + ¢ <

< .
5.000 10,000 1000

3) Calcule comn wm érvo absoluta inferior a 10~
o log 1,005,
A ignaldade log(1l-+#)=2—a?/2+- (1)t a"/n4...
é wvialida para x tal que a? < 1. Portanto,

log1,005 = 5 ——?—5—+
" 1000 2.000.000 "

Se considerarmos um térmo da série, cometere-
mos um érro sistemaitico
e R L
* 792,000.000 80.000 2 :
Se considerarmos dois térmos, o érro sistema-
125 1 1
. — =107,
3.100 24, 105 2
Portanto, log1,005=0,005—0,0000125=0,0050125.

tico s <

3. Exercicios propostos.

1) Calcular a soma da série de termo geral

n3 P W
u,=— [Note-seque,para #>3, & u,= -+
n! (n—1)!
3 1
e 1 —. A soma é S=05e.
(n—2)! (n—3)7

. B o
2) Calcular a soma da série 25 ——-

ne=i

3) Estudar e representar geométiricamente a
funcio y=e¢'"'*, As ordenadas dos pontos noti-
veis (maximos e minimos ou pontos de inflexdo,
se houver) serdo calculadas com um érro inferior
a 10", utilizando o desenvolvimento em série
de ¢* (I.S.C. E.F.—Algebra Superior—2.° exame
de freqiiéncia, Junho de 1941. V. Gasela de Mate-
mdtica n.° 10, p. 18).

4) Utilizar o desenvolvimento em série para o
cdlculo, com um érro inferior a 10~*, das orde-
nadas dos pontos de inflexao da curva de equa-
cio y=e2* (I.S.C. E. F.—Algebra Superior—
2,0 exame de freqiiéncia, Junho de 1940. V. Gaseta
de Matemdtica n.° 6, p. 10).

5) Calcular quatro térmos do desenvolvimento

x3

£ 1 |
em série da funcao ytlTr*' Calcular y(f{)

com um érro inferior a 10~ (L. S, C. E. F.—Alge-
bra Superior—Exame final, Julho de 1940),

6) Estudar e representar geométricamente a
fungdo y=e""*. Estudar a sua inversido. Utilizar
o seu desenvolvimento em série para calcular o

valor da funcdo para x = — % com um érro infe-
rior a 10 (I. S. C. E. F.—Algebra Superior—
Exame final, Julho de 1939).

7) Calcular o integral J ‘/ ‘_1 com trés casas
i -
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decimais exactas (I. S. T.—Calculo Infinitesimal
—1.» exame de freqiiéncia, 1927-28).
A funcdo integranda pode escrever-se

(N A\ ST G O 1T S
Vi—xi 2 1) 2884 221

1/2(1/2—1) .. (12—nL1) &

2.0/ 4n i

Bl
.‘1_24..
sendo a ultima igualdade wvalida no intervalo
(—/2,+V2) no qual a série & uniformemente
convergente e que contém o intervalo (0,1) de
integracdo. Logo,

Y odx [x, 1 a% 1/2(12—1) 2%,

e e ]| o e e T S
__’(. Vit |2 2.24 5 2.2040 g

12(1/2-1) - (12—m41) bt

Sy

+ (=1~

2.l 41 5

Resta calcular a soma da série numeérica de
ry ivog Ly 1 1202-T)
bl e L TR T ST T

CLUBER DR

12(1/2=1) .- (1/2—n+1)

" -, s
w41 2.nal b (Inl) ; com: 4
aproximacao requerida,
r‘.’rl—l
8) Mostrar que a série de térmo geral u, = 3 1
”n—

para x-=0,1 & convergente e calcular a sua soma
com (i decimais exactos (I, S, T.—Matematicas
Gerais —2.¢ exame de freqiiéncia, 1930-10, V. Ga-
sela de Matemdtica N.° 6, p. 11),

) Sendo tgh x=0,75, calcular x com 4 casas
decimais (I. S. T.—Matematicas Gerais—1.° exame
de freqiiéncia—1938-39).
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MATEMATICA

por ANTONIO MONTEIRO

Os Clubes de Matemitica desempenham um
papel muito importante no ensino da matematica
nos Estados Unidos. Os Clubes de Matematica
tém por objectivo promover e desenvolver o gosto
pelo estudo da matemaitica, entre os estudantes
das escolas secundarias e superiores, pondo em
evidéncia, em reiinides especialmente destinadas
a ésse fim, a beleza desta ciéncia e a utilidade da
sua aprendizagem para a vida moderna, Além
disso, os Clubes de Matematica constituem um
poderoso auxiliar do ensino e da formacao cultu-
ral e moral dos seus componentes,

Um dos primeiros Clubes de Matematica dos
Estados Unidos foi fundado em 1903 na Shattuck
School, uma escola particular de rapazes em [ari-
bault, Minesota. Do principio do século até hoje,
os Clubes de Matematica tém-se espalhado por
todas as escolas dos Estados Unidos, e a impor-
tancia déste movimento é unanimemente reconhe-
cida pelos professores americanos. Basta dizer
que a revista da Associacao dos Professores de
Matematica dos Estados Unidos 7he American
Mathematical Monthly publica uma sec¢do espe-
cialmente dedicada aos Clubes de Matematica
dirigida pelo grande matemaitico E, H. C, Hilde-
brandt do New Jersey State Teachers College.

A actividade désses clubes despertou, por certo,
o gosto pelo estudo das matemaiticas a muitos dos

cientistas que forjaram em anos de trabalho con-
tinuado, a gloria da escola matemadatica americana.

A luz desta experiéncia estamos no direito de
pensar que a criagdo de Clubes de Matemética na
maioria das nossas escolas secunddrias e supe-
riores, & susceptivel de determinar uma corrente
vital deinterésse pela matematica, entre os jovens
estudantes, que contribuird de uma maneira efi-
caz para o ressurgimento das matemaéticas portu-
guesas,

E claro que a criacio désses Clubes dependera
em grande parte do interésse e espirito de inicia-
tiva de professores e estudantes.

Nas escolas em que houver um grupo, muito
embora pequeno, de pessoas capazes de fundar
um Clube de Matematica, estou certo que elas
arrastardo atraz de si a grande maioria dos estu-
dantes interessados pela matematica, na medida
em que a actividade do Clube corresponder is
aspiragies culturais actualmente existentes entre
essas camadas.

Todas as informacies que tenho do nosso meio,
mostram que existe uma verdadeira ansia de cul-
tura entre os estudantes das nossas escolas supe-
riores.

Nas escolas superiores dos Estados Unidos os
estudantes respondem a essas inquietacdes cul-
turais no campo das ciéncias matemaiticas, fun-



