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1245 — Dado o sistema articulado representado
na figura, calcular as tensdes nas barras a,bec

e indicar se sdo tensas ou comprimidas, (O, O,
pontos fixos).

1246 — Dois blocos By e B,, de pesos p; e p;,
encontram-se em equilibrio na posicdo indicada na
figura, devido & acgdo da forga F paralela 4 linha
de maior declive do plano que os suporta, Conhe-
cidos p; e p,, 7 e 0, calcular F pela aplicacdo do
teorema do trabalho virtual, desprezando o atrito.

Dados numéricos:
i=300; 6=45°; p;=200kg.; p,=100kg).

1247 — Um ponto mével P descreve a espiral
de Arquimedes r=46/= (r expresso em decime-
tros e § em radianos) de tal modo que a sua ace-
leragdo é central e dirigida para o polo da espiral.
Sabendo que, para 6==/2, a velocidade de P &
20 cm/s e que o movimento se faz no sentido dos
60 decrescentes, calcular: @) a constante das dreas;
b) a velocidade e a aceleragdo quando 6=20°,

PROBLEMAS

Secgdo a cargo de A. Ferreira de Macedo e Mério de Alenquer
PROBLEMAS PROPOSTOS

1248 — Determinar o lugar geométrico dos cen-

tros de gravidade dos tridngulos que tém um lado

dado e o vértice oposto sobre uma recta dada.

1249 - Determinar a equagdo geral das super-
ficies S tais que, designando por X, Y, Z os pon-
tos em que a normal num ponto M duma delas
encontra respectivamente os planos YOZ, ZOX
e XOY, a razio anarménica (X, Y, Z, M)=k.

Problemas n.”™ 1248 e 1249 propostos por José Morgado
(PoOrto).

b
1250 — Dado o integral [ f(x)dx substitui-lo

por outro que tenha por limites dois nimeros da-

dos, 4 e B, por meio da substitui¢io x=my+#n,

sendo m e # dois nimeros a determinar (Sturm).
Problema n.° 1230 proposto por Rui Verdial (Porto).

1251 — Dum barril cheio tira-se um litro de
vinho, e substitui-se por dgua. Depois tira-se um

litro da mistura e substitui-se por agua. Efec-
tuada esta operacdo 35 vezes, verifica-se que
o barril contém quantidades iguais de dgua e
vinho. Calcular a capacidade do barril.

1252 - Lugar do centro dum circulo que se
desloca de tal forma que os seus eixos radicais
com dois circulos fixos passam por dois pontos
fixos.

1253 — Mostrar que o sistema & possivel, e re-
(ad+be) x+(ae+bf) y+(af+bd)=0
(bd +ce) x+(be+cf ) y+(bf +ed) =0
(cd+ae)x+(cetaf )y+(ef+ad)=0.

solvé-lo

1254 — Prove que
"z_; 2" tg (2" x¥)=cotg x —2" cotg (2" x).

Problemas n.°® 1251 a 1254 propostos por Mdrio de Alen-
quer,
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SOLUCOES RECEBIDAS

1090 — Achar os maximos e minimos de

# =1\ ax?+y*4+5% em que x,y, =z verificam a
% 82

Lt E e
a b
duas relagies, temos :

equagio R: -Diferenciando as

zdz
V’ x?+y2+z=

xdx y dy
‘ V x4 y2+4z2 V x2+yi+tzt
i x dx xdx  yd dy 4292 dz
a? b* c?
O método dos multiplicadores de Lagrange for-
nece as equacoes :

L 2 ) 1T

} (u +ar)‘“° ( +b=>y=° ‘ (u +c2)z_°'
Como ndo pode ser simultineamente x=y=z=0,
femos as trés solugdes :
x=y=0 { y=z=0
Z=U=—)i=C,
A fungdo ¢ pois mdxima ou minima nos ponlos
0,0,¢), (a,0,0) ¢ (0,b,0). Suponhamos que é
a>b > c. Nesta hipitese vé-se facilmente que o
primeivo ponto é um minimo ¢ o segundo um md-
ximo, Quanto ao 3.° ponto, escrevendo

u= \/x2+bz (1—— - =-) + z2=
a? ¢t
2 b?
AV (1-B) e (1-8)
a? c?

b b
¢ notando que <1 e ~=>1, vé-se que é minimo

o U

\sz

| Xmti=m—2=a iy-—uz—k—b.

numas seccoes e mdximo noutras, ndo se tratando
pois nem dum mdximo nem dum minimo.

Soluc@io de Rui Verdial (Porto).

A soluc@o é correcta, mas n#io foram, porém, considera-

dos os duplos sinais das solugdes. Os pontos de estacio-
naridade s#o. da forma (0,0,+*¢), etc. M. A

1188 — Para que a expressio ds+.4ddx+ Bdy
admita um factor integrante independente de & &
necessario e suficiente que seja da forma ds+
+sdy+e¥di em que ¢ e ¢ sio fungdes s6 de
x e v. R: Multiplicando a expressdo diferencial
dada pelo factor integranie v oblemos a expressdo :
vdz+Avdx+ Bvdy gque deve ser diferencial exacta.
A pv bB b(Av) _d(Bv)

W
Portanto : —=
i s dx Yz vz " dy hz dy ax

visto que gz =0 (vindependente de z). Integrando :

A==z'-°—v+¢(x,y) e B=£-°£+‘I"(x,y} donde
v dx v dy

Av
Av=zi‘£+v¢ e Bv:zb—v+vlll'. Portanto : °—=
dx dy dy

z i +m°—v+v°_¢ e
dxdy dy dy
¥ v ailf

By ¥v v dw
5 dy dx x dx

d(ve) d(vw
donde ¢L+v——‘&“— v o v )=—u
dy dy 0x Ox dy dx
Portanto vd ¢ vV sdo derivadas parciais duma
) W
certa fungdo F (x,y), isto é, vd= = e V¥=—.

dy
1

S S L
vdy vy

Entdo, A= e
vidx vx

1dw d 1w

vax x' vdy dy ©
d(logv) ¥ . d(logv) ¥
dx dx dy dy

mos F=w(x,y) ou

donde o facior inte-

¥ | ¥

do
grante v=e®. Entdo A= zs—+e o D E—rd

ax’ dy

v
_q,' dx‘*
)

‘?E) dy =dz +z (aidx + 6idy e
dy dy
br

dx-l——dy) w=dz4zde+e ¥ dr, c. q.p.

Yo
+e¥ s : dz+Adx+de=dz+ (z — +e
dy dx

d
- (z = + e
Oy
o
e (
+ x
Solucdo de Rui Verdial (POrto).

1180 — Ache o lugar geométrico dos centros
das esferas que passam por dois pontos fixos 4
e B e sdo tangentes a um plano fixo w. Discussdo.
R : Podemos escolher o triedro de referéncia, de tal
maneira que o plano dado seja o plano xy, e as
coordenadas dos pontfos A ¢ B sejam respectiva-
mente: A(0,0,z) e B(0,y2,2,). Entdo, se as
coordenadas do centvo forem Cix,y,z), as do
ponto de tangéncia serdo evidentemente T(x,y ,0),
¢ as condi¢bes do problema, AC=BC=TC, forne-
cem as equagies: X'+yi4(z—z))P=x2+(y—y2)+
+(z—2z5)*=z*, donde as equagdes do lugar geomé-

v (y=3) + ez (2= 252) =0

2z, z=x2+y24z}.
O lugar é uma conica, assente num plano 11, Se
um dos pontos, seja A, pertence ao plano w, é
z1=0, a projec¢do da conica no plano xy redus-se
a uma circunferéncia de raio nulo e o lugar geo-
métrico redus-se a intersecgdo do efxo dos zz com 1,

de coordenadas P(O 0, y,:z.,)_ Se os pontos A
2

trico:
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e B pertencemn ambos ao plano o, o problema é ma-
nifestamente impossivel no campo real. O lugar
redus-se aos dois pontos imagindrios conjugados,

. i \
de coordenadas : (j;-l‘:"l—,);: ,0). E claro que se

as cotas dos pontos forem de sinais contrdrios a
solugdo é também imagindria. Se as cotas forem
iguais, zy=2,, o lugar é uma pardbola assente no
plano y=y,/2 e de eixo paralelo ao ¢ixo dos zz.
Se y2=0 teremos uma circunferéncia assente num
plano de cota constan’e, igual a média aritmética
das cotas de A ¢ B, ¢ de raio igual & média geo-
métrica das mesmas cotas.
Solug@io de Rui Verdial (Porto).

A solucg#io estd certa, embora padeca de certos defeitos
que p 08 a ar, porque alguns déles sfio de fdcil
emenda.

1. A discussfio ndo estd arrumada, de forma que o leitor
possa, sem ter o trabalho de refazer &le préprio a solucgéo,
verificar que foram consideradas t0das as hipdteses pos-
siveis.

2. Na discussfio misturam-se as solucdes reais e as ima-
gindrias, considerando estas ultimas s6 quando n#o as ha
reais, o que é mau método: ou se consideram sempre ou
nunca se consideram.

5. O Autor nem sempre levou tdo longe quanto seria para
desejar a interpretacfio geométrica dos resultados analiti-
cos que obteve.

A propésito queremos observar que em problemas de
deometria elementar, como éste, é sempre preferivel uma
soluclio geométrica a uma solucéio analitica. Pena € que a
deometria sintética seja uma disciplina que nfio se estuda
(ou se estuda mal, imperfeitamente pendurada dos dados
analiticos) nas nossas universidades, dando como resultado
que 08 nossos licenciados sfio incapazes de a ensinar nos
liceus, de forma que ninguém a sabe em parte nenhuma. A
fuga para os métodos analiticos, que dai resulta, tira ao
raciocinio matemadtico grande parte -da sua originalidade e
da sua finura, transformando-o no simples j0go mais ou
menos automédtico, mais ou menos hdbil, de algoritmos sem
diivida complexos e elegantes, mas cujo dominio néo é
sendio uma parte da cultura matemdtica.

Veja-se a éste respeito a elegincia da seguinte solucéo
do mesmo problema (S. Vatriquant, Bruxelas) :

Seja M o ponto de intersecgdo da recta AB com o
plano » e T o ponto de contacto da esfera com v . Serd
entdo MA , MB = MT? = const. O lugar de T é uma cir-
cunferéncia do plano ©, com centro M, A perpendicular
a w em T passa pelo centro C da esfera; ésse centro
estd no plano B, perpendicular a AB no seu ponto mé-
dio. O lugar do centro C é pois a elipse secgdo por P da
superficie cilindrica de rcoolugdo cuja directriz é o
lagar de T.

Se AB é paralela a v, o ponfo M estd no infinito, o
Iugar de T ¢ uma recta, o de C uma pardbola, ete.

Miério de Alenquer

1190 — Mostre que os 6 planos perpendiculares’

as 6 arestas dum tetraedro passando pelos meios
das projeccdes das mesmas arestas sobre um
mesmo plano tém um ponto comum. R: Sejam

Vi, Vo, Vi, V, 05 vértices do tetraedro, Vi, Vay, Vi,
Vi as suas projecgies sébre um plano » el 0 plano,
nas condigoes do enunciado, relativo a aresta V, V.
Os planos Ny, Ny, Ny cortam-se segundo uma
recta, py, perpendicular a face V,,V,y, Vy ¢ pas-
sando pelo centro do circulo circunserito a Vi,

9y Vi, por: 1) a intersec¢do de dois quaisquer
dos planos (N, Ny, por exemplo) ser perpendi-
cular a face V,,V,,V;; 2) 0s tracos de Nyg, g, Ny
em w Sserem as medialrizes dos lados do triangulo

1. V4, Vi, Pela mesma rasdo Ny, Wy, Ny fnter-
sectam-se segundo uma recta p; concorrente com
Piy Uisto p; ¢ p; Serem complanas e ndo poderem
ser paralelas em virtude da ndo coplanaridade dos
pontos Vi ,V,, Vs, V,. Os planos Ny 1y, 11y, cor-
tam-se segundo uma recta p, que passa pelo ponto
de encontro de p; ¢ py, visto ser a intersecgdo de
Ny e Ny . Portanto os planos Ny, Ny, My, gy, 1y, €
Wy, passam por um mesmo ponfo como pretendia
provar-se.

Solugdo de José Morgado (Porto).

1192 — Ache a equacdo geral das superficies
tais que : se por um ponto M duma delas se tira
a normal MN até ao plano Oxy, o comprimento
MN é igual a ON. R: As equagies da normal,

X—x Y- Z—z
= -4y 2 fornecem as coordenadas de

P q =1

N, fasendo Z=0, X;=x+pz, Yy=y+qz e Z;=0.

E entdo : i

MN’= (X —X)*+(Yy—y)'+(Z1—2)'=p* 2+ q* 2"+ 2,

ON’=X}+YI+Z}=(x2+2pxz +p? 22) +(y?+2qyz +

+q*z?). ON'—MN’=x*+4y*—2?4+2pxz+2qyz=0,
CI =l dz

donde — = =——_ , daqui o integral
2xz 2yz z2?2—-x?-y?

primeiro Cy= 2L Escrevendo as equagdes com
X

outra forma:

2xdx _ 2ydy _ 2zdz _ 2xdx+2ydy+-2zdz
2x2 2y2 zz_xz_yz x'.‘_|_y'.'_|,,zz
dx du
¢ pondo x*4y24z'=u, femos: ?= = donde o
u  x24y?4-z?
novo integral primeiro C,= ooy -——-—);i .
x!+ 222 s
A equagdo geral pedida serd : —};T—— — tp(‘yx‘) .

Soluc@o de Rui Verdial (Porto).

Nota — A «Gazeta de Matemdtica» 86 publica a soluciio
de problemas insertos na seccdo Problemas Propostos, a
ndo ser quando pela sua originalidade ou qualquer outro
facto meregcam ser publicados. Dentre as solucdes recebi-
das escolhe as melhores mencionando todas as outras que
sejam correctas,

— No préximo nimero serfio consideradas em especial
as Matematicas Elementares,



