GAZETA DE MATEMATICA

sdo iguais ao diAmetro da esfera, determinar a
distidncia daquele plano a que se lhe deve tirar
um plano paralelo para que sejam iguais as sec-
¢des determinadas por éste plano no cone e na
esfera, R: Seja x o raio das secgies ¢ y a distancia
do plano horizontal ao plano secante, Serd xZ=

16—

=y (6—y) (na esfera) e g=-—16y (no cone)
64 16

donde se obtém y-=16—2x=16—g-=gcm.

Solugdes dos n.* 1217 a 1222 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS GERAIS - ALGEBRA SUPERIOR - COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR —.° exame de fre-
giiéncia, 1941-1942
1223 — Efectuando duas transformacdes suces-
sivas escreva a equagdo cujas raizes estio rela-
cionadas com as da equagdo 2a%—x%4+4x?—3=0

1
pela expressio y=3 +—= R: Efectuar primeiro

1
a transformada em z= X € em seguida aumentar

de 3 unidades as raises desta transformada. Vem
3yb—54y5+401yi—1572y3 + 3429y?—3941y +1858=0,
Solucdo do n.° 1225 de J. Pais Morais.

1224 — Determine as condigdes a que devem
satisfazer os numeros reais a, 6, ¢, para que os
a+iV3 b+iV3 c+iV3
a—iyY3 b—iy3 c—iy3
sejam os vértices dum tridngulo eqiiilatero. Sendo
a=0 calcule os valores de b e ¢. R: Nofe-se que
0s tris complexos fém modulos igunais a 1 e que os
seus afixos serdo vértices dum triangulo eqiiildtero

by § 2r 5 4=
o, o 3 ) & 3
Da introdugdo desta condigdo resultam as duas
condigoes b—a=ab-+3 ¢ c—b=bc+3.

Solugiio do n.° 1224 de A. S4 da Costa.

1225 — Calcule, usando a f6rmula de Leibnitz,

a derivada de 3.2 ordem da fungio y=seny x .y x.

afixos dos imaginarios

S¢ 08 seus argumentos forem

1226—Exprima em funcio de p real os nimeros
reais x e ¥y de modo que (3—47) (x4 yf)=pe Xe Y
3—4¢
Xry o
Indique que condi¢des devem dar-se para que
seja p=q. Serd possivel determinar p e ¢ de
modo que haja um nimero (a@+4&i) que satisfaca
simultineamente as duas condigdes ?
R: x=3p/25 X= 3/q Xo=  8/2b
g ’y=4p,’25 Y=—4/q Y,—=—16/25,
Ndo existe o complexo a+bi a que se refere o
. enunciado. A sua existéncia impiicaria a verifica-
gdo simulidnea de pq—=+25 ¢ pq=—25.
1227 — Deduza a condigdo que deve verificar-se
para que o segundo e terceiro termos da equacio

reais em fungio de g real de modo que

\

f@=asx"+a 2" "+ ay 2" 2+ ta,  x+a6,=0
se possam anular por meio da mesma transfor-
macdo. R: A transformacdo a que se refere o
enunciado so existe se for verificada uma das lrés
condigdes a,;—0, a,—0 (com n 5=0).

Solucdes dos n.°® 1226 e 1227 de ]. Pais Morais.
1.8.C.E. F. — 1.a CADEIRA — l.° exame de freqiiéncia,

27-2-42

1228 — Calcular o produto das determinagdes

i/n
de ¢i/", Discussdo. R: iln= (cosf—; +1isen —) o

2
/24 2k=n 24-2k=
= cosr—-—+ r+ v.&::l‘u—-—'!I =)= cos—ﬂ-+
i 2n

T L RO
+1se1:12T:l cos — isen—

[k=0,1,2...(n—1)].
O produto serd
. m\" nt 2kn | 2kw
P= (cos on +isen 51;) i ;.11: (cos sesrisen== )_
2x o1

: L3 2 vt
s o - Z k+i — Xk |=
(CDS 9 +isen 2) (COS Y e k +isen TR, )

cosg-F— isen 3;) [cos (n—1)=+isen(n—1) =] =

=1 conforme for n impar ou par.
x4+ y—2=0

12290 — Dadas as duas rectas »y I
x—y=0

2x—5—2=0
= } x —2=0

angulo e a direc¢do da perpendicular comum.
R: 1.2) Como imediatamente se reconkhece, a rectary
é perpendicular ao plano Oxy, encontrando ésie
no ponto (1,1,0), ¢ a recta vy é perpendicular ao
plano Oxz, no ponto (2,0,2). Por conseqiiéncia,
as reclas sdo ortogonais e o sen dngulo mede 90°,
Em virtude do exposto a distincia das duas rectas
é a diferenca das abscissas dos seus iracos nos
planos Oxy e Oxz, isto é, d=1. Por serem 1y e 1,
perpendiculares, respectivamente, @ Oxy e Oxz,
elas sdo paralelas a Oyz e a direccdo da perpendi-
cular comum é a do e¢ixo Ox, cujos paramelros
sdo (1,0,0). 2.2) 4 distdinciadery ar, é igual a
distancia dum ponto arbitrdrio de vy ao plano =
que contém 1, e é paralelo a v. A equacdo geral

achar a sua distancia, o seu an-
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dos planos que contém r; é 2x—z—2+43 (x—z)=0, P { x~—1_y—-1=§ x-2_3_r_z-2
o, (24+2)x—(142)z—2=0. 4 equacdo de = obtém-se g I ] 0 0 Fethy 0 1 0
desta escolhendo ). de modo tal que a direccdo nor- 0 =
—2=0 tem- o =—=) ~ g =
mal a = sefa perpendicular a vecta T, ’ :+§ 3 b-de 00N(E:; 33) vi-yi S e
x—1 y—1 3 A direccdo da perpendicular comum é definida
o B O Istoé 1+1=0, donde pelo vector upAv onde u=K e v=], logo upv=—I

r=—1 e n)x—2=0. 4 medida da distincia do
ponto (1,1,0) da recta ry ao plano = é d=|1—-2|=1.

CALCULO

1. 8. C.E.F. — 2.2 CADEIRA — L.° exame de freqiiéncia,
21-2-1942

1230 — Mostrar que o produto infinito

JEo [1 = ((n—fl)s) n] (s=x+7y) € absoluta-

mente convergente fora do circulo de raio 1 e de
centro na origem. R: O cardcter do produio infi-

nito é o da série de térmo geral u,(z)= ( = ¥ ) z) .

A aplicagdo do critério de Cauchy lim

-8

(n—1)z

ﬂi_-i mostra que a série é absolutamente conver-
z

gente para |z |>1, isto é em téda a regido do

plano d'Argand exlerior ao circulo de centro na

origem e de raio 1,

1231 — Estudar a convergéncia do integral
oo

J (log #y» f%n—{ dt. R: O integral é improprio de
o

2.2 espécie e sé-lo-d de 1.2 se m > 0. Como integral
de 2.2 espécie éle serd convergente se a fungdo infe-
granda for um infinitésimo no ponto improprio
de ordem igual a do fufinitésimo t~' (log t)* onde
o < —1, Portanto, se m <—1 a funcdo integranda

sent
t(logt)™
merador é uma funcdo limitada e o infegral con-
verge nessa hipdtese. Por ser m <—1 o infegral
ndo é improprio de 1,» espécie, como jd se dissera.
sent

pode escrever-se sob a forma cujo nu-

Com efeito tem-se lir:-: (log t)™ =0 se m<—1,
=0
1232 — Calcular o integral
" 3x242x41
= =z
J (¥ +2) (42+3)

Ax?+Bx+C
R oD Mm-S Fog b 9

(x4 2) (x243)

e 0s pardmelros directores sdo (1,0,0).
Solugdes dos n.°® 1228 e 1220 de A. Sd da Costa.

INFINITESIMAL E ANALISE SUPERIOR

+E log (x2+4-3)+F arctg Tf{é +c. A4 aplicagdo do

método de Fubini condus a
D+2E=0
A—2D—4F— /3 F=0
2B+6D—14E—2{/3 F=0
3A—2B—3C+12D+12E+7y/3 F=3
12A —4C+9D+24E +6 /3 F=2
6B—3C+18D +12¢/3F=1.

1233 — Supondo convergente o integral

o
*e—az g1 e g
R0 =f(a,s,x) em certos dominios

paramétricos, procurar as suas derivadas parciais

¥ _[evzd
= le Z az

em ordem a x, s e @. R: o
8 e g |

oo
of ‘ez logz

ds J 1 - e! Tix—z
o

b_i me‘l Mix={a$i) z zs—l 91 -
x (1 -__e! ﬂix—z}! Z .

dz,

L]
. 8. T.— CALOCULO — I.° exame de freqliéncia, 1942

1234 — Estudar a convergéncia do integral

I:J (ern= 1 se;xdx. R: Se a>0 o integral é

impréprio de 2.2 espécie, diverge se k<1 e con-
verge se k > 1 porque, neste caso, tem-se

dx ¢ o numerador da fun-

0
T ‘e'nX _cosSX.senx
xk

¢do integranda é limitado. Se a < 0, tem-se
W2

1 =J .(euu x)! E%:‘_x d'x—'__j'(e“n x)! sen

X
o dx=I+1I,.
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Onde 1y é um integral riemanniano se k >0, ¢ é
improprio de 1.» espécie de k <0, sendo conver-
gente para k <1 e divergente para k>1. E I, é
improprio de 2.2 espécie, sendo divergente para
k<1 ¢ convergente para k >1. Logo, no caso
a << 0 ointegral 1 é sempre divergente.

= -]
1235 — Dada a série zlf,, (), onde fy(x)=x
e fu(x)=xlCn=_xV@=9) gyerigunar se seri legi-

timo integrd-la térmo a térmo em qualquer inter-
valo do eixo real. R: Nofe-se que Si(x)=x, Sy(x)=
=x'?, S3(x)=x'",...S,(x)=x""" ¢ gue S (x)=
= Iit:: S,(x)=1 qualquer que seja x finito. Tem-se,
>
portanto, im S (x)=1. Mas, S (0)=0 porque para
x=»l)
x=0 se anulam todos os termos da série. A fungdo
S (x) fem uma descontinuidade na origem e, por

conseqiiéncia, a série dada ndo é uniformemente
convergente ; todavia, pode ser legitimo integrd-la

b b
térmo a térmo. Calculemos fS (x) dx=-fdx=-b—a
a a

b b
¢o lim f S, (x) dx=lim [x"—" dx—

li 2n—-1
-=nl-:2 2n
Loga, é levitimo integrar a série dada térmo a
térmo, embora ela ndo seja unijformemente conver-
genle.

(bs::mu—ij ___aen.frsn—n) e

d?
1236 — Calcular a segunda derivada -‘E_‘{- da
funcio y(x) definida pela equagdo ﬁ’-z:lz—.

= sen , no ponto (x, ¥).

x4\ 2ky—y?
=
1237 — Escrever o desenvolvimento de Taylor
da funcdo f(x,¥)=(x.y)"+senxy, >0, na
vizinhanca do ponto (1,2).
Solugdes dos n.%® 1250 a 1235 de A. Sd da Costa.

MECANICA RACIONAL—FISICA MATEMATICA

1. 8. T. — MECANICA RACIONAL — L© exame de fre-
giiéncia, 1942

1238 — Dado o vector #(P), func¢do do ponto
variavel P, e a homografia «,, funcdo do vector #,
tal que
a,J=grad(u|1), a,J=grad(u|J), 2, K =grad (¢| K).
1.0 Achar o vector e o primeiro invariante da
homografia «,; 2. ;Quando € que =z, € uma dilata-
¢do e quando é que € axial?; 3.° Mostrar que
grad(# |9)=a, v+ a,#; 4° Comparar «, com a

di
homografia d_;;' Podem ser ignais ?

1239 — Determinar, entre dois pontos 4 e B

do plano 2y, a curva plana que torna minimo o
- d 3
integral /y(d;y) ds. (Supbde-se que o coefi-
s
Ab

ciente angular da tangente varia continuamente,
entre os extremos 4 e B da curva).

1240 — Resolver a equagido
i
f(x) =9(x)—1f1{(x.y):p(y)dy sendo f(x)=3a2+4

(1]
e K(x,v)=2xy*+32?5%, [D(3) e a(x,»:2) sdo
quadraticas em 1] .

1241 — Supondo que a densidade é, em cada
ponto, proporcional & soma das coordenadas car-

sianas désse ponto, calcular o momento de inér-
cia do rectangulo que tem por vértices os pontos
A(,1), B(4,1), C(4,3), D(0,3) em relagido
ao seu centro de gravidade, utitizando a férmula
MI,=%3m,m;+}, devidamente modificada. (r; &
a distancia dos pontos m; e m;) .

F. C. P. — MECANICA RACIONAL — L.° exame de fre-
giiéncia, Fevereiro, 1942

1242 — Verifique se o campo de vectores
W,=(1—-3s—y) i+ (x—28).f+(—1+2y+3x) . &
é um campo de momentos e no caso afirmativo
calcule o invariante escalar do campo.

1243 — Determine dois vectores, um dos quais
localizado sobre o eixo Ox, que constituam um
sistema gerador do campo precedente no caso,
subentende-se, de ser um campo de momentos.

1244 — Dadas as forgas
complanas Fy, F,, Fy, indi-
cadas na figura, localize no
seu plano, usando das pro-
priedades dos funiculares,
uma quarta forca 7y que tor-
ne o sistema equivalente a
um bindrio £ de momento
dado (200 m.kg) (o sentido
fica ao arbitrio do aluno).

=10 Iy

=8ty
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1245 — Dado o sistema articulado representado
na figura, calcular as tensdes nas barras a, be ¢

T_!LT

e indicar se sdo tensas ou comprimidas, (0, O,
pontos fixos).

1246 — Dois blocos B e B, de pesos p; e p,,
encontram-se em equilibrio na posi¢io indicada na
figura, devido & acgdo da forca F paralela a linha
de maior declive do plano que os suporta. Conhe-
cidos py e p;, 7 e 0, calcular / pela aplicacdo do
teorema do trabalho virtual, desprezando o atrito.

PROB

Secgdo a cargo de A. Ferreira

PROBLEMAS

1248 — Determinar o lugar geomeétrico dos cen-
tros de gravidade dos tridngulos que tém um lado
dado e o vértice oposto sobre uma recta dada.

1249 - Determinar a equagdo geral das super-
ficies S tais que, designando por X, ¥, Z os pon-
tos em que a normal num ponto M duma delas
encontra respectivamente os planos YOZ, ZOX
e XOY, arazdo anarménica (X, Y, Z, M)=k.

Problemas n.°* 1248 e 1240 propostos por José Mordado
(Porto).

b
1250 — Dado o integral ff(x) dx substitui-lo

por outro que tenha por limites dois nimeros da-

dos, 4 e B, por meio da substitui¢io x=my+#n,

sendo m e »n dois nimeros a determinar (Sturm).
Problema n.° 1250 proposto por Rui Verdial (Pbrto).

1251 — Dum barril cheio tira-se um litro de
vinho, e substitui-se por dgua, Depois tira-se um

Dados numéricos:
§i=300; 0=45°; p;=200kg.; p,=100kg).

1247 — Um ponto mével P descreve a espiral
de Arquimedes #=46/= (r expresso em decime-
tros e 6 em radianos) de tal modo que a sua ace-
leracdo & central e dirigida para o polo da espiral.
Sabendo que, para 6==/2, a velocidade de P &
20 cm/s e que o movimento se faz no sentido dos
66 decrescentes, calcular: @) a constante das dreas;
b) a velocidade e a aceleragdo quando 6=20°,

LEMAS

de Macedo e Mério de Alenquer

PROPOSTOS

litro da mistura e substitui-se por agua. Efec-
tuada esta operacdo 35 vezes, verifica-se que
o barril contém quantidades iguais de dgua e
vinho. Calcular a capacidade do barril.

1252 - Lugar do centro dum circulo que se
desloca de tal forma que os seus eixos radicais
com dois circulos fixos passam por dois pontos
fixos.

1253 — Mostrar que o sistema & possivel, e re-
(ad+be) x+(ae+bf )y +(af+bd)=0
(bd +ce) x+(be+cf ) y +(bf +ed) =0
(cd+ae)x+(cet+af)y+(ef+ad)=0.

solveé-lo

1254 — Prove que
"2_; 2" tg (2" x)=cotg x —2" cotg (2" x).

Problemas n.°® 1251 a 1254 propostos por Mdrio de Alen-
quer,



