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MATEMATICAS ELEMENTARES
Exames de Aptiddo as Escolas Superiores (1942)

Faculdade de Ciéncias — Licenciaturas em ciéncias fisico-
-quimicas e em ciéncias matematicas, cursos prepara-
térios das escolas militares e de engenheiro gedgrafo.

Ponto n.° 4 '

1195 — Determine as solugdes inteiras e posi-
tivas da equagdo i31 -+ g_yn29. R: Da equacdo
proposta tira-se x=106—y+(T—y):21 e se fizer-
mos y=1 vem x=99. As solugdes inteiras serdo
dadas por x=99+22n ¢ y=T7—21In; ¢ as solugdes
inleiras e positivas obltém-se substituindo nas for-
mulas anteriores n por qualquer dos valores intei-
ros que verifiquem a seguinte dupla desigualdade

9 "o

1196 — Determine os valores de x qve satisfa-
zem a desigualdade —a2—11x+12 >0,

R: —12< x<1wistol e —12 serem as raises do
trinémio, primeiro membro da desigualdade.

1197 — As raizes de uma equac¢do biquadrada
sdo duas reais, do mesmo valor abscluto e de
sinal contrario e as outras duas imaginarias puras
conjugadas. De que natureza sdo as raizes da
equacdo resolvente ? Justifique a resposta. R: 4s
raises da biguadrada sdo as raizes quadradas das
raises da resolvente ; por isso as raises da resol-
venle tém que ser, no caso pisto, ambas reais e
uma posttiva ¢ oulra negativa.

1198 — Verifique a identidade : (cosa—cosb)?+
+(sena—senb)’=4sen?l1/2(a—b). R: Do 1.2 membro
da igualdade, depois de desenvolver os quadrados e
simplificar, obtém-se 2—2(cosacosb+senasenb)=
=2 [1—cos(a—b)] . Por outro lado, se notarmos

1 il
que cos? éA—senz = A—=cosA e gue, por isso, é

1—2sen?A2=cos A ou 2sen?A/2=1—cosA, o
segundo membro torna-se em 2[2sen?(a—b)/2]=
=2 [1—cos(a—b)], o gue verifica a identidade.
1199 — Sendo sena=—4/5, calcule sen2a, cos2a
e tg2a. R: Como sen2a=2senacosa=—+
+ 2sena /' 1—sen?a, fem-se sen2a=-+2-4/5-
- ¢/ 1=16/25— 1 24/25; cos2a—1—2sena—=1-2-

24
+16/25=—17/25 ¢ tg2a=+ T

1200 — Determine recorrendo ao cdlculo loga-
ritmico a expressio geral dos angulos cujo coseno
é —0,3145. R: logcosa=log0,3145=1,49762, ¢
a=T71041' 9!, Como o coseno dado é negativo e como
— 0S8 =008 (=—a) um dos angulos que satisfaszem

ao problema é 108°18'51" ¢ a expressdo geral
dos arcos cujo coseno é —03145 serd dada por
a=mn - 360+ 108°18' 51", onde n é um inteiro qual-
quer.

1201 — Reduza & dizima as fracgdes 3/5, 2/7
e 3/14, Classifique as dizimas obtidas. R: 3/5=
=0,6; 2/7=0,(285714) ¢ 3/14=0,2 (142857) e por-
tanto a primeirva é uma disima exacta; a segunda
periddica simples ¢ a terceiva periddica mixta.

1202 — Tragam-se as bissectrizes dos quatro
angulos de um rectingulo. Demonstre que: 1.°,
essas bissectrizes formam um quadrado; 2.2, as
diagonais do quadrado sdo paralelas aos lados do
rectangulo ;- 3.°, o comprimento comum dessas
diagonais é a diferenca dos comprimentos dos
lados do rectangulo. R: Seja ABCD o rectingulo
e AJ, CG, BH e DI as bissectrizes que se encontram
nos pontos G, 1, H, J. Os triangulos AGC ¢ BHD
sdo recldngu

los isdsceles
por os dangulos

em A, C,B ¢
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dois tridangu- [ D
los tém as hi-

polenusas iguais ferdo os caletos iguais e serd
AG=CG=BH=HD. Por outre lado os triingulos
CID ¢ A]JB sdo também rectingulos isosceles e dai
resulta B] =AJ=CI=DI ¢ portanto GI=IH=H J=
= JG donde se conclue que o quadrilitero GIH] é
um quadrado, visto os dngulos em G, J,1 ¢ H
serem rectos e os lados iguais. 2.° As diagonais
1J ¢ GH, como formam dngulos de 45° com as
bissectrises CI, AJ, B] e DI sdo paralelas aos
lados do rectangulo. 3.° FH=BF =EG=EA =
=1/2AC logo EF—GH =HF + GE = AC donde
GH=EF-—-AC=AB—AC c.q.d.

Solucgdes dos n,% 1185 a 1202 de J. Silva Paulo.

Instituto Superior de Agronomia
Ponto n.* 2
1203 — Um agricultor dispendeu a quantia de

155 esc, diarios para pagar o trabalho das suas vin-
dimas a um grupo de homens e mulheres. Cada
homem recebeu 138 didrios e cada mulher 78,
Quantos eram os homens e quantas as mulheres.
R: Sejam x ¢ y respectivamente o niimero de homens
e mulheres. Ter-se-d 13x + Ty =155, equacdo que
admile a uinica solugdo inteiva e positiva x =6 esc.
y=11 esc.
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1204 — Que valores se deverdo atribuir ao
coeficiente m da equagido a?+mx+8=0 para que
uma das raizes seja dupla da outra? R: Sejam x;
¢ 2xy as raises da equagdo. Ter-se-d 3xy=—m e
2xi=8 ou seja m=—+6.

1205 — Dada a fungdo y=logsx faga o estudo
da sua variagio quando x percorre o intervalo
{0, 4c0). Diga quais as propriedades mais impor-
tantes desta funcdo e faca a sua representacdo
grifica referente ao intervalo (0, 16) da variavel
independente.

- 7
1206 — Numa circunferéncia de raio » tragou-se

uma corda de 127,68 metros, que subtende um

arco cuja amplitude & igual a 50° 32' 15", Calcule

o comprimento do raio, expresso em centimetros.
6384

sen 250 16' 7',5
por isso, log r=3,80509 + 0,36971 = 4,17480 donde
r=14956 cm ,

»

Utilize logaritmos, R: Serd r=

1207 - Supondo que =« é o Angulo do 2.° qua-
drante que satisfaz a igualdade tga—— /2 cal-
cule cosecx. R coseca—-+ /3/2.

1208 — Quais sdo os angulos compreendidos
entre 4= & 6~ radianos e cuja tangente ¢ —1,351.
Utilize tdbunas naturais. R: Sdo os dngulos
a=0r —0,933 radianos ¢ o=6x—0933 radianos.

1209 — Demonstre que se num tridngulo rec-
tangulo um dos angulos agudos € duplo do outro,
um dos catetos é metade da hipotenusa. R: Sefa
[ABC] o triangulo rectingulo e A=2C . Tracemos
a circunferéncia civcunscrita ao triangulo. E obvio
que AC ¢ diametro da circunferéincia. Por outro
lado facilmente se dedus ser A=60° ¢ C=30° o que
prova ser AB o lado do hexdgono inscrito e por-
tanfo igual ao raio, metade do didmetro que é a
hipotenusa.

1210 — Uma esfera de drea igual a 4rcm? é
circunscrita a um cubo. Calcule a érea do cubo.
R : Como a esfera é circunscrita ao cubo, o seu did-
metro é diagonal do cubo. Ora o lado do cubo | estd
relacionado com a diagonal d pela relagdo d2=312
donde 12=4/3 cm? ¢ portanto a drea A=612=8 cm?.

Solugdes dos 1203 a 1210 de J. Calado.

Instituto Superior de Ciéncias Econdémicas e Financeiras,

13-10-1942

1211 — a) Defina superficie cénica e superficie
cilindrica, cone e cilindro; dé algumas proprie-
dades importantes referentes a dreas e volumes

de cones e cilindros. 5) E dada uma esfera de
raio # e um ponto P exterior, & distancia 2¢/ /3 do
centro; de P tira-se a superficie cénica tangente
a esfera e considera-se o cone que tem P como
vértice e cuja base é limitada pelo circulo de tan-
géncia. Exprima o volume désse cone em funcio
do volume I” da esfera, R: De OAP ~ OAB —
OA OB
T e
OP OA
Do triangulo rec-
tingulo OAB vem

ou OB=ry3/2.
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1212 — Dada a equacgdo a?+ pxr+g=0, de rai-
zes « e B, determine a equagdo do 2.° grau que

s 1
tem como rafzes ¢1=¢+;‘ ﬁi“ﬁ"'é' R: Sabe-se

gue a+pf=—p, af=q. Tem-se
1 1 +8
M+B1=¢+;+B+E=(«-+S)+%§*“—(P*‘g).
1 1 A WL I 1
a,-ﬁ.=(¢+;) (B+E)=¢B+E+_ﬁ+;=aﬁ+a+
a? -+ f2 1 +(a+{3)!__ 1

p!
2 —ap = 2=q+—+2—¥,
b e R R

A equagdo pedida é

P PP aa
x2+(p+q)x+q+q+q 2=0.

1213 — Calcule o valor numeérico da expressio

ot 1 1
(\/1—:’:-1" VI_T_I). (1 +71:_'—-;z) para x=0,04712 .

R: A4 expressdo dada é igual a
14+ V1—x2 i—x2
+¥i=x " yl—zt =,
Vitx 1+¢y/1—x2
Para x=0,04712 wem |/ 0,95288=N
1 T =4
log N = 2 log 0,95288 =~§ +1,97904 =1,98952
N =0,97616 .

==
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1214 — a) Defina poligono regular e dé as pro-
priedades que conhece referentes & medida dos
seus angulos. ; Que poligonos regulares convexos
podem figurar como faces dum poliedro regular
convexo ? Porqué? &) Calcule o raio de um circulo
conhecendo a diferenca D entre a drea désse cir-
culo e a do hexdagono regular inscrito. R: b) 4 drea

do circulo é S==r? ¢ a drea do hexdgono Sg— . V; i
Logo D=zr2—3y3r22=12(=—3V3/2) donde
2D
2=
2=—3y3

1215 — Dado um tridngulo rectangulo de cate-
tos b e ¢ e hipotenusa a, resolva o tridngulo de-
terminado pela altura e pela mediana correspon-
dente 2 hipotenusa. R: AM=a/2. Dos #ridngulos

A semelhantes
ABC ~ APC

resulta AP=bce/a.
Aplicando o teo-
rema de Pitdgo-
ras ao Iriangulo rectangulo APM vem, por fim,
PM'—AM'— AP —a?/4—b2c?/a2.

B T P

1216 — ; Quantos niimeros inteiros hia de gua-
tro algarismos que sejam divisiveis por todos os
nameros digitos? R: O m. m. ¢, de todos os niime=
70s digitos é N =23><32><b><T7=2,520, Logo hd trés
nitmeros que salisfasem ao enunciado: 2.520, 5,040
e T560.

Solucdies dos n.* 1211 a 1216 de A. 54 da Costa.

Instituto Superior Técnico

Ponto n. 2

1217 — Uma liga de ouro e cobre contém 2009/,
de cobre. Juntando-lhe 500 gramas de ouro, a
percentagem do metal nobre passa a ser de 85
por cento. Calcular a quantidade de ouro exis-
tente naquela liga e o péso da mesma liga. R: Se
forem X e y 05 pesos de cobre e ouro exislentes na
liga, as equagbes que resolvem o problema sdo

20 15
x_ﬁﬂ-(x-l-y} €exX=1%0 (x+y+500), donde o péso
de ouro y=1200gr e o péso da liga x4 y=1500 gr.

1218 — Determinar os valores inteiros e posi-
tivos de @ e b para os quais a funcdo de x defi-
x—a+l y+b—-1

i 1
nida pela equacio PR T e se anula
2—a+1 b-1
para x=2. R: Serd entdo 4+T+1 e e donde

5b+a=8 cujas solugbes em miimeros inteivos sfo

.dadas por b=14+m ¢ a=3—5m; donde a unica

solugdo inteiva e positiva b=1, a=3.

1219 — Sendo tga e tgp as raizes da equacio
(x—1) (F2x+1)=2k, exprimir tg (a+p) em funcido
de % e determinar # para que z e B sejam com-
plementares. R: 4 soma das raises da equacdo ¢
kz2—1 —(2k+1)

tg attg B= - € o produto tgatg p= K2 -
ogo sevd tg(as gy TESDIE! K1
0go serd tg(a+p)= 1+2k+1 TR ki 4

k2
Sforem complementares serd k=—1.

1220 — Dadas duas circunferéncias de raios 2
e 3 centimetros, tangentes exteriormente, deter-
minar adrea do triangulo formado pelas tangen-
tes comuns as mesmas circunferéncias, R: O #ridgn-
gulo pedido é o triangulo CDE. Dos triangulos

3 5
semelhantes AOC ¢ BO'C Hra-se S ? ou sefa

x=10; e dos triangulos semelhantes DFC ¢ BO'C
: x+2 yYx—14
lira-se —— =

DF 2
a drea pedida é 126 cm?.

logo DF = V6. Finalmente

1221 — Dado um rectingulo de lados a e b,
tirar, pelo meio do lado @, uma recta que divida
o rectangulo em duas partes cujas ireas estejam
na razdo m:n. R: Seja x um dos segmentos que
a recta que passa pelo meio do lado a determina no
lado oposto. As dreas dos trapésios formados sdo

a a
dadas pelas expressoes : 2 +x 3 + (a—x)
x X
5 be 3 b
a+2x m . a(3m-—n)
d\ =— ¢ finglmenie x=————"
e 3a—2x n % 2(n4m) -

1222 — Um cone de revolugio e uma esfera
estio assentes sObre um plano horizontal. Sa-
bendo que o raio da esfera & igual a 8 centime-
tros e que, no cone, a altura e o didmetro da base
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sdo iguais ao diAmetro da esfera, determinar a
distidncia daquele plano a que se lhe deve tirar
um plano paralelo para que sejam iguais as sec-
¢des determinadas por éste plano no cone e na
esfera, R: Seja x o raio das secgies ¢ y a distancia
do plano horizontal ao plano secante, Serd xZ=

16—

=y (6—y) (na esfera) e g=-—16y (no cone)
64 16

donde se obtém y-=16—2x=16—g-=gcm.

Solugdes dos n.* 1217 a 1222 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS GERAIS - ALGEBRA SUPERIOR - COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR —.° exame de fre-
giiéncia, 1941-1942
1223 — Efectuando duas transformacdes suces-
sivas escreva a equagdo cujas raizes estio rela-
cionadas com as da equagdo 2a%—x%4+4x?—3=0

1
pela expressio y=3 +—= R: Efectuar primeiro

1
a transformada em z= X € em seguida aumentar

de 3 unidades as raises desta transformada. Vem
3yb—54y5+401yi—1572y3 + 3429y?—3941y +1858=0,
Solucdo do n.° 1225 de J. Pais Morais.

1224 — Determine as condigdes a que devem
satisfazer os numeros reais a, 6, ¢, para que os
a+iV3 b+iV3 c+iV3
a—iyY3 b—iy3 c—iy3
sejam os vértices dum tridngulo eqiiilatero. Sendo
a=0 calcule os valores de b e ¢. R: Nofe-se que
0s tris complexos fém modulos igunais a 1 e que os
seus afixos serdo vértices dum triangulo eqiiildtero

by § 2r 5 4=
o, o 3 ) & 3
Da introdugdo desta condigdo resultam as duas
condigoes b—a=ab-+3 ¢ c—b=bc+3.

Solugiio do n.° 1224 de A. S4 da Costa.

1225 — Calcule, usando a f6rmula de Leibnitz,

a derivada de 3.2 ordem da fungio y=seny x .y x.

afixos dos imaginarios

S¢ 08 seus argumentos forem

1226—Exprima em funcio de p real os nimeros
reais x e ¥y de modo que (3—47) (x4 yf)=pe Xe Y
3—4¢
Xry o
Indique que condi¢des devem dar-se para que
seja p=q. Serd possivel determinar p e ¢ de
modo que haja um nimero (a@+4&i) que satisfaca
simultineamente as duas condigdes ?
R: x=3p/25 X= 3/q Xo=  8/2b
g ’y=4p,’25 Y=—4/q Y,—=—16/25,
Ndo existe o complexo a+bi a que se refere o
. enunciado. A sua existéncia impiicaria a verifica-
gdo simulidnea de pq—=+25 ¢ pq=—25.
1227 — Deduza a condigdo que deve verificar-se
para que o segundo e terceiro termos da equacio

reais em fungio de g real de modo que

\

f@=asx"+a 2" "+ ay 2" 2+ ta,  x+a6,=0
se possam anular por meio da mesma transfor-
macdo. R: A transformacdo a que se refere o
enunciado so existe se for verificada uma das lrés
condigdes a,;—0, a,—0 (com n 5=0).

Solucdes dos n.°® 1226 e 1227 de ]. Pais Morais.
1.8.C.E. F. — 1.a CADEIRA — l.° exame de freqiiéncia,

27-2-42

1228 — Calcular o produto das determinagdes

i/n
de ¢i/", Discussdo. R: iln= (cosf—; +1isen —) o

2
/24 2k=n 24-2k=
= cosr—-—+ r+ v.&::l‘u—-—'!I =)= cos—ﬂ-+
i 2n

T L RO
+1se1:12T:l cos — isen—

[k=0,1,2...(n—1)].
O produto serd
. m\" nt 2kn | 2kw
P= (cos on +isen 51;) i ;.11: (cos sesrisen== )_
2x o1

: L3 2 vt
s o - Z k+i — Xk |=
(CDS 9 +isen 2) (COS Y e k +isen TR, )

cosg-F— isen 3;) [cos (n—1)=+isen(n—1) =] =

=1 conforme for n impar ou par.
x4+ y—2=0

12290 — Dadas as duas rectas »y I
x—y=0

2x—5—2=0
= } x —2=0

angulo e a direc¢do da perpendicular comum.
R: 1.2) Como imediatamente se reconkhece, a rectary
é perpendicular ao plano Oxy, encontrando ésie
no ponto (1,1,0), ¢ a recta vy é perpendicular ao
plano Oxz, no ponto (2,0,2). Por conseqiiéncia,
as reclas sdo ortogonais e o sen dngulo mede 90°,
Em virtude do exposto a distincia das duas rectas
é a diferenca das abscissas dos seus iracos nos
planos Oxy e Oxz, isto é, d=1. Por serem 1y e 1,
perpendiculares, respectivamente, @ Oxy e Oxz,
elas sdo paralelas a Oyz e a direccdo da perpendi-
cular comum é a do e¢ixo Ox, cujos paramelros
sdo (1,0,0). 2.2) 4 distdinciadery ar, é igual a
distancia dum ponto arbitrdrio de vy ao plano =
que contém 1, e é paralelo a v. A equacdo geral

achar a sua distancia, o seu an-




