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sas caracterizacdes da continuidade duma trans-
formacdo dum espaco topoldgico noutro (fecho,
conjuntos fechados, conjuntos abertos, vizinhan-
¢as, convergéncia) e discussdo. Casos de espacos
topolégicos particulares, definic¢io de Cauchy.
Continuidade uniforme. Transformacdes biuni-
vocas e nao bicontinuas, Exemplos. Homeomor-
fismo. Fung¢des continuas e discussio. Funcionais
continuas, discussdo e exemplos. Conexido. Exem-
plos. Invariancia topolégica desta nogao.
Axiomas de separagdo. Espacos acessiveis, de
Hausdorff e normais. Discussio. Exemplos mos-
trando o fortalecimento efectivo e sucessivo des-
tas condicoes de separacdo. Propriedades dos
espagos normais utilizaveis no problema da me-
trizagdo: Problema da existéncia de fung¢des reais
continuas, discussido detalhada e resolucio.
Axiomas de numerabilidade. 1.° axioma de nu-
merabilidade, 4,, exemplos. Relagdo com os

espacos métricos e a nogdo de convergéncia.
Exemplo dum espago de Hausdorff que nio ve-
rifica o 1.° axioma de numerabilidade 4, . 2.° axio-
ma de numerabilidade, 4,, e suas conseqiiéncias
(4,, Teorema de Borel, separabilidade). Equiva-
léncia de 4, e da separabilidade nos espagos mé-
tricos. Exemplo dum espago verificando 4, e
nio A,. Andlise do espaco de Hilbert e de espa-
cos de funcdes quanto & numerabilidade e sepa-
rabilidade. Exemplo dum espaco de func¢des orto-
gonais isométrico ao espago de Hilbert. Exemplo
dum espago mormal verificando 4, separavel e
nao verificando 4,.

Homeomorfismos de espagos topologicos a sub-~
-conjuntos do espago de Hilbert e um feorema de
metrizagdo. Qualquer espaco topologico normal e
verificando 4, é homeomorfo a um sub-conjunto
do espacgo de Hilbert.

(Continua no préximo niimero).

ANTOLOGIA

LA MATHEMATIQUE — AVANT-PROPOS
por Paul Montel

(de Encyclopédie Francaise — Tome I — L’outillage mental )

Toda a nossa vida moderna estda como que im-
pregnada de matematica. Os actos cotidianos e
as constru¢des do homem trazem a sua marca e
nio s6 as nossas alegrias artisticas e a nossa vida
moral lhe sofrem a influéncia. Os préprios ani-
mais se lhe submetem, e o seu instinto, desenvol-
vido pelo lento trabalho da hereditariedade, con-
duzi-os a4 descoberta de leis matematicas que so6
o homem soube formular e que parecem existir
néles como que ligados obscuramente a forma da
sua consciéncia.

A matematica aparece a cada instante na vida
corrente para as necessidades comuns a maior
parte dos homens, mas muitas vezes cada um
déles tem além disso uma ferramenta a empre-
gar uma maquina a utilizar, um aparelho a por
em marcha, sem falar dos especialistas, constru-
tores, arquitectos, engenheiros, marinheiros, etc.,
para os quais o uso profissional da matematica
tem um caricter permanente; é uma direccido a
definir, um diametro a medir, uma velocidade a
avaliar, uma casa a construir de que & preciso
estabelecer o plano, um corte, um algado. A ma-
temadtica intervém mesmo para apaziguar a dor hu-
mana: o médico emprega-a nas dosagens, o bacte-
riologista na contagem dos micrébios, e o cirurgiio
na forma das suas intervenc¢des e na disposicio
dos pensos.

Todas estas operacdes aritméticas ou geométri-
cas que o homem efectua como que brincando,
necessitaram séculos para que a humanidade con-
seguisse precisa-las, isola-las, estabelecer as suas
técnicas. Pode-se medir o caminho percorrido
observando a maneira de contar dos povos cha-
mados primitivos: éles recorrem a uma mimica que

utiliza os dedos das mios e dos pés ou entdo apli-
cam sucessivamente os objectos a contar sdbre as
diferentes partes do corpo: reconhece-se neste
iltimo processo o esbodgo da nogio de correspon-
déncia tdo fértil nas matematicas actuais.

Os primitivos ndo vdo muito longe na sua ma-
neira de contar; de resto, os grandes numeros
s6 aparecéem lentamente; a palavra milhio & do
século xv, bilido do século xvi, e isto numa Eu-
ropa Ocidental ja avancada.

A ideia, tdo simples para noés, que, depois de
qualquer nimero inteiro existe outro, esta idéia
a que se reduz em ultima andlise a nogao de infi-
nito matematico, é relativamente recente. Esca-
pou & Grécia antiga e o génio de Arquimedes nao
a exprimiu claramente. Tinha, no entanto, feito
na sua Da Areia um esfor¢co enorme para mos-
trar que se pode dar nome a um namero muito
grande ainda que éle ultrapasse o dos grios de
areia que enchessem a terra, ou mesmo o Universo.

Vinte séculos passaram depois da afirmagao de
Arquimedes; a humanidade, familiarizou-se com
os grandes nlimeros e com o0s seus inversos, 0s
nimeros muito pequenos. O estudo do Universo
e o do atomo introduziram expressdes numeéricas
que ja deixaram de nos espantar, se bem que o
nosso espirito ndo possa evocar uma imagem das
grandezas que éles representam. Semelhantes
nisto aos primitivas que dizem «muito» para além
de um certo ntiimero, ndo sabemos traduzir doutra
maneira a idéia de que uma nebulosa, por exem-
plo, esta a uma distancia de nés que corresponde
a varias centenas de milhdes de anos de luz.

Um outro caminho pelo qual a matemaitica se
introduz na vida dos individuos e dos povos & o
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da probabilidade, Um grande ntiimero das nossas
decisbes dizem respeito a acontecimentos dos
quais aos nossos olhos certos elementos de incer-
teza estdo submetidos as leis do acaso. Estas deci-
sdes sdo guiadas e muitas vezes determinadas
pela nogdo de probabilidade, algumas vezes sob
uma forma imprecisa ou apenas consciente.

E também o calculo das probabilidades que
regula diversas medidas de ordem colectiva res-
peitantes & vida econémica e social ; a vida de
organismos como bancos ou companhias de segu-
ros sObre a vida, a doenca, a invalidez, o incén-
dio, a saraiva ou o roubo, os dispositivos de cer-
tos aparelhos como o telefone, a regulagdo do
tiro, etc.

Pela estatistica, os matematicos elucidam outras
questdoes de ordem financeira, econémica ou so-
cial. As matematicas aplicam-se também 4 higiene
social, & educagio das criangas, a4 psicologia e a
téenica. -

As matemiticas aparecem igualmente nos fené-
menos respeitantes ao gosto, a sensibilidade e 2
vida moral, Todos sabem o seu papel na arte, e,
em particular, na arquitectura. A beleza das for-
mas, esta ligada & existéncia de relagdes simples
e o nimero de ouro dos gregos ai intervem fre-
qilentemente.

Comecaram-se recentemente trabalhos destina-
dos a caracterizar a beleza de certos vasos por
expressdes matemadticus. As notas e os acordes
musicais correspondem, também, a relacdes nu-
méricas simples e a poesia esti estritamente
ligado ao numero

«A pintura e a poesia sio matematicas vela-
das», disse Forains. Existe além disso na prépria
matematica uma beleza intrinseca, dum caracter
necessariamente um pouco esotérico,quereside na
harmonia das relagdes que formulam as suas leis.

A matemitica exerce a sua influéncia mesmo
sobre a vida moral quer duma maneira directa,
como no estudo dos jogos de azar, por exemplo,
quer duma maneira indirecta, obrigando o espi-
rito a hdbitos de precisdo e ordem que sio trans-
feridos naturalmente para o mundo moral. A im=-
precisdo e a confusio do pensamento facilitam a
certos homens a realizacdo de actos que a nossa
ética reprova.

As ciéncias, em geral, e por isso as matemati-
cas, exigem uma sinceridade e uma probidade em
todos os instantes cujo efeito é contagioso. Assim
as matemdaticas pouco a pouco penetraram ém
todos os dominios da actividade humana, alcumas
vezes invisiveis mas sempre presentes. Para o
homem civilizado de hoje o «saber contar» nédo é
menos indispensavel do que o «saber ler e escre-
ver». A ciéncia do niimero e da extensdo é pois
util em cada instante e a todos, e € uma ver-
dadeira doenca ignorar os seus rudimentos, De
resto, como escreveram os Goncourt: «de duas
inteligéncias iguais, colocadas em condigdes idén-
ticas, a prioridade pertence aquela que conhecer
geometria»

Se as matematicas estdo estritamente ligadas a
tdodas as formas da vida individual ou colectiva, &
na elaboracdo da prépria ciéncia que o seu papel
€& fundamental. A matemitica é a linguagem da
ciéncia e uma disciplina nio merece verdadeira-

mente o nome de ciéncia sendo a partir do mo-
mento em que as matematicas ai penetram, Elas
fornecem-lhe a expressdo das suas leis, quer re-
sultem dum estudo atento das ligagdes que unem
os diferentes elementos varidveis de um feno-
meno, quer resultem de valores médios de ac¢des
em nimero bastante grande das quais certas con-
di¢des nos escapam.

Destas leis, as transformactes de célculo tiram
conseqiléncias variadas que deverdo ser subme-
tidas a0 controle experimental.

Uma das mais potentes tentativas de explica-
¢do dos fenémenos naturais que nos oferece a
histéria das ciéncias, a teoria da relatividade, tem
por fim dar uma imagem do Universo por meio
de uma geometria a quatro dimensodes.

As necessidades das ciéncias da natureza, das
ciéncias humanas e das suas aplica¢des eriam
novas correntes para a investigacio matemdtica
e fazem desabrochar noves métodos, Mas a maior

arte das vezes, o matematico vai ao sabor da sua
antasia, Plutarco diz que Arquimedes desdenhava
da ciéncia de inventar miquinas e que empregava
os seus melhores esforcos «a escrever somente
das coisas cuja beleza e subtileza nio estivessem
ligadas a necessidade».

Os matematicos estudam cada vez mais as leis
que regem as relacdes entre os numeros; criam
os métodos que servem para éste estudo e outros
problemas se levantam sob os seus passos 4 me-
dida que avancam na resolugio dos precedentes;
como sempre numa regido vivamente iluminada
aparecem de novo cantos de sombra. As suas des-
cobertas ficam, por vezes, sem aplicacdo durante
séculos: sio ferramentas esperando a mio do
operario que delas sabera tirar partido. Tem-se
dito muitas vezes: quando os gregos estudavam
as seccdes conicas, nao previam o papel que elas
desempenhariam um dia na astronomia e na na-
vegacdo. Pode-se acrescentar: na balistica, para
a localizacao dos canhdes por meio do som.

A ciéncia matemética tem o privilégio de cres-
cer por justaposicio de novas doutrinas as anti-
gas, as ciéncias da natureza e as ciéncias huma-
nas, pelo contrario, desenvolvem-se freqiiente-
mente substituindo as antigas por teorias novas
que se edificam sobre ou ao lado das ruinas
daquelas. Na cidade da matematica limitam-se a
abrir novas avenidas, conservando os velhos bair-
ros por meio de simples arranjos interiores. A
alegria estética que traz ao matemdtico a contem-
placio desta cidade & a sua verdadeira recom-
pensa. A beleza das suas construcdes abstratas
oferece-lhe, por vezes, a mesma harmonia que as
linhas de arquitectura ou os acordes da miusica.

A sua solidez desafia os séculos. Como escre-
Vito Volterra: «a morte pode fazer desaparecer
os impérios; a geometria de Euclides esti de
acdordo com a geometria de hojes. Um teorema
de Newton de Gauss ou de Poincaré guardari a
sua verdade enquanto a razdo humana permane-
cerd inalteravel, No renovamento continuo das
doutrinas e das Escolas que governam as ciéncias
da natureza e as ciéncias humanas, sbmente a
matemética e a arte possuem perenidade.

Tradugfio de J. DA SILVA PAULO
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Exames de Aptiddo &s Escolas Superiores (1942)

Faculdade de Ciéncias — Licenciaturas em ciéncias fisico-
-quimicas e em ciéncias matematicas, cursos prepara-
térios das escolas militares e de engenheiro gedgrafo.

Ponto n.° 4 i

1195 — Determine as solugdes inteiras e posi-
tivas da equacdo ix%— $y==29. R: Da equacdo
proposia tira-se x=106—y+(T—y):21 ¢ se fizer-
mos y=1 vem x=99., As solugdes inteiras serdo
dadas por x=99+22n ¢ y=T—21n; ¢ as solugdes
inteiras e positivas obtém-se substituindo nas for-
mulas anteriores n por qualquer dos valores intei-
ros que verifiquem a seguinte dupla desigualdade

< -

2 21

1196 — Determine os valores de x qve satisfa-
zem a designaldade —a2—11x+12 > 0.

R: —12< x<1wisfol e —12 serem as raises do
trinomio, primeiro membro da desigualdade.

1197 — As raizes de uma equagdo biquadrada
sdo duas reais, do mesmo valor absoluto e de
sinal contrario e as outras duas imaginarias puras
conjugadas. De que natureza sio as raizes da
equacdo resolvente ? Justifique a resposta. R: 4s
raises da biquadrada sdo as raises quadradas das
raizses da resolvente; por isso as raises da resol-
vente tém que ser, no caso pisto, ambas reais e
uma positiva ¢ oulra negativa.

1198 — Verifique a identidade : (cosa—cosb)?+
+(sena—senb)’=4sen?1/2(a—b). R: Do r.c membro
da igualdade, depois de desenvolver os quadrados e
simplificar, obtém-se 2—2(cosacosb+senasenb)—
=2 [1—cos (a—b)]. Por outro lado, se nvtarmos

1 1

que cos? 5 A—sen2§A=casA e que, por isso, é
1-2sen?A/2=cos A ou 2sen?A/2=1—-cosA, o
segundo membro torna-se em 2[2sen?ia—Db)/2]=
=2 [1—cos(a—b)], o que verifica a identidade.

1199 — Sendo sena=4/5, calcule sen2a, cos2a
e tg2a. R: Como sen2a=2senacosa=—+
+ 2sena /' 1—sen?a, fem-se sen2a=+2-4/5-
- ¢/ 1-16/25—+1 24/25; cos 2a=1—2sen?a=1—2-

24
-16/25=—1T/25 ¢ tg2a=-+ e

1200 — Determine recorrendo ao cédleulo loga-
ritmico a expressio geral dos angulos cujo coseno
é —0,3145. R: logcosa=10g0,3145=1,49762, e
a=T1041' 9!, Como o coseno dado é negativo e como
—CO0S 4=C0S (m—a) um dos dngulos que satisfazem

ao problema é 108°18' 51" ¢ a expressdo geral
dos arcos cujo coseno é —03145 serd dada por
a=mn - 360° + 1080 18' 51", onde n é um inteiro qual-
quer.

1201 — Reduza a dizima as fracg¢des 3/5, 2/7
e 3/14, Classifique as dizimas obtidas. R: 3/5=
=0,6; 2/7=0, (285714) ¢ 3/14=0,2 (142857) e por-
tanto a primeira ¢ uma disima exacta; a segunda
periddica simples e a terceiva periddica mixta.

1202 — Tracam-se as bissectrizes dos quatro
angulos de um rectangulo. Demonstre que: 1.°,
essas bissectrizes formam um quadrado; 2.2, as
diagonais do quadrado sdo paralelas aos lados do
rectingulo ;- 3.°, o comprimento comum dessas
diagonais é a diferenca dos comprimentos dos
lados do rectangulo. R: Seja ABCD o rectingulo
e AJ, CG,BH e DI as bissectrizes que se encontram
nos pontos G, 1, H, J. Os tridangulos AGC ¢e BHD
sdo rectdngu

los isésceles P e -B
por os angulos M b /_.'

X A N SOEN, X
em A, C,B e . o | S
f ; Bl =i .
D medirem ca- o R L & it F
da um 45°, ¢ I T

N .
como aquéles il P wx
5 g 2 ~ o

dois triangu- [0 ! D

los tém as hi-

potenusas iguais ferdo os calefos iguais e serd
AG=CG=BH=HD. Por outro lado os triangulos
CID e A]JB sdo também rectingulos isosceles e dai
resulta B]=A]J=Cl=DI ¢ portanto Gl=IH=H J=
=JG donde se conclue que o quadrildtero GIH] é
um gquadrado, visto os dngulos em G, J, 1 ¢ H
serem rectos e os lados iguais. 2.° As diagonais
IJ ¢ GH, como formam dngulos de 45° com as
bissectrizes CI, AJ, BJ e DI sdo paralelas aos
lados do rectangulo. 3° FH=BF =EG=EA =
=1/2AC logo EF—GH =HF + GE = AC donde
GH=EF—-AC=AB—AC c.q.d.

Solugdes dos n,*® 1195 a 1202 de J. Silva Paulo.
Instituto Superior de Agronomia

Ponto n.* 2
1203 — Um agricultor dispendeu a quantia de

155 esc, diarios para pagar o trabalho das suas vin-
dimas a um grupo de homens e mulheres. Cada
homem recebeu 138 didrios e cada mulher 78,
Quantos eram os homens e quantas as mulheres.
R: Sejam x e y respectivamente o mimero de homens
e mulheres. Ter-se-d 15x + Ty =155, equagdo que
admile a iinica solugdo inteira e positiva x = 6 esc.
y=11 esc.
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1204 — Que valores se deverdo atribuir ao
coeficiente m da equagdo 2+ mx+8=0 para que
uma das raizes seja dupla da outra? R: Sejam x;
¢ 2xy as raises da equacdo. Ter-se-d 3xy=—m ¢
2x}=8 ou seja m=+6.

1205 — Dada a fungdo y=log,x faga o estudo
da sua variagio quando x percorre o intervalo
{0, +c0). Diga quais as propriedades mais impor-
tantes desta fungdo e faga a sua representacio
grifica referente ao intervalo (0, 16) da variavel
independente.

/

1206 — Numa circunferéncia de raio » tragou-se
uma corda de 127,68 metros, que subtende um
arco cuja amplitude & igual a 50° 32' 15", Calcule
o comprimento do raio, expresso em centimetros.

N Y v 6384
Utilize logaritmos. R: Serd r= m e,

por isso, log r=>3,80509 4 0,36971 = 4,17480 donde
r=14956 cm .

1207 - Supondo que « é o angulo do 2.° qua-
drante que satisfaz a igualdade tga—— /2 cal-
cule cosecz. R coseca—-+ {/3/2.

1208 — Quais sdo os angulos compreendidos
entre 4r & 6= radianos e cuja tangente ¢ —1,351.
Utilize tdbuas mnaturais. R: Sdo os dngulos
a =0 —0,933 radianos ¢ o=6x—0,933 radianos.

1209 — Demonstre que se num tridngulo rec-
tangulo um dos angulos agudos € duplo do outro,
um dos catetos ¢ metade da hipotenusa. R: Seja
[ABC] o triangulo rectingulo ¢ A=2C. Tracemos
a civeun feréncia civcunscrita ao triangulo. E 6bvio
que AC é diametro da circunferéincia. Por outro
lado facilmente se dedus ser A =600 ¢ C=30° o que
prova ser AB o lado do hexdgono inscrito e por-
tanto igual ao raio, metade do didmetro que é a
hipotenusa.

1210 — Uma esfera de drea igual a 4rcm? é
circunscrita a um cubo. Calcule a area do cubo.
R: Como a esfera é circunscrita ao cubo, o seu did-
metro é diagonal do cubo. Ora o lado do cubo | estd
relacionado com a diagonal d pela relagdo d2=312
donde 12=4/3 cm? ¢ portanto a drea A=612=8 cm?,

Solucgdes dos 1203 a 1210 de J. Calado.

Instituto Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras,
13-10-1942

1211 — a) Defina superficie cénica e superficie
cilindrica, cone e cilindro; dé algumas proprie-
dades importantes referentes a dreas e volumes

de cones e cilindros. 4) E dada uma esfera de
raio e um ponto P exterior, & distancia 2/ /3 do
centro; de P tira-se a superficie cénica tangente
a esfera e considera-se o cone que tem P como
vértice e cuja base é limitada pelo circulo de tan-
géncia. Exprima o volume désse cone em fungio
do volume V da esfera. R: De OAP ~ OAB —

OA OB

—_— —

== —— ou OB=r3/2.
oP OA
Do triangulo rec-

tingulo OAB wvem .

ABR'=0A'— OB’ = '
3r2 r2
=2 ——=— e
r T Repre ‘

?
sentando por V o vo- ’
lume da esfera e por

V! o do cone, tem-se <

1 .
V’ﬂExAB- P=

s N S o AR T I T T
_ = AB (OP—0B) = T (ﬁ - “E‘—‘) =
=13 1t
'24v3_32vf-s'v'

1212 — Dada a equagdo a?+ px+g=0, de rai-
zes = e i, determine a equagido do 2.° grau que

5 1
tem como raizes ay=a+_, B,=ﬁ+b- R: Sabe-se

que o+B=—p, af=q. Tem-se

1 1 +8
mx+&=¢+;+ﬁ+ﬁ=(a+3)+%?=—(P+g),
(o (2

a2+ B2 1 («+B) L .:p*
+ I —a e — —2=q+-+o—2.
% B G I
A equagdo pedida é
wr(p+2)x+q+e+E—3-0
P A g .

1213 — Calcule o valor numérico da expressdo

T h | 1
(Vl—x-&— Vﬂ-_x). (1 < ‘/1__?2) para x=0,04712.

R: A4 expressdo dada é igual a
1+ vV1i—xz yi—=x2

Vitx 1+ ¢y1—x2

Para x=004712 vem |/ 0,95288=N
1 5 I 2
log N = 2 log 0,95288 o 1,97904 =1,98952
N —0,97616 .

= {/1—x.
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1214 — a) Defina poligono regular e dé as pro-
priedades que conhece referentes 2 medida dos
seus Angulos. ¢ Que poligonos regulares convexos
podem figurar como faces dum poliedro regular
convexo? Porqué? §) Calcule o raio de um circulo
conhecendo a diferenga D entre a area désse cir-
culo e a do hexdgono regular inserito. R: b) 4 drea

do circulo é S==r? ¢ a drea do hexdgono Sg — 5 V; s

Logo D==r2—3y/3r2/2=r2(=—38V/3/2) donde
2D

e Lt
3 2r—3y3

1215 — Dado um tridngulo rectingulo de cate-
tos b e ¢ e hipotenusa a, resolva o tridngulo de-
terminado pela altura e pela mediana correspon-
dente 2 hipotenusa. R: AM=a/2. Dos tridngulos

A semelhantes
ABC~ APC

resulta AP=bc/a.
Aplicando o teo-
rema de Pitdgo-
ras ao iriangulo rectingulo APM wvem, por fim,
PM'=AM —AP’—a?/4—b? c?/a?.

B LTI P

1216 — ; Quantos niimeros inteiros ha de qua-
tro algarismos que sejam divisiveis por todos os
niameros digitos ? R: O m. m. c. de todos os niime=
ros digitos é N=23><30><b><T7=2.520, Logo hd trés
nimeros que satisfasem ao enunciado: 2.520, 5,040
e 7560 .

Solucdes dos n,*® 1211 a 1216 de A. Sd da Costa,

Instituto Superior Técnico

Ponto n. 2

1217 — Uma liga de ouro e cobre contém 2079,
de cobre. Juntando-lhe 500 gramas de ouro, a
percentagem do metal nobre passa a ser de 85
por cento. Calcular a quantidade de ouro exis-
tente naquela liga e o péso da mesma liga. R: Se
forem X e v 0s pesos de cobre e ouro exisientes na
liga, as equagbes que resolvem o problema sdo

20 15
x—ﬁ-(x+y) ¢ X=1%0 (x+y+500), donde o péso
de ouro y=1200gr ¢ o péso da liga x-+y==1500 gr.

1218 — Determinar os valores inteiros e posi-
tivos de @ e b para os quais a funcio de x defi-
x—a+1 y+b—1

nida pela equacgdo IS T e se anula
a+1 b-=1
para x=2, R: Serd entdo TR R Ty donde

S5b+a=8 cufas solucbes em niimeros inteiros sfo

.dadas por b=1+m ¢ a=3—-5bm; donde a unica

solugdo inteiva ¢ positiva b=1, a=3.

1219 — Sendo tga e tgf as raizes da equacio
(x—1)(k2x+1)=2k, exprimir tg (z+f) em funcio
de % e determinar # para que z e B sejam com-
plementares. R: 4 soma das raises da equacdo é
kz—1 —(2k+1)

tg af-tg B= o e o produto tgatgf= k2 H

ogo serd tg (ws gy DR K1

080 Ser g («+B) 9k +-1 k+1 ¢ seaep
k2

Sforem complementares sevd k=—1.

1220 — Dadas duas circunferéncias de raios 2
e 3 centimetros, tangentes exteriormente, deter-
minar a“drea do triangulo formado pelas tangen-
tes comuns as mesmas circunferéncias. R: O tridan-
gulo pedido é o tridangulo CDE. Dos tridangulos

3 5
semelhantes AOC ¢ BO'C tira-se s % on sefa

x=10; e dos triangulos semelhantes DFC ¢ BO'C
x+2 x2—14

tira-se —— = logo DF = /6. Finalmente

DF 2
a drea pedida é 12\/6 cm?,

1221 — Dado um rectangulo de lados a e &,
tirar, pelo meio do lado @, uma recta que divida
o rectangulo em duas partes cujas dreas estejam
na razdo m:n. R: Seja x um dos segmentos que
a recta que passa pelo meio do lado a determina no
lado oposto. As dreas dos trapésios formados sdo

a a
dadas pelas expressoes : 2 +x 2 + (a—x)
Xb Xb
9 s
a+2x m s a(3m—n)
dond =— ¢ finalmente x=——-
2 g3a—‘2x n % 2(n+4m) -

1222 — Um cone de revolugio e uma esfera
estio assentes sdobre um plano horizontal. Sa-
bendo que o raio da esfera é igual a 8 centime-
tros e que, no cone, a altura e o didmetro da base
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sdo iguais ao didmetro da esfera, determinar a
distincia daquele plano a que se lhe deve tirar
um plano paralelo para que sejam iguais as sec-
¢oes determinadas por éste plano no cone e na
esfera. R: Seja x o raio das secgdes e y a dist@ncia
do plano horizontal ao plano secante, Serd xZ=

16—
=y (16—y) (na esfera) e §=_Fy (no cone),
6 16
donde se obtém y=16—2x=16 % = gcm .

Solugdies dos n.”® 1217 a 1222 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS GERAIS - ALGEBRA SUPERIOR - COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR — I.° exame de fre-
qiiéncia, 1941-1942
1223 — Efectuando duas transformacdes suces-
sivas escreva a equagio cujas raizes estdo rela-
cionadas com as da equagdo 2a%—a544x?—3=0

1
pela expressio y=3+ = ° R: Efectuar primeiro

7
a fransformada em z= € em seguida aumentar

de 3 unidades as raises desta transformada. Vem
3yb—54y5+401y4—1572y% 4 3429y? — 3941y - 1858 =0,
Solucio do n.° 1223 de J. Pais Morais.

1224 — Determine as condigdes a que devem
satisfazer os nimeros reais @, 6, ¢, para que os
a+iV3 b+iV3 c4iV/3
a—iy8 b—iy3 c—iy/3
sejam os vértices dum tridngulo eqiiilatero. Sendo
a=0 calcule os valores de b e ¢. R: Note-se que
os trés complexos fém modulos iguais a 1 e que os
seus afixos serdo vértices dum triangulo eqiiildtero

ey Ui 4z
S¢ 05 Seus argumentos forem o, a+‘3’ S +~-§ .

Da introdugdo desta condigdo resultam as duas
condigoes b—a=ab-+3 ¢ c—b=bc+3.

Solugéo do n.” 1224 de A. S4 da Costa.

1225 — Calcule, usando a férmula de Leibnitz,
a derivada de 3.2 ordem da funcdo y=senyz.yx.

afixos dos imaginarios

1226—Exprima em func¢édo de p real os nameros
reais x e ¥y de modo que (3—47) (x4 yvi)=peXe Y
3—47 o
X3 5
Indique que condig¢des devem dar-se para que
seja p—q. Sera possivel determinar p e g de
modo que haja um ntmero (a+&f) que satisfaca
simultineamente as duas condigdes ?
R: x=3p/25 X= 3/q ‘ X,= 8/25
) y=4p/25 Y=—4/q Y,=—16/25.
Ndo existe o complexo a+bi a que se refere o
. enunciado. A sua existéncia impiicaria a verifica-
¢do simultinea de pq=+25 ¢ pq=—25.
1227 —Deduza a condicdo que deve verificar-se
para que o segundo e terceiro termos da equacido

reais em funcio de ¢ real de modo que

\

f@)=ax"+aa" 't a2 2+ -0 +a, x+a,=0
se possam anular por meio da mesma transfor-
macdo. R: A transformagdo a que se refere o
enunciado sé existe se for verificada uma das trés
condigdes a;=0, a,—=0 (com n50).

Solucdes dos n.” 1226 e 1227 de ]. Pais Morais,
1.8.C.E. F. — 1.a CADEIRA — L.° exame de freqiiéncia,

27-2-42

1228 — Calcular o produto das determinagdes

- o\ I
de #t, Discussio. R: ifn= (COS é +isen é) =

=/242kr | ©/24+2k~ =
=| cos = +isen = =| cos—+

2n
+i = g(ir 4 2kx
15en on cos n 1s8en n

=05 1, T+ = - (n=d)]e

O produto serd

P= L Ea "o &:-’__ 2k=n
— c052n+1sen on) © n.l}ﬂ cos— —isen

= © P 1 2 vt
—= =5 % i ta oy =g — 2 kl=
(cos 2+xsen 2) (cos D, k-+isen =~} )

cosg—l— isen ;) [cos (n—1) m+isen(n—1)=]=

|

+1i conforme for n impar ou par.
—_
1229 — Dadas as duas rectas ry ’ AT
2x—5—2=0
i } x —5=0
ingulo e a direc¢do da perpendicular comum.
R: 1.2) Como imediatamente se reconhece, a rectary
é perpendicular ao plano Oxy, encontrando éste
no ponto (1,1,0), e a recta r; é perpendicular ao
plano Oxz, no ponto (2,0,2). Por conseqiiéncia,
as rectas sdo orfogonais e o seu dangulo mede 90°.
Em virtude do exposto a distincia das duas rectas
é a diferenga das abscissas dos seus ifragos nos
planos Oxy e Oxz, isto é, d=1. Por serem 11 ¢ 12
perpendiculares, respectivamente, a Oxy e Oxz,
elas sdo paralelas a Oyz e a direccdo da perpendi-
cular comum é a do eixo Ox, cujos pardmetros
sdo (1,0,0). 2.2) 4 distincia de vy @ 12 é igual a
distancia dum ponto arbitrdrio de vy ao plano =
que contém 1, ¢ é paralelo a vy. A equagdo geral

x—y=0

achar a sua distAncia, o seu an-
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dos planos que contém 15 é 2x—z—2+) (x—z)=0, P {x—1 y—1 =z x—2 = -2
ou, (242)X—(142)2z—2=0. 4 equagdo de = obtém-se -t gt ] e { Lt TR 0
desta escolhendo ). de modo tal que a direccdo nor- s
—2=0 tem- *r))= —:—,_ =0 S rp=--
mal a = seja perpendicular a recta 1, ’ :ii i em-se cos(ry | Iz) Vil e T, rs 5
x—1 y-—1 3 A direcgdo da perpendicular comum é definida
52 0 O™ Yo Istoé 1+1=0, donde pelo vector upAv onde u=K e v=], logo upv=—I

r=—1 e w)x—2=0. 4 medida da aistincia do
ponto (1,1,0) da recta ry ao plano = é d=|1—-2|=1.

CALCULO

1.S.C.E.F. — 2.2 CADEIRA — |.° exame de lreqnﬁhcia,
21-2-1942

1230 — Mostrar que o produto infinito

:IEO [1_((3:11)3) n] (s=ax+1y) € absoluta-

mente convergente fora do circulo de raio 1 e de
centro na origem. R: O cardcter do produto infi-

nito é o da série de térmo geral u,(z)= ((I]—lﬂ> .
n _—

A aplicagdo do critério de Cauchy l:m

n
(n— 1}z

e 0s pardmelros directores sdo (1,0,0).
Solugdes dos n.”® 1228 e 1229 de A. S4 da Costa.

INFINITESIMAL E ANALISE SUPERIOR

+E log (x2+43)+F arc tg —:/% +c. A4 aplicagdo do

método de Fubini condus a
D+2E=0
A—2D—4F— {/3F=0
2B+6D—14E—2/3F=0
3A—2B—3C+12D+12E+7y/3 F=3
12A —4C+9D+24E +6 /3 F=2
6B—3C+18D+12¢y/3 F=1,

1233 — Supondo convergente o integral

-
*e—az g1 e

al—;l mostra que - a série é absolutamente c¢ -
gente para |z | >1, isto ¢, em {6da a regido do
plano &’ Argand exterior ao circulo de centro na
origem ¢ de raio 1.

1231 — Estudar a convergéncia do integral
an

¥ I3
J (log #)" E%n— ~dt. R: O integral é improprio de

2,2 gspécie e sé-lo-d de 1.2 se m >0, Como integral
de 22 espécie éle serd convergente se a fungdo inte-
granda for wm infinitésimo no ponto improprio
de ordem igual @ do fufinitésimo t~' (log t)> onde
2 < —1, Portanto, se m <—1 a fungdo integranda
sent
t(logt)™
merador é uma fungdo limitada e o integral con-
verge nessa hipotese. Por ser m <—1 o integral
ndo é improprio de 1,2 espécie, como jd se dissera.

pode escrever-se sob a forma cujo nu-

t
=0 se m<—1,

sen
Com efeito tem-se lin(-n (log t)»
=0

1232 — Calcular o integral
' .‘11:~-1—2x+1
l (v +2)2 (a2 13

Ax2+Bx+4C

R: Tem-se |= '(_x +2) 1 3)

-+Dlog(x+2)+

g tmi—s =f(a,s,x) em certos dominios

paramétricos, procurar as suas derivadas parciais

o0
of ‘ez dz
em ordem a x, § € a. B b_am,’ ;’F"“‘:‘_—_l'
o B
e gi—! ogz
—_—- - =" 14z
ds ] i_eﬂmxhx .

a0

bf e'l Tix—{ati)z 251 904 W
bx (1 —e? mx-z)ﬂ 2

L

I. 8. T. — CALCULO — I.° exame de freqliéncia, 1942

1234 — Estudar a convergéncia do integral
oo

I=J (esn= ! se.:‘xdx. R: Se a>0 o integral é

improprio de 2.2 espécie, diverge se k<1 e con-
verge se K > 1 porque, neste caso, tem-se

-]
"erax cosX,Senx
I= S dx ¢ o numerador da fun-

¢do inlegranda é h'ms’taa'o. Se a < 0, fem-se
2

1 —J (e x)r i d.x+‘! (em. x)!

dx==11+lz
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Onde 1y é um integral riemanniano se k >0, ¢ é
improprio de 1.» espécie de k <0, sendo conver-
genle para k <1 e divergente para k>1. E 1, é
improprio de 2.2 espécie, sendo divergente para
k<1 e convergente para k >1. Logo, no caso
a <0 ointegral 1 é sempre divergente.
oo

1235 — Dada a série zlf" (%), onde fi(x)=x
e fo(x)=xVE-N_xl@=3 gyeriguar se serd legi-
timo integra-la térmo a térmo em qualquer inter-
valo do eixo real. R: Nofe-se que Sy(x)=x, S;(x)=
=X, Sy (X)=x!B,...5, (x)=x'"1 ¢ gue S (x)=
= Iitsnu S,(x)=1 qualquer que seja x finito. Tem-se,
portanto, lim S (x)=1. Mas, S (0)=0 porque para

x>0

x=0 se¢ anulam todos os termos da série. A func¢do
S(x) fem uma descontinuidade na origem e, por

conseqiiéncia, a série dada ndo é uniformemente
convergente ; todavia, pode ser legitimo integrd-la

1 b
térmo a térmo. Calculemos IS (x) dx=fdx=b—a
a a

h b
¢o lim f S, (x) dx=lim [x"—" dx -

li 2n—1
nnljg 2n
Loga, é legitimo integrar a sévie dada téirmo a
térmo, embora ela ndo seja uniformemente conver-
genle,

(b2 _gen—n)—b_a,

dty
dx?

1236 — Calcular a segunda derivada da

funcdo y () definida pela equagio ﬁ-::lz—

= sen , no ponto (x, ¥).

x4+ \V2ky—y?
e .
1237 — Escrever o desenvolvimento de Taylor
da fung¢io f(x,¥)=(x.y)"+senxy, ¢ >0, na
vizinhung¢a do ponto (1,2).
Solugdes dos n.”® 1230 a 1255 de A. S4 da Costa.

MECANICA RACIONAL—FISICA MATEMATICA

1. §. T. — MECANICA RACIONAL — L° exame de fre-
qiiéncia, 1942

1238 — Dado o vector #(P), fungio do ponto
variavel P, e a homografia «,, funcdo do vector u,
tal que
a,f=grad(u|l), a, J=grad(u|]J), o, K=grad(u|K).
1.° Achar o vector e o primeiro invariante da
homografia «,; 2. ;Quando é que =z, &€ uma dilata-
¢do e quando é que €& axial?; 3.° Mostrar que
grad(# |¢)=a,v+a,#; 4.° Comparar z, com a

di
homografia d—::*,- Podem ser ignais ?

1239 — Determinar, entre dois pontos 4 e B
do plano xy, a curva plana que torna minimo o
- d 3
integral ’y(—'y) ds. (Supde-se que o coefi-
& ds
ciente angular da tangente varia continuamente,
entre os extremos 4 e B da curva).
1240 — Resolver a equagio
1
J(@)=¢(x)—2 [ K (x,3)e(y)dy sendo f(x)=3x2+4
o
e K(x,y)=2xy"+3x23%, [D(3) e a(x,y:2) sdo
quadriticas em 2] .

1241 — Supondo que a densidade &, em cada
ponto, proporcional & soma das coordenadas car-

sianas désse ponto, calcular o momento de inér-
cia do rectidngulo que tem por vértices os pontos
A(0,1), B(4,1), C(4,3), D(0,3) em relagdo
ao seu centro de gravidade, utitizando a férmula
MI,=22m;m;r?, devidamente modificada. (r; €
a distincia dos pontos m; e m,) .

F.C. P. — MECANICA RACIONAL — L.° exame de fre-
giléncia, Fevereiro, 1942

1242 — Verifique se o campo de vectores
W,=(1-3s—3) . i+ (x—28) . j+ (—1+2y+3x) . &
é¢ um campo de momentos e no caso afirmativo
calcule o invariante escalar do campo.

1243 — Determine dois vectores, um dos quais
localizado sobre o eixo Ox, que constituam um
sistema gerador do campo precedente no caso,
subentende-se, de ser um campo de momentos.

1244 — Dadas as forgas
complanas Fy, F,, Fj, indi-
cadas na figura, localize no
seu plano, usando das pro-
priedades dos funiculares,
uma quarta forca Fy que tor-
ne o sistema equivalente a
um bindrio & de momento
dado (200 m.kg) (o sentido
fica ao arbitrio do aluno).

=00 Ky

f= 8ty
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1245 — Dado o sistema articulado representado
na figura, calcular as tensdes nas barras a,bec

e indicar se sdo tensas ou comprimidas, (O, O,
pontos fixos).

1246 — Dois blocos By e B,, de pesos p; e p;,
encontram-se em equilibrio na posicdo indicada na
figura, devido & acgdo da forga F paralela 4 linha
de maior declive do plano que os suporta, Conhe-
cidos p; e p,, 7 e 0, calcular F pela aplicacdo do
teorema do trabalho virtual, desprezando o atrito.

Dados numéricos:
i=300; 6=45°; p;=200kg.; p,=100kg).

1247 — Um ponto mével P descreve a espiral
de Arquimedes r=46/= (r expresso em decime-
tros e § em radianos) de tal modo que a sua ace-
leragdo é central e dirigida para o polo da espiral.
Sabendo que, para 6==/2, a velocidade de P &
20 cm/s e que o movimento se faz no sentido dos
60 decrescentes, calcular: @) a constante das dreas;
b) a velocidade e a aceleragdo quando 6=20°,

PROBLEMAS

Secgdo a cargo de A. Ferreira de Macedo e Mério de Alenquer
PROBLEMAS PROPOSTOS

1248 — Determinar o lugar geométrico dos cen-

tros de gravidade dos tridngulos que tém um lado

dado e o vértice oposto sobre uma recta dada.

1249 - Determinar a equagdo geral das super-
ficies S tais que, designando por X, Y, Z os pon-
tos em que a normal num ponto M duma delas
encontra respectivamente os planos YOZ, ZOX
e XOY, a razio anarménica (X, Y, Z, M)=k.

Problemas n.”™ 1248 e 1249 propostos por José Morgado
(PoOrto).

b
1250 — Dado o integral [ f(x)dx substitui-lo

por outro que tenha por limites dois nimeros da-

dos, 4 e B, por meio da substitui¢io x=my+#n,

sendo m e # dois nimeros a determinar (Sturm).
Problema n.° 1230 proposto por Rui Verdial (Porto).

1251 — Dum barril cheio tira-se um litro de
vinho, e substitui-se por dgua. Depois tira-se um

litro da mistura e substitui-se por agua. Efec-
tuada esta operacdo 35 vezes, verifica-se que
o barril contém quantidades iguais de dgua e
vinho. Calcular a capacidade do barril.

1252 - Lugar do centro dum circulo que se
desloca de tal forma que os seus eixos radicais
com dois circulos fixos passam por dois pontos
fixos.

1253 — Mostrar que o sistema & possivel, e re-
(ad+be) x+(ae+bf) y+(af+bd)=0
(bd +ce) x+(be+cf ) y+(bf +ed) =0
(cd+ae)x+(cetaf )y+(ef+ad)=0.

solvé-lo

1254 — Prove que
"z_; 2" tg (2" x¥)=cotg x —2" cotg (2" x).

Problemas n.°® 1251 a 1254 propostos por Mdrio de Alen-
quer,



