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Uma funcdo continua sem derivada
por R. Tambs Lyche (Trondheim, Noruegal

(Publicado em L’Enseignement Mathématique, Vol. 38 (1939-1941), péds. 208-211)

1. O exemplo dado por Weierstrass duma fun-
¢do continua que nio admite derivada para ne-
nhum valor da varidvel é muito complicado para
que se possa expor num curso elementar de Ané-
lise. Deve-se a M. B. L. van der Waerden (Math,
Zeitschr. 32 Band, 1930, pag. 474) um exemplo de
natureza bem simples. Apesar disso, paraser apre-
sentado duma maneira inteligente aos principian-
tes, a demonstracgio exige consideragdes um pouco
complicadas, se bem que sejam de natureza ele-
mentar, (Ver, por exemplo, E. Landau: Einfith-
rung in die Differentialrechnung und Integralre-
chnung, pag. 73, onde o autor examina um exemplo
da mesma espécie.

Dada a importancia duma concepcio precisa
da no¢io de derivada, parece-nos ttil fornecer
um exemplo em que a demonstragido pode ser
dada em poucas linhas. Aquéle que proponho ndo
difere no fundo do de M. van der Waerden,a ndo
ser na maneira de o definir,

2. Seja x¥ uma quantidade real qualquer, e po-
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onde ¢ € um ntmero inteiro e }g;| uma suces-
sdo de nimeros naturais crescentes, em numero
ilimitado ou nio. E sabido que esta representagio
de x é tnica, salvo no caso em que a sucessido
} ;| € limitada:
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Pois neste caso tem-se também a representacio:
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Verifica-se facilmente que f(x) € definida por
esta formula para todo o valor real de x, pois que
um cédleulo fiacil mostra que as duas defini¢des
possiveis, se x & da forma (2) ou (2a), coincidem.

Este ultimo facto assegura a continuidade da
fungdo f(x) em qualquer ponto. Com efeito, to-
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coincidem nos termos de expoentes < n. Isto &
evidente no caso geral (1), e tera ainda lugar no
caso (2 ou 2a) segundo %# >0 ou /4 < 0, Por con-
seqiléncia as expressoes para f(x) e f(x+A)coin-
cidirdo também nos termos de expoentes < n. A
continuidade & por isso manifesta.

3. Demonstremos agora que f(x) nio admite
derivada em nenhum ponto x, Consideremos pri-
meiro o caso em que x é da forma (2). Tomemos
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Tomemos o caso geral, em que x €& da forma (1).
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Suponhamos agora que f(x) tem uma derivada
f'(x)=% no ponto x. Entio ter-se-4, por um lado
lim > =, (6)
Mas por outro a expressio
o —2f — X
S(x)—f (%) _[f(®)—f(x)_ 8

Xy—x xX—%y =

deveria tender para zero quando ¢ aumenta, Ora
isso exige que lim (%—2f)=2, e sendo o; e 27
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inteiros, ter-se-ia, a partir de um certo valor de 7,

a;—2f{=). Mas se pusermos em (4) e (5) &,=2{4)
242 .

7 g ©Por isso F[—-).+2 o que

é impossivel em virtude de (6).
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4. Notemos finalmente que a fungio f(x) se
poderia definir do seguinte modo : designando por
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£ (x¥) o afastamento de x do nimero inteiro mais
proximo, tem-se:
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que é porissouma fun¢io da mesma espécie da
de M.van der Waerden. A representacio gréifica
de f(x) & dada na figura junta, fazendo uso dos
pontos correspondentes aos valores de x da for-
ma (2) com a=0e 2=<¢. Se bem que todos estes
pontos sejam uma pequena parte dos pontos da
curva, dio uma idéia completa da curva em
questdo, pois que os pontos intermidarios tém
ordenadas que diferem pouco das ordenadas dos
pontos da figura.

Traducdio de ). DA SILVA PAULO

PEDAG O G| A

Secgdo a cargo de Bento Caraca

SOBRE O ENSINO DA GEOMETRIA NOS LICEUS

por JOSE CARDOSO ‘GUERRA

Este simples e despretencioso relatério sébre
o ensino da Geometria no 1.° ciclo, foi-me ama-
velmente solicitado pela Comissio Pedagogica da
S. P. M. e a sua publicacdo na «Gazeta» nio tem
outro objectivo sendo o de poder chamar a aten-
¢do dos interessados no assunto, que poderdo for-
necer contribui¢cées muito mais valiosas tiradas
da sua prépria experiéncia e cuja divulgacdo seria
convenientissima para a pedagogia.

Nos dois tdltimos periodos do ano passado o
acaso forneceu-me uma bela oportunidade para
completar com a experiéncia pessoal o meu tra-
balho sobre «O ensino da geometria no 1.° ciclo»
de que constou a minha dissertacdo de exame de
estado.

Afirmava eu entdo que, provavelmente, o facto
de se ndo fazer o ensino experimental da geome-
tria no 1.° ciclo, seria devido certamente a falta
de tempo, reduzido apenas as trés horas semanais.
Porém agora posso afirmar francamente o con-
trario.

O programa da geometria é tio pequeno relati-
vamente, que levou um antigo professor a con-
fessar-me que dava o programa vagarosamente
em dois dias e que depois se via em apuros para
preencher o resto do tempo. ..

Para mostrar que hi realmente tempo para se
fazer um ensino experimental vou expor resumi-
damente o que fiz nos 2.° e 3.° anos que me foram

entregues. Claro que se mais tempo houvesse
melhor se faria.

2.,° ano

Determinagdo aproximada do perimetro de uma
linha curva com o emprégo de um cordel; em
particular, avaliacdo do perimetro de uma circun-
feréncia para a determinacio experimental de um
valor aproximado de = pelo cociente da divisdo
do perimetro pelo diaAmetro. Equivaléncia de al-
gumas figuras planas pelo emprégo da balanga.

Teorema ue Pitdgoras pelos pesos. Avaliagdo
de dreas pelos pesos com escolha prévia de uma
unidade. Emprégo do papel milimétrico. Nova
determinagdo de = pelo cociente da divisdo da
area do circulo obtida experimentalmente pelo
quadrado do raio.

3.2 ano

Repeticdao de alguns trabalhos do ano anterior
como avaliacdo de areas, equivaléncias e deter-
minag¢do de =. Equivaléncia de alguns volumese
sua determinagido por deslocamento de Aagua.
Para éste trabalho de belo efeito, utilizei uma
proveta graduada em centimetros cibicos, cor-
respondendo cada divisido a 1o centimetros ciibicos.
Todos os alunos verificaram a leitura inicial e fi-
nal. Da comparacdo do valor obtido assim como o
obtido pela aplicagdo das férmulas verificou-se
uma diferenca no méaximo de 2 centimetros ciibicos



