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A GEOMETRIA DA DISTANCIA

por Karl Menger

( Introducfio a «Distance Geometries — A study of the development of abstract metricss, de L. Blumenthal,
publicada em The University of Missouri Studies, Vol, 13, n.° 2 — Abril 1958)

O icosaedro é um dos cinco solidos regulares
conhecidos dos gregos. Pode ser transformado em si
proprio por meio de sessenta rotacoes. Estas rotagGes
formam um grupo, isomorfo com o grupo de Galois
da equacio geral do 5.° grau que nio é resoluvel por
meio de radicais, mas que pode ser resolvida por
meio das funcgbes elipticas modulares. Reflectindo
sobre estas relagdes entre o icosaedro e outros cam-
pos da matematica, Felix Klein foi levado a notar
que éste sdlido regular ¢relaciona de uma maneira
admirivel a geometria, a teoria dos grupos, a alge-
bra, e a teoria das fungdes — indicando assim o ca-
minho para futuras investigagGess.

HAa porém, uma figura geométrica mais simples
do que o icosaedro, e que é conhecida desde o inicio
da investigacio matemdatica — o tridngulo. Uma das
suas mais importantes propriedades, o facto de que
um dos seus lados nio excede em comprimento a
soma dos outros dois lados, relaciona os fundamentos
de muitos ramos da matemadtica. Juntamente com as
suas generalizacdes e especializagdes, a chamada desi-
gualdade triangular parece-me formar, na verdade,
o ponto central duma grande parte de téda a mate-
matica.

Além disso, esta opinido ndo ¢é influenciada pelo
facto de a desigualdade |a@+&|=<|a|+|&| (que é
um caso especial da desigualdade triangular) ser
verificada para cada par de nimeros reais ou com-
plexos a, b. Ja por ai se compreende que a desigual-
dade triangular desempenhe um papel central em toda
a teoria das funcdes, e em certos capitulos da teoria
dos nfimercs. Mas a base da opiniio anterior é for-
necida pelos aspectos puramente geométricos desta
designaldade fundamental. O papel indiscutivel que
ela desempenha numa grande parte das mateméticas
elementares; a sua conexio com a féormula de Herio
para a Area do tridngulo (cujas vérias formas con-
duzem as generalizagbes da desigualdade triangular
que estio na base dos fundamentos do espage eucli-
deano, assim como de outros espagos); o seu impor-
tante papel no isolamento feito por Fréchet das pro-
priedades métricas do espaco com o objectivo de
construir uma teoria geral das fungdes reais (a desi-
gualdade triangular assegura de uma nraneira parti-
cularmente simples a continuidade uniforme da mé-
trica, pelo que todas as hipéteses que implicam uma
métrica continua sio, num certo sentido, generaliza-

¢oes da desigualdade triangular); a sua intima rela-
¢do com o desvio de trés pontos em relagio a uma
linha recta, que conduz, em combina¢io com o pro-
cesso usual de passagem ao limite, a uma definicio
de curvatura, e, por conseguinte, ao dominio da geo-
metria diferencial (enquanto a congideracio aniloga
dos quaternos de pontos conduz a um novo desen-
volvimento da teoria da curvatura das superficies);
a sua relacio com o conceito de linhas de compri-
mento minimo, fundamental no cilculo das varia-
¢bes — todas estas consideragdes mostram claramente
que a desigualdade triangular relaciona muitos capi-
tulos da matematica e indica o caminho de novas in-
vestigaghes.

Os dominios da geometria em que intervem a desi-
gualdade triangular, sfo, de facto, teorias quantita-
tivas que se referem a distincias, comprimentos,
4reas, volumes, curvaturas, etc, em contraste com
as propriedades qualitativas consideradas em topo-
logia. Precisamente por existir esta diferencga, pa-
rece-me muito ncdavel que alguns teoremas, assim
como algumas demonstragdes, sejam muito semelhan-
tes na geometria métrica e na topologia. A distribui-
¢io dos pontos dum espago com certas propriedades
métricas satisfaz as mesmas leis que a distribuigio
dos pontos dum espago com certas propriedades topo-
légicas, como, por exemplo, certos pontos de rami-
ficagdio duma curva. A principal razio desta analogia
reside certamente no facto de, para o estudo dos
subconjuntos gerais dos espagos gerais, os conceitos
de grupos de transformacgbes ¢ de invariantes serem
bastante menos importantes do que na geometria ele-
mentar. Daqui a razio por que ha lagos comuns entre
as propriedades que s@o invariantes por transforma-
coes topologicas e as que sio invariantes em relagio
as transformagbes que conservam a distancia.

Os métodos desta geometria métrica nio se adap-
tam 3 classica divisio das teorias geométricas em
sintéticas e analiticas. A geometria sintética assenta
especificadamente em alguns postulados geométricos
dos quais deduz todos os seus teoremas. A geome-
tria analitica opera com madelos aritméticos, asso-
ciados com entidades geométricas, aos quais aplica
a algebra e o célculo. A geometria métrica combina
as duas caracteristicas: sintética e analitica: opera
com um conjunto de elementos nio especificados, a
cada par des quais se associa um niimero, de acérdo
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com certas condigdes, Este ponto de partida esta inti-
mamente relacionado com o da teoria dos grupos; por-
que na teoria dos grupos, a cada par de elementos
de um conjunto faz-se corresponder um elemento do
mesmo conjunto, que verifica certas condi¢bes parti-
culares. A geometria métrica tem, além disso, em
comum ccm a teoria dos grupos abstractos e dos cor-
pos, a tendéncia para deduzir resultados tdo gerais
guanto possivel de hipéteses tio fracas quanto possi-
vel, e obter demonstragdes simplificadas, generali-
zando as proposigoes.

E evidente que aparecem novos problemas em
conexio com a introdugio déstes conceitos abstrac-
tos. Por exemplo, quando uma classe geral de entida-
des é definida por extensio duma classe de objectos
conhecidos, é natural preguntar quais as caracteristicas
especiais pelas quais os objectos conhecidos se podem
distinguir dos elementos da classe geral. Mas servi-
rdo os métodos gerais para descobrir novos resulta-
dos apliciveis aos objectos conhecidos? Auxiliam os
métodos gerais a resolugio de velhos problemas?

D’Alembert considerou como um dos grandes «es-

cindalos» da geometria do seu tempo, o facto de -

nido se conseguir dar uma defini¢io da linha recta.
H4& uma defini¢do de linha recta no comégo dos Ele-
mentos de Euclides mas é muito obscura, e nio se
presta a ser usada no préprio sistema dedutivo de
Enclides. A geometria analitica define cada linha
recta por uma equagio linear em coordenadas carte-
sianas, mas esta defini¢do presupde a introdugdo dum
sistema arbitrario de eixos e unidades. Uma das
mais importantes tentativas da geometria da recta
depcis dos Enciclopedistas, ¢ a formulagio duma
teoria axiomatica que opera com um pequenc
niimero de axiomas respeitantes a elementos inde-
finidos chamados <linhas rectas», e as suas re-
lagGes com outras entidades indefinidas chamadas
«pontce» e ¢planos», Tais teorias, ocupando-se do
sistema de todas as linhas rectas, fornecem-nos crité-
rios para distinguir éste sistema de outros, por
exemplo, o de tdodas as circunferéncias, Mas estas
teorias ndo estabelecem critério algum para de-
cidir se um dado objecto individual é ou nio uma
linha recta. Uma segunda teoria define a linha recta
como um eixo de rotagio de todo o espago, mas fa-
zendo referéncia a pontos fora do objecto que estd
para ser definido. Uma terceira teoria principia com
algumas hipéteses relativas a uma relagio indefi-
nida chamada «situado entre» e define o segmento
de recta que une dois pontos como o conjunto de
todos os pontos situados entre os dois pontos dados.
Mas se aplicarmos esta definigio ao plano ordinarie,
no qual hi muitas relagdes satisfazendo aos axiomas

da relagio ¢situado entre», é dificil ver como se pode
derivar um critério para a relagio ordinaria <¢situado
entrey (e assim uma definicia da vulgar linha recta)
a nio ser que se acrescente a teoria com idéias mé-
tricas.

A geometria da distincia define simplesmente o
segmento que une dois pecntos como o conjunto daque-
les pontos para os quais a soma das suas distancias
aos dois pontos dados € igual a distincia déstes dois
pontos; por outras palavras, é o conjunto de todos
os pontos que satisfazem a uma certa igualdade trian-
gular. Esta 'definicio nio tem originalidade — por-
que se limita a utilizar o conceito de «situado entre»
acima mencionado — mas € clara, simples, intrinseca
e capaz de generalizacbes de muitas espécies em clas-
ses extensas de espagos gerais.

Consideremos questies menos triviais; por exem-
plo as propriedades locais métricas das figuras. Até
hd pouco, a curvatura das curvas e a curvatura das
superficies eram -estudadas, quési inteiramente por
meio de métodos analitices. Definindo os pontos por
sistemas de coordenadas, e as figuras por equacgdes,
estas propriedades estudavam-se aplicando o caleulo
diferencial as equagdes. A geometria das propriedades
métricas locais era praticamente identificada com a
geometria diferencial. A representagio dcs pontos
por coordenadas, e das figuras por equagdes, €, na
verdade, um método fecundo—um método que enri-
queceu a geometria com problemas para alguns sé-
culos. Mas é sdmente um dos muitos métodos possi-
veis, e ndo é, atrevo-me a dizer, o mais simples, nem
o mais geral, nem o mais natural. Utilizando pro-
priedades locais puramente métricas, obtém-se re-
sultados muito mais gerais — teoremas que se apli-
cam a espagos nio descritiveis por coordenadas (ou,
pelo menos, em que a distincia de dois pontos ndo
pode ser expressa em fungio das suas coordenadas,
a maneira usual). E mesmo nos espagos crdinarios,
os resultados aplicam-se a figuras para as quais os
métodos do célculo nio podem ser usados. A gec-
metria diferencial, no estudo das propriedades mé-
tricas locais das figuras, faz hipiteses, a seu respeito,
que nio sio impostas pela natureza geométrica das
questdes dadas, mas sim pelos métodos analiticos apli-
cados a sua resolugio. A diferenciabilidade das equa-
¢oes que definem as figuras é apenas considerada
porque, sem esta hipétese, nio se pode aplicar o
célcule diferencial.

Por outro lado, a geometria métrica estuda a cur-
vatura duma curva, ou de uma superficie, conside-
rando ternos e quaternos de pontos da figura, e as
suas trés ou seis distancias, respectivamente. Bste es-
tudo nio presupde que as figuras sejam dadas por
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meio de equagdes diferencidaveis. Na realidade éle nem
sequer supde que as figuras sejam dadas por equa-
¢bes, nem mesmao que 0s seus pontos sejam definidos
por coordenadas. Este método presupfe somente que
uma distancia é associada a cada par de pontos da
figura. E verdade que, neste campo particular, os
mais gerais argumentos da geometria métrica pare-
cem A primeira vista, ser mais complicados do que
as demonstraces clissicas da geometria diferencial.
Mas isto é apenas devido ao facto da geometria di-
ferencial operar com todo o simbolismo do cilculo, e
poder assim fazer porque éste simbolismo é estudado
por cada matemitico logo no comégo da sua
aprendizagem tornandcrse para éle uma espé-
cie de A, B, C. Somente estas razdes de ordem
historica e psicolégica tornam possivel que uma de-
¥
dx dy
pareca mais simples do que uma avaliagdo directa
das propriedades dos quaternos de pontos.

Se certos conceitos métricos, nio mais complicados
do que uma derivada parcial de 2.* ordem, féssem
condensados em simbolos uninimente adoptados, en-
tio o estudo métrico das propriedades locais seria
rapidamente reconhecido, nio s6 coma mais geral,
mas também muito mais simples do que o pro-
cesso da geometria diferencial classica. Com o objec-
tivo de generalizar factos conhecidos a espagos e
figuras mais gerais, é conveniente estar-se na espec-
tativa de que estas nocdes métricas conduzam imedia-
tamente 3 descoberta de factos desconhecidos res-
peitantes aos objectos usuais da geometria diferen-
cial.

Para justificar éste optimismo em relacio ao efec-
tivo pader criador da geometria métrica das proprie-
dades lccais, mencionaremos outro campo classico
no qual a geometria métrica obteve ji novos resul-
tados — o Cilculo das Variagbes. As curvas que tor-
nam minimo um integral de uma fungio dependente
duma curva e das suas tangentes, foram inicialmente
procuradas entre curvas diferencidveis. A curva de
Goldschmidt, constituida por trés segmentos com
dois angulos, que minimiza a area da superficie de
revolugdo, mostrou a necessidade de estender a
classe das curvas admissiveis. Mais tarde, foram es-
tudadas mais sistematicamente solugbes com éngulos.
Hahn ¢ Tonelli introduziram o integral de Lebesgue
com o fim de tornar possivel a admissio de todas
as curvas rectificaveis.

monstragio na qual figura um conceito como

Mas Hahn construiu um integral cujas curvas mi-
nimizantes sio espirais de comprimento infinito. Ca-
rathéodory mostrou que esta circunstancia pode
dar-se com uma fungio integranda tio simples como
a raiz quadrada de um polinémio do 8.° grau. A geo-
metria métrica, considerando o integral ao longo duma
curva como © seu comprimento, de harmonia com
uma métrica apropriada, é capaz de operar num campo
de curvas admissiveis que contém tédas as curvas
continuas (rectificiveis ou nio) e com classes extre-
mamente gerais de fungbes integrandas e espacos
correspondentes.

Desta maneira consegue-se provar a existéncia de
solugbes para problemas que doutra maneira as nio
teriam, entre éles o problema de minimizar integrais
de fungbes algébricas simples.

E possivel, por exemplo, dar demonstrages sim-
ples e curtas de teoremas de existéncia cuja gene-
nalidade excede, em trés direcgdes, a dos teoremas
mais gerais cbtidos por Tonelli.

A geometria métrica foi também aplicada ao Cal-
culo das Variagdes por Marston Morse. A sua apli-
cacio € feita numadireccio diferente, mas parece-me
muito notavel que, partindo de investigagbes pura-
mente analiticas, éste eminente matematico fosse le-
vado a desenvolver e utilizar métodos métricos nos
seus trabalhos fundamentais dos filtimos anos. (Por
«métodos métricos» entendo a associagio de uma
distancia a cada par de elementos onde tal associa-
¢do seja possivel e til, e a subordinaciio conseqiiente
de varios campos de investigagio a uma idéia comum),

Tudo isto mostra que é certamente muito ftil ter
uma visdo de conjunto dos resultados obtidos néste
dominio, descrita pcr um especialista como Leonard
L. Blumenthal cuja contribuicio é assinalada em
trés direcgdes diferentes:

(1) por meio de resultados originais (em particular
resultados relatives a caracterizagio dos espagos
conhecidos entre espagos gerais e suas aplicagbes a
teoria dos determinantes) ; (2) por uma cuidadcsa con-
recgido de erros enceatrados em trabalhos anteriores;
(3) esclarecendo muitos aspectos da histéria déste
assunto, pelo que muito aprendi com a leitura do seu
trabalho. Por issoc aceitei com prazer o convite que
me féz de escrever algumas piginas de introdugio
ao seu livro, que contribuiri, assim o espero e creio,
para tornar mais conhecida éste vasto campo da ma-
tematica.
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