GAZETA DE MATEMATICA

15

os poligonos nestas condigbes que ocupam uma
maior drea sio os regulares. Por consideracdes
para as curvas circunscritas a poligonos, demons-
tra ser a circunferéncia a que limita uma é4rea
maior.

Podem consultar-se para éste problema os
livros : Blaschke—«Kreis und Kugel» e Bonnesen
— «Les problémes des isoperimétres et des isé-
piphanes»,

As duas demonstragdes modernas aparecem em
1902 com Hurwitz e em 1939 com F. Schmidt.

O professor Hopf desenvolveu estas duas de-
monstra¢des na licdo seguinte, discutiu-as e mos-
trou uma conexdo inesperada entre a teoria das
séries trigonométricas e o problema dos isoperi-
metros que é posta em relévo pela demonstracio
de Hurwitz.

3. O 3.2 curso a que nos referimos é o de geo-
metria diferencial regido pelo prof. Plancherel.

Compreende 4 tempos semanais de 45 m sendo
um déles dedicado a correcgido de exercicios pro-
postos em ligGes anteriores.

Foram até agora resolvidos 36 exercicios dos
quais transcrevemos alguns que podem dar uma
idéia do nivel do ensino neste 3.° semestre da
Escola.

1) Demonstrar que, se o plano osculador a uma
curva torsa C é tangente a uma esfera fixa de cen-
tro O: 1.° o plano rectificante passa pelo ponto O ;
2.° a razio entre o raio de curvatura p=1/% e o

raio de torsdo ¢=1/r € uma fungdo linear do arco
s/o=As+ B e 3.° estabelecer os reciprocos.

2) Demonstrar que o plano tangente a superfi-
cie xys=a®, limita com os planos de coordenadas
um tetaedro de volume constante.

3) Consideremos a familia dos planos rectifi-
cantes duma curva, Mostrar que a caracteristica
do plano rectificante ¢ o eixo instantineo de ro-
tagdo do triedro de Frenet.

4) Une-se um ponto fixo O a um ponto varia-
vel P que se desloca sobre uma superficie esfé-
rica. Determinar o invélucro dos planos que pas-
sam por P perpendiculares a OF.

5) Demonstrar que a superficie 44?2 8?=(x?—
—2a%)(y*—2a?) possue uma linha de pontos um-
bilicais e que esta linha & a interseccio desta
superficie com a esfera a?+ y?4 s2=4q?,

6) Demonstrar a proposigido seguinte: Se a
curva de intersecgdo de duas superficies € uma
linha de curvatura para cada uma das duas super-
ficies, estas cortam-se ao longo desta linha sob
um angulo constante e reciprocamente. (Utilizar
a férmula de O. Rodrigues).

7) Demonstrar que as torsdes de duas linhas
assintéticas qne passam por um ponto duma su-
perficie sdo iguais e de sinais contririos e que o
quadrado da torsdo da linha assintética é igual 2
curvatura total com o sinal trocado.

AN TENL OFGIEA

O «DISCRETO»

£

«CONTINUO>»

por E. T. Bell

(de eMen of mathematics», traduzido em francés com o titulo :Les grands mathématiciens»)

Desde os tempos mais remotos, duas tendén-
cias inversas, que por vezes se auxiliam mutua-
mente, tém governado o desenvolvimento geral
da Matemaitica: uma refere-se ao «discreto»; a
outra, ao «continuo».

O discreto aplica-se a descrever toda a Natu-
reza e tdoda a Matematica, atbmicamente, por meio
de elementos distintos, individualmente identifi-
caveis, como os tijolos duma parede, os niimeros
1, 2, 3, ete. O continuo procura esquematizar os
fenémenos naturais, o curso dum planeta sdbre
a sua orbita, a passagem duma corrente eléctrica,
os movimentos peri6dicos das marés e uma mul-

tiddo de outros fenomenos que nos induzem a
crer que conhecemos a Natureza segundo a fér-
mula mistica de Heraclito: «Tudo flue». Hoje,
éste «fluir» ou o seu equivalente «a continui-
dade» tornou-se uma idéia tdo pouco clara que
€ quasi vasia de sentido. Mas deixemos isso por
agora.

Intuitivamente, n6s sentimos que sabemos o que
se deva entender por «movimento continuo»
como o duma ave ou duma bala no ar, ou a queda
duma gota da chuva. Este movimento é doce; ndo
se faz por sacadas, € ininterrupto. No movimento
continuo ou, mais geralmente, na prépria conti-
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nuidade, os numeros individualisados 1, 2, 3, ndo
constituem a imagem matematica adequada, Os
‘pontos dum segmento de recta, por exemplo, ndo
constituem entidades tdo separadas como os ele-
mentos da sucessdo 1, 2, 3,..., em que a passa-
gem dum térmo ao seguinte é sempre @ mesma
(deste modo: 1, 14+1=2,14+2=3, e assim suces-
sivamente): porém, enfre dois pontos duma recta,
por muito préximos que estejam, nés podemos
sempre enconifrar, ou pelo menos imaginar, um
outro ponto: ndo hd passagem imediata dum ponto
ao seguinte, por isso que nio ha pontos conse-
cutivos.

A concepcédo da «continuidade» quando aplicada
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a maneira de Newton, de Leibniz e dos seus suces-
sores, conduz ao dominio ilimitado do Calculo
Infinitesimal e das suas numerosas aplicacdes a
Ciéncia e 2 Técnica; conduz a tudo que se chama
hoje a Andlise Matemdtica. O outro quadro, o do
discreto, € o dominio da Algebra, da Teoria dos
Numeros, da Légica Matematica. A Geometria
participa simultineamente da natureza do conti-
nuo e do discreto.

Uma das grandes missdes dos matematicos de
hoje é harmonizar o continuo e o discreto, elimi-
nar déles tdda a obscuridade e encorpori-los numa
matematica alargada.

Traducéio de J. SEBASTIAO E SILVA

SOBRE AS MODERNAS TENDENCIAS DA MATEMATICA
por E. T. Bell

(de «Men of mathematics», traduzido em francés com o titulo «Les grands mathématicienss)

Poincaré foi o iltimo sabio que conseguiu abra-
¢ar praticamente todo o dominio das matematicas,
puras e aplicadas. Cré-se geralmente que seria im-
possivel a um cérebro humano de hoje assimilar
mais de duas das quatro divisdes principais das
matematicas : aritmética, algebra, geometria, ana-
lise, sem falar da astronomia e da fisica matemaé-
tica, e ainda menos de realizar ai qualquer obra
criadora de primeira ordem ; ora, mesmo em 1880,
na época em que se abria a grande carreira de
Poincaré, pensava-se ordinariamente que tinha
sido Gauss o ultimo matemdtico universal; ndo
sera, portanto, impossivel que algum futuro Poin-
caré consiga, uma vez mais, cultivar o dominio
completo.

A medida que as matematicas se desenvolvem,
contraem-se e dilatam-se alternadamente, um
pouco a4 maneira dum dos modelos do universo
de Lemaitre. Actualmente, nés atravessamos um
periodo explosivo de expansio, e ¢ absolutamente

impossivel a um ser humano tamiliarizar-se com a
enorme massa cadtica de matemaiticas que tem
inundado o mundo desde 1900, Mas j4, em certos
sectores, se vé desenhar uma tendéncia para a
contraccdo, que nos deve regosijar; acontece isto,
por exemplo, com a algebra, em que a introducao
em grande escala, dos métodos axiomiticos torna
imediatamente a questdio mais abstracta, mais
geral e menos desconexa. A maneira moderna
de abordar os problemas faz descobrir analogias
inesperadas, que em certos casos sio mesmo
identidades disfarcadas; e pode conceber-se que
a préxima geracdo de algebristas ndo tera neces-
sidade de conhecer tudo o que é agora conside-
rado importante, porque ~muitos dos pontos
particulares dificeis foram reduzidos, e encorpo-
rados em principios gerais mais simples e de
maior alcance.

Traducdio de J. SEBASTIAO E SILVA

OS FILOSOFOS E A MATEMATICA
por E. T. Bell

(de «Men of mathematics», traduzido em francés com o titulo <Les grands mathématiciens«)

Por um dos veredictos mais irénicos que se tém
conhecido no decurso do longo processo da expe-
riéncia contra a especulagdo, a descoberta de
Ceres coincidiu com a publicagio dum ataque
sarcdstico do famoso filésofo G. W. Hegel (1770-
-1831)contra a conjectura dos astrénomos, na inves-
tigagdo dum oitavo planeta. Se éles prestassem
um pouco de atengdo & Filosofia, declarava Hegel,

veriam imediatamente que ndo pode haver sendo
sete planetas — nem mais um, nem menos um.
Tais investiga¢des representavam, portanto, uma
estapida perda de tempo. Sem davida, éste ligeiro
lapso de Hegel foi explicado, bem ou mal, pelos
seus discipulos, mas o que éles nio conseguiram
foi suprimir as centenas de pequenos planetas
que se riem do seu anatema olimpico.
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Ni&o é desprovido ae interésse notar, de passa-
gem, o que pensava Gauss a respeito dos filéso-
fos que se ocupam de questdes cientificas, de
que nio percebem nada; isto aplica-se, em par-
ticular, aos fil6sofos que esgravatam nos funda-
mentos da Matemaitica, sem terem préviamente
agucado o bico sobre algum duro edificio mate-
miético. Inversamente, isto explica a razido por
que B, Russell (x872), A. Whitehead (2861), David
Hilbert (1862), da nossa época, trouxeram contri-
buigdes importantes a filosofia das matematicas :
€ que sdo matematicos.

Escrevendo ao seu amigo Schumacher, a 1 de
Novembro de 1844, Gauss declara: «Vé-se a
mesma coisa (a incompeténcia matemaitica) entre
os filésofos contemporaneos Schelling, Hegel,
N. von Essenbeck, e os seus sucessores; nio nos
fazem éles por os cabelos em pé com as suas
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defini¢des? Leia na histéria da filosofia antiga
o que os grandes homens dessa época, Platio
e outros (exceptuo Aristételes) davam em matéria
de explicagdes. E mesmo com o proprio Kant, as
coisas muitas vezes ndo se passam melhor; a
meu ver, a sua distingdo entre juizos analiticos e
sintéticos é uma daquelas idéias que, ou caem na
banalidade, ou sdo falsas». Quando escrevia estas
linhas, em 1844, Gauss estava em plena posse da
geometria ndo euclideana, que era j4 uma refu-
tacdo suficiente do que diz Kant sobre o «espacos...

Nédo se va porém concluir déste exemplo iso-
lado, relativo a pormenores técnicos puramente
matematicos, que a Filosofia ndo era apreciada
por Gauss ; todos os progressos filos6ficos tinham
para éle grande interésse, conquanto desaprovasse
muitas vezes os meios pelos quais tinham sido
alcangados. Tradugfio de J. SEBASTIAO E SILVA

ELEMENTARES

Exames de Aplido as Escolas Superiores (1942)

Faculdade de Engenharia da Universidade do Pérto

Ponto n.,” 3

1255 — Resolva a equagdo 5—(x2—1/2)%/2=35x2
determinando o valor numérico das raizes reais
até a4 aproximagio de uma décima. R: As raises
da equacdo sdo dadas pela expressdo x=—+ [(—10+
=+ 256'7) : 4]0 = 4 [( — 10+ 16) : 4]'/* e as raises
reais sdo: x=-+ (3/2)'"* ~+1,2.

Va3
Wy
e determine o seu valor numeérico para x=1,3273
e y=0,3456 utilizando logaritmos. R: 4 expressdo
simplificada é x.y"® donde log x+17/3 log y=
—0,12297 +7/3><1,53857=1,04630 ¢ para valor nu-
mérico da expressdo 0,11125.

1256 — Simplifique a expressdo x—'* y2?

1257 — Sabe-se que a idrea de um terreno com
a forma rectangular é igual a 2,25 hectares. Me-
diu-se o angulo que faz uma diagonal com um
dos lados, obtendo-se o valor 37° 26/ 30", Calcule
o comprimente e a largura do terreno, dispondo
de uma tabua de logaritmos. R: 4 drea do rec-
tangulo em fungdo da diagonal é dada por
A—d?’senacosx se for d a diagonal ¢ 2 0 seu
dngulo com um dos lados. No caso pdsto é 225—
=d?sen 37226/ 30" cos 37° 26' 30" ¢ por isso logd =
=1/2(log 225+ colgsena+colgcosa)=1/2(2,35218 +
+ 0,21613 + 0,10019) —= 1,33425. Por oulro lado, se
forem aeb os lados do rectdingulo serdo a=d sen

¢ b=dcosa; logo loga—=logd{logsena=1,334254-
+1,78387=1,11812 ¢ a=131m; ¢ log b=logd+
+log cos 2=1,3342541,89981 =1,23406 ¢ b=172m.

1258 — Defina superficie de revolugdo. Indique,
sem definir, alguns solidos limitados, total ou
parcialmente, por tais superficies.

1259 — Diga como construia um quadrilatero,
dados dois angulos opostos, as diagonais e o
angulo que estas fazem entre si. R: Seja AB uma
das diagonais que
é vista dos vérti-
ces D e Csob os dn-
gulos a e B, dados,
(angulos opostos).
Construem-se os
lugares dos pontos
sob os quais é visto
o segmento AB se-
gundo aquéles an-
gulos. Sejam O ¢
O' os centros dos
arcos que consti-
tuem tais lugares.
Por um déles O
(por exemplo)
centro do arco de
raio r, lracemos uma recta O' O que forme com
AB o dngulo dado | das duas diagonais, sendo
O O" o comprimento da segunda diagonal. Com
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centro em Q! ¢ yaio v, traga-se uma circunferéncia
que cortard ou ndo o arco de centro O. Se houver
pontos de encontro, seja C um déles. Por C trago
uma paralela a O' O/ que encontrard o arco de
centro Q' em D, ACBD é um um dos quadyrildteros
que se podem construir, e o outro AC'BD!. E fdcil
notar que pode haver 2, 1 ou 0 solugdes.

1260 — Determine as solugdes inteiras e posi-
tivas da equacgdo x—(2¢+5):5=100/6 -3y . R: 4
equacdo proposta é equivalente a 30x+T8y =530,
equacdo que ndo fem solugdes infeivas, o mesmo
sucedendo a proposta.

Solugides dos n.” 1255 a 1260 de J. da Silva Paulo.

Instituto Superior de Agronomia
Ponto n.” 4

1261 — Determine o parametro # de modo que
a equagdo 5x°+(2m+1) ¥+ m —2=0 tenha duas rai-
zes x' e x' que satisfacam a relagdo 2x'+5x''—1=0.
R: As equagdes que resolvem o problema sdo 2x' -
+5x"=1; X' +x'=—(2m+1):5 ¢ x'x''=(m—2): 5.
A resolugdo do sistema dd para m os valores
m'=—4 ¢ m'"=1/8,

1262 — Escreva e simplifique o téermo médio do
desenvolvimento de (y/2a— y/1/2a)°. R: T,=—20.

] 3
1263 — Escreva o térmo geral da sucessdo —

=8
6 9 12 )
L B calcule o seu limite quando o nu-
mero de termos cresce indefinidamente. R: O #r-

mo geral é u,— e limu,=3/4.

4n— B

1264 — A altura de um trapézio rectangulo mede
198,15 metros e uma das suas bases & dupla da
outra. Calcule a medida do menor angulo interno
do trapézio, sabendo que a base maior mede
426,38 metros. Utilize logaritmos. R: 4 equagdo
que resolve o probiema ¢ 19815=213,19tg « donde
a=420 54/ 20

1265 - Os angulos = e § sdo dois dngulos posi-
tivos que satisfazem as relagbes: a+ B < =n/2;
sen a= {/2/2; cos §=1/2. Calcule tg(z+p). R: Dos
dados do problema conclue-se que tga—1 e tgi— /3
donde tg (a+B)=—(2+v3).

1266 — Em que quadrantes sdo simultinea-
mente crescentes as fungdes : tangente e secante.
Justifique a sua resposta.

1267 — Demonstre que toda a recta conduzida

pelo ponto de intercepgao das diagonais de um
paralelogramo é dividida por éste ponto e pelos
dois lados opostos em duas partes iguais.
R: E ficil ver que com a recta, uma diagonal ¢ os
dois lados opostos cortados pela recla, se formam
dois triangulos iguais de que dois lados sdo os
segmentos em que fica dividida a recta; opondo-se
ésses dois lados a angulos iguais éles sdo, por isso,
iguais.

1268 — A seccdo feita num cone de revolugdo
por um plano que passa pelo eixo é um triangulo
eqililatero cuja 4rea é /3 cm?. Calcule a drea total
do cone. R; 4 drea do triangulo egiiildtero em
fungio do lado (geratris do cone) é V3=g2V/3/4,
donde g—=2 em. O raio da base do cone é g/2=1cm
¢ a drea total A ==r(g+r)=3,14><1(2+1)=9,42cm?

Solugdes dos n.° 1261 a 1268 de J. Calado.

1.S.C.E.F. — Exame de Aptidao, 1-8-1942

1269 — a) Diga que propriedades conhece das
equacdes do 2.° grau. ) Resolva a desigualdade
(=18 (+—F)
(x+1)-(x—1)
plica wm dos dois sistemas :

. (x+3)(x—2) >0 (x<<—3oux>2
(x+1D)(x-1)<0 | -1 <x<1
(x+3)(x-2)<<0 | —3<x<2
(x+1)(x=1)=>0 % x<—=1loux>1
—8<<x<—1oul<x< 2,

<0. R: A desigualdade dada im-

impossivel ;

b)!

1270 — Calcule o valor numérico da expressao

a ' — &1 18

A=(5—,n) para a=14143 5-2001.
i i (LSRN 0 Y
R: A (bz—az) (a+b, P

1
log A = 3 (log 141,43 + log 20,04 + colog 161,47) =
1 -
= 3 (2,1505415+1,3018977 + 3,7919082) —

1
e 1,2443474=0,4147825 ,

donde A =2,59885.

1271 — a) Enuncie as propriedades que rela-
cionam a medida de um angulo cujos lados inter-
sectam arcos de circunferéncia com as medidas
désses arcos. #) Dadas duas circunferéncias con-
céntricas, calcule a drea do segmento determinado
no circulo de raio maior por uma tangente a cir-
cunferéncia de raio menor. Caso particular: R=2r.
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R: Seja O o centro das duas circunferéncias de
raios R e r (r <R), AB a corda da circunferén-
cia de raio R tangente a de raio r, ¢ 22 a medida
em radianos do dngulo AOB. Tem-se:

A —7R?: 2,2 — drea [AOB] =aR2—r1 {/ RZ—r2—

r .
=R2arccos§—r\/1{3—r*. Para R=2r, wvem

1 e =
A —=4r?  arc cos o V3r2=(4=/3— V/3) 12.

1272 — a) Defina poliedro regular e descreva
os poliedros regulares que conhece, ) Dado um
cubo de lado L, inscreve-se néle uma esfera e
‘nela um cubo de lado /. Calcule a razio dos vo-
lumes dos dois cubos. R: O didmetro da esfera é
igual ao lado do cubo circunscrito ¢ igual a dia-
gonal do cubo inscrito. Logo D?=1.2=31* donde
L2/12=3. A razdo dos volumes é V/v=L311=3 VE.

1273 — Calcule o perimetro e a 4rea de um tra-
pézio rectangulo conhecendo a altura: £="7,45 me-
tros, a base menor: $=25,14 metros e o angulo
obtuso que lhe é adjacente: a=108°37/43", R: De-
signando por B a base maior, tem-se B—b=h><
>tg(a—n/2) =T,45><tgl18237'43" ¢ 1=h/cos(a—=/2)=
= T7,45/cos 180 371 43/, donde log B—b=0,3999062
on B—b=2,5113 e log 1=0,8955229 donde 1="7,8618.

Perimetro: P=B+b-+h+1=68,1m.
B 52,79
Area : S——-—-—;—B h= £ 7,45=196,6 m2.

1274 — Mostre que, se x, y e 5 sdo trés name-
ros em progressio geomeétrica, é valida a igual-
dade (x+y+5)(x—y +8)=2a2+y2+22.

R: 4 igualdade a verificar redus-sea (x4z)'—y’—
=Xx2+y'+z? ou, finalmente, @ xz—=y*, Se y=xr ¢
z=Xr?, tem-se imediatamente Xz=x21l=y?,

Solugdes dos n.°* 1269 a 1274 de A.S4d da Costa.

Instituto Superior Técnico
Ponto n.” 4
1275 — Trés proprietarios tém de participar nas
despesas de um canal de irrigacdo proporcional-
mente a4 extensdo das suas propriedades e na
razdo inversa das distincias das mesmas proprie-
dades ao canal. Tendo as despesas do canal im-
portado em 200 contos, calcular a parte a pagar
por cada proprietirio, sabendo que as proprie-
dades tém de extensdo 65 hectares, 96,2 hectares
e 71) hectares, e que as suas distincias ao canal
sdo respectivamente 250 metros, 100 metros e 200
metros, R: Sejam x,y e z as parites a pagar pelos
proprietirios. As equagdes que resolvem o problema
250x 100y 200z

sdo x+y+z=200 ¢ —-;**’—-—

valores x=33.078888 , y——122 3‘)1 $86 ¢ z—44.529526 .
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1276 — Determinar % de modo que 2x (x+2)—
—k*>1 seja verificada para todos os valores de x.
R: Deveria ser negativo o descriminante do trini-
mio, isto é, 242 (k2+1) < 0, desigualdade que é im-
possivel, logo o problema ndao tem solucdo.

1277 — Mostre que num tridngulo rectingulo de

tg B b
hipotenusa a & o= _ o . R: Sk forem b

l+secB a+c
e ¢ 0s caletos opostos aos dngulos B e C serd
tg B b
tg B=bjc ¢ porfanto —— ——=——+
g » l14+secB a+tc

1278 — Determine a drea do losango circuns-
crito a uma circunferéncia de raio 3 centimetros,
sabendo que um dos angules do losango mede 60°.
R: Se forem d, e d; as diagonais do losango, serd
o v B oy A
2 sendd ° 2  sen60
logo a drea mede 24 /3 cm? .

1279 — Determinar a drea de um trapézio isés-
celes inscrito numa circunferéncia de raio R,
sendo uma das bases igual ao diametro e um dos
lados ndo paralelosigual a @. R: As equacdes que
resolvem o problema sdo: a?=x?{(R—y)? ¢ R?=
=X2+y2; sendo x a altura do trapésio e y metade

logo ds=12 e d;—4y3,

da base menor. Enldo serd x-% ViRZ—a? ¢
y—R-——R ¢ a drea é A—(?R "R)( \/4R=—a!)

1280 — Dada uma esfera de raio R, determinar
a distancia do centro a que se deve tirar um plano
secante para que seja igual ao volume da esfera
a soma dos volumes do cone circunscrito i esfera
com base na secgdo désse plano e do cone com a
mesma base e vértice no
centro da esfera. R: Seja ¢
y o raio de sec¢do produ-
sido na esfera pelo plano,
x a distdincia do centro da
esfera ao plano secanie e
z a altura do cone circuns-
crito, A igualdade dos vo-
lumes da-nos a equacdo
4R3=y2 (x+2z). Do tridn-
gulo rectangulo [ACO],
tira-se a relagdo y?=xz;
e do triangulo rectingulo
[APO] dedus-se a equagdo y*+x2=R’. Estas tris
equacoes permitem determinar o valor pedido que é
x=R (V/5—2). Note-se que para a elimini¢do basta
substituir y* tirado da 2.* equagdo na 1.* ¢ na 32,
dividindo membro a membro as igualdades obtidas.

Solucdes dos n.”® 1275 a 1280 de ). da Silva Paulo,
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MATEMATICAS GERAIS - ALGEBRA SUPERIOR-COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L. — AvLcepra SupERIOR — 2.° exame de fre-
qiiéncia, 1942

1281 — Discuta o sistema 9x4-my—s—=4, 4mx—
—2y+(m—1)z=m e Sx+(2m—1) y —32=3 (m+2)
onde m € um namero real. R: Deferminado para
m —1, 35/9. Indeterminado para m——1. In-
compativel para m=35/9.

1282 — Determine a equagdo do lugar geomé-
trico dos pontos cujas distincias as duas rectas
de equagdes ay+bx+c=0e a'y+bx+c =0 estio
numa relagdo £ conhecida.

8y hhxie R
V at+b? Vaiib'®

1283 — Deduza a equacdo dum plano que passe
pela recta ¥=32+2, y——5+3 e diste /3 do
ponto (1,2,—3). R: x+3,676y+0,675z-—10,025=0
¢ x+0,925y —2,075z —-4,775=0,

1284 —Prove, sem desenvolver o determinante,

¥ ¢ 1|=0
queaequacgdo (&6 x 1 admite as rafzes l ec,
A

R: Para x=1a 1.2 ¢ a 3.2 linhas sdo iguais. Para
x=C a 2.® ¢ @ 3.2 colunas sdo proporcionais.

1285 — Dada a recta r—Ax+B+r+C=0 e um
ponto M (xyv,) efectue uma rotacio dos eixos
supostos rectangulares em torno da origem de
modo que a recta fique paralela ao novo eixo
dos XX . Deduza da operagio a formula da dis-
tancia dum ponto a uma recta. R: Efectuar a
rotag¢do, calcular a distancia nesse novo sistema e,
em seguida, desfaser a rotfagdo.

1286 — Deduza a equacéio do plano que passa
pelo ponto M (2,—-3,8) & paralelo a recta ry e
perpendicular ao plano 11,

5
rlEx=—=-8' e Mj=x—2y+35—8=0.

R: 28(x—2)+5(y+3)—6(z—8)=0.
Solugdes dos n,” 1282, 1284 e 1286 de A, Sd& da Costa, e
dos n,”® 1281, 1285 e 1285 de ]. Pais Morais.

1. 8.C. E. F. — 1.2 capemra — 1I.° exame de fregiiéncia,
20-2-1942
1287 — Calcular [1+#44#24...44']", Discussio
(n inteiro e positivo). R: S= I = ‘ Se n=4p

j*=1 ¢ S=0; se n=4p+1 ¢ 1“—1 &' S=1%=1;

y ' e n
se n=4p+2 ¢ i"=—1 ¢ S=L1 i) = O+l e

=

cos (pﬂ + g\+isen‘(p.—:+1—;) |=(‘—l)l‘2"‘f’i; se

1 i\
n=4p+3 é i"=—i e ST(TEE) =COS(2Pr+—ﬂ')

.i..
——15&11(2[)1'4' )— 5
2/

1288 — Verificar que os trés planos de eqs.
dx—y—2=0,2xr—-2y—35=0, 2x—3y +2s=1 defi-
nem uma superficie prismatica e determinar os
parametros directores das arestas. Calcular o
volume do prisma que se obtém cortando essa
superficie prismatica por dois planos perpendi-
culares as arestas, um passando pela origem e
outro pelo ponto (2, 3, 3). R: Consideremos o
sistema constituido pelas equacies dos trés planos.
A caracteristica da maltris dos coeficientes das
varidveis é 2, por ser nulo o unico deferminante
de 3.9 ordem que nela pode formar-se e haver de-
terminantes de 2.¢ ordem ndo nulos. Notemos que

ndo sdo nulos os deferminantes |4 —1 |=10,
2 2

|4 =1 =10, | 2 2 |=—10 e que, tomado
lrg=h ‘ [fe -—8

para principal o sistema constituido por duas
quaisquer das lrés equagoes ¢ para incognitas prin-
cipais X ¢ y, o caracleristico é, a parte o sinal,

o determinante |4 —1 0|=10, Por consegiién-
2 2.0
28 e

cia, os trés planos intersectam-se dois a_dois e de-
finem uma superficie prismdtica.

Para determinar os pardmetros directores das
arestas, consideremos, por e:t:emplo, a aresfa defi-

. . LI —y—z=0
nida pelos dois primeiros planos
4 ? ? 2x +2y i—3z- 0
cufos pardametros direclores sido ‘ —1 —1}]=
2 —3|

—=3 2 '| 13 2

O plano = que passa por O e é perpendicular as
arestas tem por equacdo x+2y+2z=0¢ o plano ='
que passa por (2,3, 3) e é perpendicular as arestas
X +2y+2z=14. Os pontos de encontro de = com as
as trés arestas sdo dados por

[—1 #]|=10, |4 —1[—_10 on (1,2,2),.

X+2y+2z=0 x+2y+2z=0 X +2y+2z=0
4x—y—z=0 Adx—y—z=0 2x+2y—3z=0
(2x+4+2y—3z=0, | 2x—-3y+2z=1, { 2x—3y4-2z=0
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e sdo (0,0,0) (0, —1/5, 1/5) (2/9, —7/45, 2/45) e
o ponto de encontro de =' com a aresta definida
pelos dois primeivos planos é a solugdo do sistema
x+2y+2z=14
idx—y—z=0
[2x+2y—3z=0
lume do prisma é igual a metade do volume do
paralelipifedo cujas arestas concorrentes num vér-
tice sdo determinadas pelos quatro pontos encon-
trados. Enitdo, o volume do prisma tem por medida
1l o0 0

V- (S Ty )
2hi0L —16walis. 1|7 405
29 —7/45 2/45 1
14/9 28/9 28/9 1

isto é (149, 28/9, 28/9). O wo-

1.8.C.E.F. — 1.* CapEira — 2.° exame de freqgiiéncia,
16-6-1942

1289 — Calcular os trés primeiros termos do

desenvolvimento em série da funcdo y = .
coslx

1
R: Nofemos que cos*X==cosSX-cos?x= 5 COSX-
1 1
+(1+4-cos 2x) = 5 (cosSX {-cosx - cos2x) = 5 (cosx +

+l 3 +I 2 3 +1- 3
2cosx 2cosx} 41::03.)( 4cos-x.

1
Entdo, y= c‘os—sx

3 cos x+cosdx

E, porque

2
3cos x=3(l— ;‘—T N S e Y

(2n)!
s 52 x? B 32n x‘:n
cos dx =1- o1 +"°+(—1)"(2n)! + vy Serd
RN AT AR VY 2
YT (3-3x2/21+8x4/4 1 +) H(1—32x2/2 1+ BixA/4 1+ )
4

= =143x2/24+11x4/8 4. .
T T A e

1290 — Determinar um polinémio do 4.° grau
que tome os mesmos valores que a fun¢do y=x*
para ¥=—2,—-1,0,1,2, R: Tem-se o seguinte
quadro de valores :

: —2 —1 0 1 2

y I, e G R

Lo | =

1imx boy x

Note-se que y (0) = lin; X* = er—*0 =e=1. Seja

axt + bx3 +ex' +dx + ¢ o polinomio pedido. De-
verd ser

21
( 1
16a~—8b+4c—2d+e——-3
a—b+ec—d+e=—1
e=1

a+b+4e+d+e= 1
\ 16a+8b+4c+2d+e=4
a resolugdo déste sistema de equagbes lineares
conduz a Txi[16—x3/24 —23x2/16+25x/24+1.

1291 — Resolver a equagido 2x1—2x3—5=0. A
primeira aproximacio das raizes irracionais sera
determinada graficamente ; pedem-se essas raizes
aproximadas as décimas. R: 4 aplicacdo do teo-
rema de Descartes a equagdo e a sua transformada
em y=—x, 2y'42y*-5=0, mostra-nos que a
equagdo proposia tem apenas duas raizes reais,
uma positiva ¢ outra negativa. As outras duas
sdo complexas conjugadas. A rais positiva é infe-
rior a 4 ¢ @ negativa é superior a —4 (método de
Mac-Laurin). A equacdo ndo admite raises inteiras
porque o seu 1.2 membro toma os valores —5, —5,1
para x=0,1, —1, dos quais nenhum ¢ divisivel
por 3. A transformada da equagdo em z=2x ¢
z4—223—40=0 gue ndo admite raises inteivas, visto
que 0 seu 1.2 membro, para z=0,1, —1, toma os
valores —A40, —41, —37 mnenhum déles divisivel
por 3. A equacdo proposta ndo admile, portanio,
raizes racionais. As suas duas raises reais sdo
irracionais.

Notemos que a equacdo proposta pode escrever-se
sob a forma 2xi=2x3+5 e que, portanto, as suas
raises reais serdo as abscissas dos pontos de inter-
secgdo das curvas de equagies y=2x3+5 e y=2xi_

O grdfico destas curvas mostrar-nos-ia que a
rais negativa pertence ao intervalo (—2, —1) e a
positiva ao intervalo (1,2),

Com o auxilio duma tibua de potéincias e duma:
mdquina de calcular, constroem-se facilmente as
linhas preenchidas dos quadros seguinites pela
ordem indicada @ esquerda ;

- x4 x3 2xi—-2x3—5
15 o= 18 =g 43

149

=18

=

-1,6
3) —15 50625 —3375 11,875

—1,4

=15
4 —12 20736 —1,728 2,6032
5) —1,1 14641 —1,.331  0,5902
R e | 2] =51

donde —1,1<x<—1
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X x4 x3 2x4—2x3—-5

1) i 1 1 -5
1,1
1,2
1,3
1,4

3y 1,5 5,0625 3,375 —1,625

5) 1,6 6,55 4,096 —0,0848

GEOMETRIA

F. C. P. — GeoMeTRIA ProJECTIVA — Exame de fre-
qiiéncia, 1942-43

Introducio :

1292 — Considerar um tridngulo 4 BC. Dizen-
do-se interior qualquer ponto / que pertenca a um
segmento que tenha para extremos o vértice 4 e
um ponto do lado BC. @) Demonstrar que a recta
Bl intersecta o lado 4C num ponto X e, depois,
que o ponto / esta entre Z e X. b) Demonstrar,
também, que o segmento que une dois pontos inte-
riores ndo intersectanem o lado #Cnem olado 4B,

1203 — Sejam 4, B, X e Y quatro pontos duma
Tecta. Se B estiver entre 4 ¢ X e A4 entre Ye X,
demonstrar que A esta entre Y e B.

1294 — Demonstrar que as diagonais dum lo-
sango sdo perpendiculares.

1295 — Poder-se-a afirmar ou negar, sem que
seja feita qualquer hipétese sobre paralelismo,
que, num triangulo rectangulo, a recta que une o
ponto médio da hipotenusa ao ponto médio dum
dos catetos seja perpendicular a éste cateto?
¢ Poder-se-4, igualmente, afirmar ou negar que a
mesma recta intersectara o outro cateto ?

Geometria Projectiva :

1206 — Seja: ABC, um tridngulo; /, uma recta;
Ay, By e Cy, os pontos de intersec¢do da recta /
<com os lados BC, C4 e AB; A", o conjugado

CALCULO

¥.C. P. — CirLcuro — 2.° exame de freqiiéncia, 1941-42
1301 — Integrar a equacéo

. & 1 :
e +-s3tga tg2x=0,
d sen 2x 23 it
R: Tem-se z°z'+ .2 =—}t xtg2x d
i Tem-se Py 2 gxtg2x ¢ fasendo
_ Sy e ;
2=y vem —thxtg 2x. O integral

2 sen2x

< xi x3 2x4—-2x3—-5H
3 8,3521 4,913 1,8782
1,8
1,9
) TR 16 8 11

donde 1,6 <x,<<1,7.

-
Solugdes dos n.* 1287 a 1291 de A, Sd da Costa.

PROJECTIVA

harmoénico de 4;, relativamente aos vértices 5
e C; B', o conjugado harménico de B, , relativa-
mente aos vértices Ce 4; C';, o conjugado har-
moénico de C;, relativamente aos vértices 4 e 5.
Demonstrar que as trés rectas 44'y, BB, e CC'y
concorrem num mesmo ponto.

1297 — Demonstrar que se C separa harmoni-
camente o ponto D dos pontos 4 e 7, também A

separa harmonicamente o ponto 5 dos pontos
Ce D,

1298 — Determinar, analiticamente, evidente-
mente, as abscissas dos pontos que separam har-
mbnicamente tanto os pontos de abscissas —1 e 1,
comos os pontos de abscissas a—1 e a+41.

Construcoes :

1299 — Desenhar um tridngulo equilatero XY Z
inscrito numa circunferéncia de 3 cm de diame-
tro. Designar por 4 o ponto da circunferéncia
dimaetralmente oposto ao vértice Z. Determinar
os vértices B, C e D do quadrangulo com o 4.°
vértice em A e que tenha, para triangulo diago-
nal, o triangulo XY Z.

1300 — Desenhar um rectangulo 4BCD, sendo
AB=5cm e BC=3cm. Marcar sobre A8 e
para o lado de 5 o ponto X tal que BX=3cm.
Unir X com D. Tirar, s6 com a régua, pelo ponto C
a paralela a XD.

INFINITESIMAL E ANALISE SUPERIOR

geral da equagdo sem 2.° membro é y=Ctgx, Va-
riando constantes vem C—[tg2xdx, logo z7*=

1
=y tgx§tgxlogcos 2x.

1302 — Calcular [" o L8 O dominio D &

*“b Va

limitado pelas linhas y?=4x e a=1.
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vy
.

~tdxd .
I Jf,} l/’: Idy

1303 — Determinar o raio de curvatura da linha
a!'—2xy+4+292—1-=0 no ponto (1,1).

1304 — Determinar o sentido da concavidade
da linha ;==/46 no ponto (1,=/4).

1305 — Determinar as assintotas da linha
£ &l

P S oy

A

1306 — Determinar uma relagéo entre @ e & de
Y

X
modo que a envolvente das rectas o g
@

seja a hipérbole xy=1.

1307 — Determinar os novos limites dos inte-
grais j!a'x f dy quando se inverte a ordem de
integr;(;io.“ .

1308 — Determinar um integral particular de
e Y'—y=xe,
Solugdes dos n.* 1501 e 1302 de ). Rios de Sousa.

I.S.C.E.F. — 2* capEira — 2.° exame de fregiiéncia
— 17-6-1942

1309 — Determine os pontos miiltiplos da curva
y3—a3=x? 92 e as tangentes na origem dos eixos
coordenados. R: Os pontos miiltiplos da curva
dada sdo as solugbes reais do sistema

f =y3—x3—x2y2=0

:—E —3x2—2xy?=0
o
—=3y2—-2x2y=0.,
Este admite a solugdo tinica x—=y—0., Para x—=y —0
F/ r t=0 ¢ L Lo o
- =8= — R — St —=
e dx3 " ax2dy  dxdy?
i
e ;= 6. A origem é portanto um ponto iriplo.
Af

A equacdo complexiva das tangentes é —6X34
+6Y3=0 ou (X—Y)(X2+XY+Y2)=0 ¢ s6, uma
é real X=Y.

1310 — Mudar as varidveis independentes na

s aan iy, 0y
da? dady (3

2x =uv

equacio fazendo

y=2/v.

1311 — Calcular a area da superficie cilindrica

»?=3x limitada pelos planos s=0, s=3, x=0,

x=4. R: A drea da superficie cilindrica y=f(x)
limitada pelos planos x=X,, X=Xy, 2=2%, Z=2Z

Xy
é A=| {Zi—-zo)f Vi+y'?dx|. Portanto, para o
e X
nosso caso, tem-se smcss:'zmmmte

A=

e 1
I \/1 F3/4x dx I-a £ I -

(2—1y 21

2t3 3 L
1 TS eyin 1
lo \/ ] e St e )
oty | =l

1312 — Integrar a equacio ¥ (2px+y)={x.
R: Resolvendo a equa¢do em ordem a p vem

p=— 4 —s

de Bemouus. Multiplicando ambos os membros por

354819
3

6
yva - que se reconhece como uma equagdo

= e substituindo y?

por z e, portanto, 2yp por z' encontra-se a equagdio

2y obté fyp=—L +—
2y obtém-se 2yp e

- B L e A A 8
Iinegr: "z} = Sete: vz cufo integral geral é
f L3 r e_J o - S
e LT —- —x ey 0=
zZ=g [ J Vz dx+cJ I I I/x c]

—xl V_+c] =—2yx+cx. O integral geral

da equagdo proposta é y*—=—2 Vx+ex.
Solugdes dos n.°* 1309 a 1512 de A. Sd da Costa.

I. 8. T. — cALcuLo — 2.2 Exame de freqiiéncia, 1942

1313 — Determinar a envolvente duma familia
de rectas tal que é constante e igual a 3 o com-
primento do segmento em cada uma delas inter-
sectado pelos eixos coordenados (rectangulares)
R: A equagdo da envolvente obtém-se eliminando p

x ,

O

vVo-—p?

entre as equagdes ¢

X vm P

Pt (O-p)"
meira é a equacdo geral das rectas nas condigdes
do enunciado ¢ a segunda obteve-se igualando a
sero a derivada parcial em ordem a p do primeiro
membro da equagdo anterior.

A pri-
0.

1314 — Calcular o volume limitado pelo plano
xy, pelo paraboloide xy =2z e pela superficie ci-
lindrica (424 32)2=2xy .
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1315 — Integrar a equacdo
(r—et) 1+ 3 (B—4x) y' =4

sabendo que y;=a" & integral particular. Deter-
minar #. R: A4 fransformagido y=yt permite
" baixar duma unidade a ordem da equacdo pro-
posta, mantendo-a homogénea. Assim, vem u' (2x—
—2x?)=u(2x—1) que se integra por separagio das
varidveis, sendo u=t' ¢ y;=x"12,

1316 — Determinar uma curva tal que a sua
ordenada, em cada ponto, ¢ metade da ordenada
da sua evoluta, no respectivo centro de curvatura.
R: Tudo se redus a integracdo da equagdo dife-
rencial yy'!=1+y'? incompleta em x e convertivel,
mediante a mudanga y' =z, na equagdo de 12 ordem
yz!'=1+ 22 de varidveis separduveis.,

Solugdes dos n.” 1313 a 1516 de A, Sd da Costa.

F. C. P. — AnArLise Surerior — 1.° Exercicio de revi-
sdo, 1942-43

1317 —Integrar a equagio 2zg—pg?—4p=0 e de-
terminar a superficie integral que contém a linha:
y=0 e #=2a%2, R: Vamos usar o méfodo de La-

dp d
grange-Charpif, Do sistema tiramos : —pE - -;;1

2z—4c
ou p=cq, donde q'=\/ =

e p=c(2z—4c).
— e 2z—4c

Temos : dz— \/c(27—4c)dx + \/ “—dy. Inte-

grando vem o integral completo: c(2z—4c)=

=(cx+y+ke)2. As superficies integrais pedidas

s@o: a) y=0 ¢ b) @ que se obtém eliminando c

entre: c(2z—4c)=(cx+y+2cyc—1) e

2z —8c=2(cx+y+2eye—1) (x+2 Ve —1+7-_c:._)-
c._

1318 —Integrar a equacio p?+¢—s pelo método
de Cauchy, determinando a superficie integral
=1 d
4 R: Temos : -,i=
s=xt, o

d
o = oy e Fagamos uy=1.
u

que contém a linha

SOV s Tonp

1 2%+q p g
Temos : q=qou, p=pou; y=yo+logu, Xx=X;+
+2p(u—1) ¢ z=2zy+pi(u2—1)+qe(u—1). Fasendo

. ¥z dxo
y=u vem yo=1, Xo=Vv ¢ Zp=v2, Hp: b—v = Pn; —
dyo . G
— Qo _h:._o ou 2v—py=0; po=2v e qo=—3v.

Portanto: x=v (4u—3), y=1+logu, z=v2u(4u—3)
on x?=z(4—3e').

1319 — O plano tangente em M duma superfi-
cie corta o eixo dos g5 num ponto P. PM corta o
plano xOy em Q. Determinar as superficies S
tais que O tenha de abscissa @. Determinar a su-
perficie que contém a circunferencia A?+y'=ax
e s=a. R: Plano tangente: Z—z=p(X—x)+

X Zis
+q(Y—v). Equaciesde PM: e T ared P

y PX+qy
e DAy,
i px+ay
Coordenadas de Q: repEka
A o cith)
{T=vi= px+qy¥"
Donde a equagdo px+qy=— az_xx - Integrando

X

vem: zZ=(Xx—a)g (l) e a superficie pedida ¢ :

x2 + y?
¥ -
Solugdes dos n.” 1517 a 1319 de Jaime Rios de Sousa.

z=—(x—a)

MECANICA RACIONAL—FISICA MATEMATICA

F.C. P. — Mecinica RacionaL — Exame de freqiién-
cia, 2.° sem., I.* ch., 1941-42

1320 — Um sélido esta animado dum movimento
helicoidal dextrorsum uniformemente variado em
volta dum eixo fixo com respeito ao referencial
do movimento. Sabe-se que um dos seus pontos M,
a distancia de 60 cm do eixo, possue uma veloci-
dade igual a 2 m/s no instante definido por /=10s
e que o vector velocidade de M faz com o eixo
do movimento um Aangulo de 30° A aceleragio
de M vale 2 m/s?. Determinar no instante consi-
derado: a) a velocidade angular do movimento

(em voltas p/min.); &) a velocidade de escorre-
gamento do s6lido ao longo do eixo (em dm/min.);
¢) o passo do movimento (em metros); ) o valor
da aceleracdo angular do movimento ; ¢ calcular
o valor da velocidade dum ponto a distancia de
1 metro do eixo no instante definido por /—=20s,
R: a),b)ec) ¢=0,60m, vi=2m/s ¢ t,=10s; 2=300°;
Bl o
he, =v} - cos300 =2 . V/T = V3=178ms, o =
z | 1
=v} -sen300=2- § =1m/fs e v, = 07} rad./'s, donde :

velocidade de escorrvegamento : 1038 dm/min; velo-
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cidade angular: — =159 v/min. ; passo do movi-

mento: H,om; d) af=;e'+hie'24-20'? — 4 =~

; 10}
—0,6%- ' 2?, donde o =+ ——— /44 =+0,92rad./s?

36:<2
¢ éste valor de o' é independente do tempo, visto o
movimento ser uniformemente variado. Tomare-
mos «'=092-k; e) o=o't+0;=092-t+a,. Para
t=10s, o,=1,066rad./s, logo 1,66=0,92><10+4w,,
donde oy——T1,04 e por conseguinte »—0,92t—7,54.
Para t=20 wem ,=1086 ¢ vy—V'+h? - o—
= /1+1,0382<10,86 , donde vy=1564 m/s.

1321 — Um sistema ¢ constituido por dois pon-
tos materiais pesados M, e M, de massas respec-
tivamente iguais a 2, e my. O ponto M; & obri-
gado a uma horizontal Ox perfeitamente polida
(O fixo) e o ponto M; move-se livremente no
plano vertical que contém Ox. Além dos pesos,
actuam soObre os pontos mais as seguintes forgas:
sobre M; uma atraccdo proporcional a sua dis-
tancia x a O (factor de proporcionalidade w1 £?),
sobre M, uma forga repulsiva proveniente de M,
inversamente proporcional ao quadrado da dis-
tancia de My a M, (factor de proporc. m,4?). Notar
que se supoe M, ndo actuado por M,. a) para-
metrar o sistema e classificar as forcas que inter-
vém no estudo do seu movimento de dois modos
diferentes; 5) exprimir em funcdo dos parame-
tros e das suas primeiras derivadas: a resultante

cinética, a forca viva e o momento cinético do
sistema em M, (no movim. absoluto); ¢) id,, id.,
Jdo momento cinético em O no movimento rela-
tivo em volta de G ; d) escrever as equagdes inde-
pendentes das reacgdes que permitem estudar o
movimento do sistema ; ¢) escrever as equacdes
que completamente determinam as forcas de liga-
cdo. R: a) Parametros: X,,Xs,ys. Classificacdo

. mzkz
das forgas— Exteriores: py,p:, mk?x,, o Ris
m.k*
Interiores : ndo hd; Dadas: p,, p., m,K*x} e .
; . - ( Q=m,X{+m,x;
Ligacdo: Ry; b) Q=0Q,+Q, donde :
e 15 b) Q=0,+Q, i Qthart
2T =my x{*+m, (x3*+y5) ,
’_{M,";M!‘Mn /A My V= i i k —
Xa— X, Yz 0
myX. myVa o |

=My [(Xe—X;) Yo —Y¥s X5] * T
¢) No movimento relativo em volta de G o momento
cinético é independente do polo (quantidade de mo-

vimento relativa nula) e portanto Kl=K;—K,.

K =m, [(Xs—X;) ¥o— Y2 X - K+ Q. n—Q, (—x,) onde
m, X, My Xy i

Eiam— a=—-"—3 d) m,x{=—m, k*x

ig m,+m, ’ mg+my’ ¥ - te
L, myk? X,—x, ” L mg { il ’

meXy = —5— P L s Ye =Py TR et

e) myy{ =0=R;—p;—~ Ry=p,.
Solugides dos n,” 1320 e 15321 de R. Sarmento de Beires.
I.S.T.—Mecinica Racionar. — 2.0 exame de freqiién-
cia, 1942

1322 — Um ponto material P é obrigado a mo-
ver-se, sem atrito, sobre um elipsoide de revolu-
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¢do, e atraido, pelos dois focos F'e /!, com forgas
respectivamente proporcionais a PF* e PF!°,
Achar as posigdes de equilibrio.

1323 — Um ponto material livre descreve uma
parabola, sob a accao duma forga central, sendo
o centro de forcas o ponto de interseccdo da di-
rectriz com o eixo da parabola. Achar a lei de
forcas.

1324 — Um ponto move-se, com movimento
uniforme, sébre uma curva plana fixa, ; Qual deve
ser a curva para que a projeccao da aceleracio,
sobre uma recta fixa do plano da curva, seja cons-
tante ?

1325 — Um fio pesado homogéneo esta em
equilibrio, suspenso pelas suas extremidades em
dois pontos 4 e B, situados 2 mesma altura.
Conhecido o comprimento do fio, ;qual deve ser

a distancia /B para que a tensio seja minima em
AeB?

F. C. P. — FISICA MATEMATICA — Exame final, Julho
de 1942

1326—-Seia "‘}--,.‘:'“ "'<)‘n“'

< <<

L 1u| IVI'

-

uma sucessio tal que K, - Pa <2 = 2a,44]

CALCULO DAS

F. C. L. — Carcuro pas PrROBABILIDADES — 13-2-1942

1328 — Tiram-se 7 cartas de um baralho de 52,
Calcular a probabilidade de saida de 4 figuras e
do mesmo naipe (o as é considerado figura).

1320 — Sao dadas 4 urnas com as composicdes
seguintes: U/;, 2 esferas brancas e J esferas pre-
tas; Os, 2 esf br, ¢ 8 esf.pr.; U;,'6 esfi br. e
4 esf, pr.; e Uj, 4 esf. br. e 1 esf. pr. Extraem-se
4 esferas, uma de cada urna. Pede-se a probabi-
lidade de que pelo menos 2 das esferas extraidas
sejam brancas. R: Seja p a probabilidade de
saida de uma esfera branca da urna U, e q,;—1—p,
a probabilidade relativa a esfera preta. Tem-se:
Pi1=25, p2=1/5, p3=30 e pi=4/5. Designando
por P (k=0,1,2,3,4) a probabilidade de saida
de k esferas brancas na extracgdo indicada, a pro-
babilidade pedida P é: P=P,+P;+P;j=1—Py—Py,

atendendo a que = PL . Como ¢ sabido, P, é o
k=

coeficiente de t* no produto WM (p tiq). Temos

e representemos por £ (i) uma decomposicdo da
unidade,

Qual é o dominio do operador B 2 » E(L)

em queé | 2, | € uma sucessio de numeros quais-
quer, reais ou complexos ? Sera indiferente a or-
dem pela qual se escrevem os termos i, £(7,)?

Que operador se obtém no caso particular 2,=1,
n=0,+1, +2,

Determinado éste operador, calcular os valores
proprios e os espacos proprios de 5.

Havera uma base de vectores proprios ?

B pode representar uma grandeza fisica ?

Caracteriza-la, dando o espectro, a probabili-
dade de um valor do intervalo J '<<i<5".

A circunstineia de | %/ | ser uma sucessio dis-
creta ou ndo, tera alguma influéncia sébre o con-
junto dos resultados possiveis de uma medida
de B (o espectro da grandeza B)?

1327 — Seja 4 uma grandeza fisica e £ (i) o
seu operador de projecgao.

Se fizermos U (1)=|| E(f)=|?

-
9L C &, corresponde uma medida exterior /(9M):

Nestas condicdes, discutir a seguinte definicdo.

U (91) é a probabilidade de que, ao medir 4,
no estado fisico v, se encontre como resultado

, a cada conjunto

:
um ponto do conjunto 9 mensuravel-{’.

PROBABILIDADES

POfS: Py=qi-92-93-qi =245, Py=p1q:q:0;
Qs P293 94 +91 92 P3gi+91 92 Ga Pi=154/51, ¢ por-
tanto P=447/625 ~ 0,715,

Solucdo de Manuel Zaluar

F. C. L. — CArLcurLo pas PrROBABILIDADES — 2.° gxame
de fregiiéncia, Maio, 1942

Enuncie o paradoxo de Bertrand e explique
porque ha varias solugoes.

Nocao de péso das observacdes,

Explique como no problema de compensa-
¢do de observacdes indirectas pode reduzir as
equacoes de observacdoes nao lineares a4 forma
linear.

1330 — Calcule o valor médio da funcgéo f(x,y)=

dxdy

= a2 4 y? sendo a probabilidade elementar

e sendo o dominio de definicio de f(x,v) limi-
tado por x=1, y=1, a+y=4.



GAZETA DE MATEMATICA

27

1331 — Dum angulo 2 obtiveram-se as seguintes
determinacdes:
300 20' + 0,21, 30022'-F0,4', 30019 +0,2',
Calcule o valor mais provavel e um aferidor.

F. C. P. — CiArLcuLo pAs PROBABILIDADES — 2.° exame
de freqiiéncla, 1942

1332 — Trés séries de medicdes de uma gran-
deza conduziram aos seguintes resultados (/;):
120,43 4+ 0,15, 120,38 + 0,20 e 120,50 4 0,20, Cal-
cular a média pesada e o seu érro mediano.

R: Pondo li=~_'120,30+1—:—]}-’ teremos z;—13, z,=8

e 2320, Tomando iguais a unidade os pesos das
duas iltimas delerminacies p.=1, p3=1, vird
0,202
=8,

0,152

P1

1333 — Medicdes de dois lados e do angulo com-
preendido dum triangulo plano conduziram as mé-
dias @ =3,000+0,004, b=4,00040,005 ¢ C-=90°+ 10",
Calcular o valor mais provavel do lado ¢ e o seu
érro. R: De c?=a?+b*—-2abcos C resulfa para
valor mais aproximado cy— \/3*+42=5. O desen-

de
volvimento lineay aproximado c—cy= ('ba) (a—ag)+
a

’bc) i ’bc_ o _3 e
} (ob U(b---bu) ; (‘ac) (C—Lu)“;_)(a-—ao} .
4 o AL ¢
+—-(b—bg)+ —(C—Cy) condus ao érrvo mediano
5] o
(medicies independentes de a, b e C)
/3N 2 4\ 2 12\ | _
?z(._-) mi-+l= ) mg+ ) m}, sendo m,—0,004,

‘ \5) 5
m,=0,005 ¢ m; = sen 10",

m

5

1334 — Medigoes das distancias de trés pontos
colineares A4, B e C conduziram aos valores
AB=1504,12, BC—948,15 e 4 C=245220. Deter-
minar os valores mais providveis dessas distan-
cias e os seus erros, a) supondo igualmente pre-
cisos os valores dados; &) atribuindo as trés
medigdes de distdncias pesos a elas inversamente
proporcionais. R: Pondo

1

r— ~ la
AB=1504,12+ -, BC= M815+ > ¢

100° 100
|
AC—=2452,20— ——,
100
os resultados das medigdes sdo 1,—=l.=13-0 ¢ @

equagdo de condigio AC —~ AB + BC escreve-se
L+l 13+T=0, O problema poderd ser resolvido
por compensagado.

Solucdes dos n.”* 1552 a 153 de Goncalves Miranda,

PROBLEMAS

Secgdo a cargo de A. Ferreira de Macedo e Mério de Alenquer

As resolugies de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia 15 do mnés
anterior ao do aparecimento de cada mimero da Gazeta.

Para facilitar a organizagio da secgdo, pedimos que cada vesolugdo seja transcrita
numa fGlha de papel, ntilisada so de um lado (onde outros assuntos ndo sejam tra-
tados), com a indicagdo do nome e da morada do autor.

Das resolucies recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das
melhores e mencionam-se os autores de tédas as resolugdes correctas e so destas.

PROBLEMAS PROPOSTOS

Matematicas Elementares

1335 — Seja 04, um segmento rectilineo de
comprimento igual ao dobro do diametro de uma
circunferéncia dada. Marque-se, a partir de O 4,
o angulo 4,0.4,=45°, e outro OAyd;=90°; a par-

- 1
tir de 04y, o Angulo A104,= o 152, e outro

OA14,—90°; a partir de 04, , o angulo 4,04;—

1 & ‘
= —-45°, e outro OAsA3=MNrP; e assim sucessi-

vamente, de modo que seja sempre A, 04 —

1 2
e 459 e OA,_4d,=Me . Caleular lim O4,,

- T



