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N O T A 

Parece que os novos métodos de ensino vão 
enfim penetrando (quão lentamente ! ) entre nós. 

No número 13 da «Gazeta» demos aos leitores 
um artigo do prof. Cardoso Guerra sôbre o ensino 
experimental da Geometria que, entre outros in-
terêsses, tinha o de relatar a sua experiência, 

Hoje o prof. Lobo de Avi la relata-nos uma outra 
experiência não menos interessante — a que tem 
vindo a realizar na Secção de Trabalhos Manuais 
do Liceu de Pedro Nunes. 

Bom será que todos os interessados pelo ensino 
das Matemáticas Elementares dêem a estes traba-
lhos toda a atenção que merecem. A «Gazeta» 
gostaria de recolher depoimentos sóbre o assunto 
e de instituir sôbre êle um largo debate"1 , 

B. C. 

<n Publicámos no último número da -Gazeta'« um extenso 
artigo do Dr, Sebastião e Silva sóbre o ensino dos loga-
ritmos no Liceu. Como nêle nSo vejo nenhum facto novo 
que permita avançar ou esclarecer a discussão do problema 
pedagógico que aqui debatera, aliste nho-me de o comentar. 

D O I S P R I N C Í P I O S P E D A G Ó G I C O S G E R A I S 
por J. W. A. Young 

(de iLectures oil fundamental concepts of Algebra and Geometry») 

1. Não deve ser dada a definição formal de 

qualquer termo que não possa dar-se por meio 

de idéias obviamente mais simples do que o termo 

definido. 

2. Não deve ser tentada a demonstração formal 
duma proposição que parece evidente ao aluno, sem 

demonstração, 

A alguns pode parecer um desperdício de tempo 
quando se insiste no que é evidente. E, contudo, 
a grande maioria dos nossos compêndios o tornam 
necessário para assinalar absurdos pedagógicos. 
É difícil saber porque tantos dos nossos autores 
de compêndios ainda os incluem nas suas obras. 
Pode ser que os seus l ivros lhes pareçam cienti-
ficamente defeituosos se tudo não definirem e 
demonstrarem formalmente. Mas, pelo contrário, 
tal atitude é tão absurda cientifica como pedagò-
gicamente. E por uma necessidade lógica que 
alguns térmos ficam por definir e algumas pro-
posições por demonstrar. «Mas» , podem dizer, 
«não é de desejar a redução do número de pro-
posições não demonstradas ao mínimo?» N ã o ! 
Pedagógica mente, é muito indesejável e, cientifi-

camente, não é necessário. Para uma mentalidade 
amadurecida, o problema da redução a um mínimo 
do número de têrmos definidos e de tornar inde-
pendentes as proposições não demonstradas dum 
conjunto é interessante e importante; para a 
mentalidade do aluno do liceu, o problema não 
tem seutido. Deixemos que sejam grandes o nú-
mero de termos não definidos formalmente e o 
número do que podemos chamar proposições 
preliminares (isto ê, proposições formalmente 
não demonstradas). Lembremo-nos que a nossa 
primeira finalidade não é ensinar os alunos a 
saber geometria, mas sim levá-los a pensar geo-
metria. Tal pode ser conseguido sòmente susci-
tando o seu interêsse pelas figuras e problemas 
geométricos e levando-os a pensar nisso a seu 
modoi primeiro. Os raciocínios dos próprios alu-
nos devem ser dirigidos gradualmente para o 
modo formal. Não é nunca conveniente aprender 
a pensar geomètricamente sendo obrigado a repe-
tir os raciocínios doutrem sob « m a forma que 
aparecerá, pela natureza do caso, como artificial 
e anti-natural. 

Tradução de A. SÁ DA COSTA 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
Secçèo a cergo de A. Pereira Gomes 

S O C I E D A D E P O R T U G U E S A D E M A T E M Á T I C A 

No dia 20 de Março realizou-se a reünião ordi-
nária da Assembléia Geral da S, P. M, 

Aprovou-se por unanimidade o relatório e as 
contas da Direcção, relativos a 1942. 

Procedeu-se à eleição dos corpos gerentes para 

o biénio de 1943-44, cujos resultados foram os 
seguintes: 

Mesa da Assembléia Geral : Presidente, Dr. Luiz 
Passos; i.° secretário, Dr. Francisco Inácio da 
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Siiva; s.° secretário, Dr,il D. Maria Antónia Rêgo 
Chaves. 

Direcção: Presidente, Dr. Aureliano de Mira 
Fernandes; Vice-Ptesidente, Dr. Manuet Peres; 
Secretário Geral, Dr. Bento Caraça; Tesoureiro, 
Dr. Alfredo da Costa Miranda; Secretário, 
Dr. Carlos F. Carvalho ; 2," Secretário, Eng. F, Car-
valho Araújo; Vogal, Dr.4 D. Maria Henriqueta 
Trigo de Sousa Zanatti. 

Delegados à Associação Portuguesa para o Pro-

gresso das Ciências: Dr, Hento Caraça, Eng. Fran-
cisco Leite Pinto, 

Com o relatório da Direcção foi aprovado um 
voto de agradecimento à Imprensa, com menção 
especial da Gazeta de Matemática pela atenção 
com que seguiu a actividade da S P. M. 

Em 25 de Março, às 21 horas, na Faculdade de 
Ciências (Secção de Matemática) realiza-se a ce-
rimónia da posse dos novos corpos gerentes. 

S E M I N Á R I O D E F Í S I C A T E Ó R I C A A N E X O A O C . E . M . D O P O R T O 

No passado mês de Fevereiro o Assistente Fer-
nandes de Sá, da Faculdade de Ciências do Pôrto, 
efectuou duas comunicações sóbre alguns resul-
tados obtidos no trabalho que vem realizando 
dentro do Seminário de Física Teórica anexo ao 
Centro de Estudos Matemáticos daquela Facul-
dade, que, como já aqui dissemos, tem desenvol-
vido a sua actividade sob a orientação do Dr. Guido 
Beck, 

Na 1,* comunicação, Microestrutura geométrica 
do espaço-tempo electrónico, definiu-se uma geo-
metria do espaço métrico que no caso de 1 dimen-
sões permite uma nova interpretação das equa-
ções de Dirac da cinemática do electrão. O espaço 
definido apresenta flutuações próprias, microscó-

picas e leva a considerar as propriedades do elec-
trão como conseqüências da estrutura geométrica 
do contínuo espaço-tempo onde êle se move. . 

Pósto que não houvesse a intenção de axioma-
tizar a geometria considerada, iniciou-se o seu 
estudo no caso « = 3. 

Na 2.a comunicação, Transformações relativistas 
das grandezas quânticas, estudou-se o comporta-
mento das formas bilineares y* M-3 e das matrizes 
wMv em rotações espaciais e em transformações 
de Lorentz gerais ; £ e o representam spinores, 
í e ']> soluções matrizes da equação de Dirac, M é 
uma matriz do sistema base. 

A. PEREIRA GOMES 

S Ó B R E O E N S I N O D A M A T E M Á T I C A N A S U Í Ç A 

*• por Maria do Pilar Ribeiro 

III 

2. Pareceu-nos interessante, sobretudo para os 
Clubes de Matemática, dar uma idéia de uma lição 
sóbre assunto tão curioso como o problema dos 
isoperimetros. 

O curso de «Questões escolhidas de Geometria 
elementar» dado pelo prof. Hopf, é um curso do 
3,0 semestre muito freqüentado por professores 
de Liceu. Ocupa uma lição semanal de 2 tempos 
de 45 m. 

Depois do estudo anteriormente feito dos polie-
dros de Euler, análise de várias demonstrações 
do teorema de Euler para os poliedros convexos, 
aplicações, noções de topologia combinatória, teo-
rema da congruência de Cauchy para os poliedros 
convexos e de propriedades globais da curvatura 
em curvas e polígonos, começou nesta lição o 
estudo do problema dos isoperfmetros que pode 
enunciar-se como segue; Dado um nümero L > 0 , 

determinar a curva plana fechada de compri-
mento L que limita uma área máxima. A solu-
ção é, como se sabe, a circunferência de raio 
Lf%tt. A área é então y* — Z.1/^. 

O problema pode ainda ser pósto desta 2.a ma-
neira : Dadó um número y exprimindo uma área, 
determinar a curva plana fechada de comprimento 
mínimo que limite esta área. 

O problema data já da antiquldade grega (é o 
problema de Dido) e já então foi indicada a solu-
ção. Parece que, depois, o próprio Galileo se teria 
ocupado dêle. Pela primeira vez Steiner, em 1830, 
dá duas demonstrações muito interessantes mas 
incompletas, e ê Weierstrass, em 1870, que dêle 
dá a i.a demonstração completa. Analizam-se as 
duas demonstrações de Steiner e depois duas 
demonstrações modernas; 

Steiner demonstra que : dada uma curva plana 
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de comprimento L , que não seja a circunferência, 
é sempre possível determinar uma outra curva 
plana do mesmo comprimento, limitando uma 
ãrea maior. 

r.a hipótese. A curva não é convexa. Neste caso 
pode sempre traçar-se uma tangente comum a 
dois pontos da curva e tomar-se o simétrico dum 
dos arcos em relação à tangente. A nova curva 
tem o mesmo comprimento da anterior, mas limita 
uma área maior. Podemos passar, pois,ao exame 
da 2," hipótese: a curva é convexa. Seja L o seu 
comprimento e y a área que limita. Tomemos 
uma corda AB tal que dois arcos determinados 
por ela tenham o mesmo comprimento. A área y 
fica decomposta em duas, yt e jyä. Seja ^v, 
Tomando o simétrico do arco que limita a área y t 

em relação a AB, obteuho uma curva do mesmo 
comprimento Z. e limitando uma área 2y1>yl 

Podemos agora limitarmo-nos às curvas con-
vexas tendo um eixo de simetria. 

Ê sempre possível, se a curva não é uma cir-
cunferência, determinar um ponto P tal que o 
triângulo [ABP] não seja rectângulo em P. A sua 
área será máxima, supondo constante os compri-
mentos dos lados AP e BP, quando o ângulo 
APB fôr recto. Então podemos traçar um triân-
gulo rectângulo de catetos iguais a AP e BP Sö-
hre os quais se podem construir arcos congruen-
tes aos anteriormente determinados pelo ponto P 
sôbre o arco A B . Formando a figura simétrica 
da assim obtida em relação a AB, ficamos com 
uma curva de comprimento L, limitando uma 
área maior. 

E Steiner concluía daqui; Como êste processo 
era válido para tódas as curvas que não fóssem 
a circunferência, esta era aquela curva que limi-
tava uma área máxima. 

Esta conclusão não é, como fácil mente se veri-
fica, legítima: Há problemas de extremais que 
não têm solução; Steiner não deu senão um pro-
cesso para construir uma nova curva a partir de 
curvas que não são circunferências, e nada afir-
mou quanto â existência duma curva limitando 
uma área máxima. 

Um exemplo de problema análogo, sem solu-
ção, é o seguinte: Dado um segmento de recta AB 

e uma recta AC de direcção diferente de AB 
-—- i 

determinar uma curva AB tangente em A a AC 
e cujo comprimento seja mínimo. É fácil ver que 
dada uma curva de comprimento L. è sempre 
possível determinar uma outra, satisfazendo am-
bas às condições impostas, e de comprimento 
menor. A menor distância de A a B é o segmento 

AB que só seria solução quando as direcções de 
AC e AB coincidissem. E pode esciarecer-se o 
raciocínio de Steiner estabelecendo o paralelo 
com o seguinte: 

Consideremos a sucessão dos números naturais 

1 , 2 , 3 , . - , « , - • • 

e seja s>(«) um processo que permite dado um 
número n obter um maior ( o seu quadrado, por 
exemplo). Êste processo aplica-se a todos os 
números naturais, excepto 1 . 

Concluir-se-ia com Steiner: Dado um número 
qualquer natural, diferente de 1, é sempre possí-
vel determinar um maior. Então 1 é o maior de 
todos. 

Steiner deu ainda uma 2.a demonstração do 
mesmo problema ; mas incorreu no mesmo êrro. 
Ela corresponde à a.a maneira de formular o pro-
blema e é, como a anterior, interessante e enge-
nhosa. 

Ele demonstra que dada uma área y limitada 
por uma curva de comprimento L , é sempre pos-
sível, se a curva não fftr a circunferência, deter-
minar uma curva de comprimento Z.* < L limi-
tando a mesma área. 

Podemos, como anteriormente, analizar o caso 
das curvas convexas. 

Tomemos uma recta d, de direcção qualquer, 
mas cuja direcção não é a dum eixo de simetria 
para a curva, e as cordas perpendiculares a esta 
recta. Se transportarmos estas cordas, paralela-
mente a si mesmas, e de modo que os seus meios 
fiquem sobre a recta d, obteremos uma nova 
curva & simétrica em relação a d. Esta curva 
limita uma área y* — y (princípio de Cavaliéri) e 
tem um comprimento IJ < L (determinem-se os 
comprimentos das duas curvas). 

Como a circunferência é a única curva para a 
qual não existe uma direcção a que não corres-
ponda um eixo de simetria, Steiner tirou conclu-
sões análogas às anteriores. 

Além de Steiner, preocuparam-se com o pro-
blema os irmãos João e Jacob Bernouilli e Euler 
que deram a condição necessária. O problema 
estava nos fundamentos do cálculo das variações, 
mas só, com Weierstrass {1879), a análise atinge o 
desenvolvimento que lhe permite dar então uma 
condição suficiente, embora por um processo 
nada elementar. 

Schwarz, em 1884, dá também uma demonstra-
ção, mas embora se não sirva de grande apare-
lhagem matemática, a sua demonstração também 
não é fácil. Coloca a questão para os polígonos 
de M lados iguais, não regulares, e demonstra que 
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os polígonos nestas condições que ocupam uma 
maior área são os regulares. Por considerações 
para as curvas circunscritas a polígonos, demons-
tra ser a circunferência a que limita uma área 
maior. 

Podem consultar-se para este problema os 
livros ; Blaschke — «Kreis und KugeU e Bonnesen 
— «Les problèmes des isoperimêtres et des isé-
píphaues». 

As duas demonstrações modernas aparecem em 
1902 com Hurwiti: e em 1939 com F. Schmidt, 

O professor Hopf desenvolveu estas duas de-
monstrações na lição seguinte, discutíu-as e mos-
trou uma conexão inesperada entre a teoria das 
séries trigonométricas e o problema dos isoperí-
metros que é posta em relévo pela demonstração 
de Hurwitz. 

3. O 3.0 curso a que nos referimos é o de geo-
metria diferencial regido pelo prof. Plancherel. 

Compreende 4 tempos semanais de 45 m sendo 
um déies dedicado à correcção de exercícios pro-
postos em lições anteriores. 

Foram até agora resolvidos 36 exercícios dos 
quais transcrevemos alguns que podem dar uma 
idéia do nível do ensino neste 3,0 semestre da 
Escola. 

1) Demonstrar que, se o plano osculador a uma 
curva torsa C é tangente a uma esfera fixa de cen-
tro O: o plano rectificante passa pelo ponto O ; 
2.0 a razão entre o raio de curvatura p—l/Á e o 

raio de torsão 1/t é uma função linear do arco 
p/a^As + B e 3,° estabelecer os recíprocos. 

2) Demonstrar que o plano tangente à superfí-
cie x y z ^ a 1 , limita com os planos de coordenadas 
um tetaedro de volume constante. 

3) Consideremos a família dos planos rectifi-
cantes duma curva. Mostrar que a característica 
do plano rectificante é o eixo instantâneo de ro-
tação do triedro de Frenet. 

4) Une-te um ponto fixo O a um ponto variá-
vel P que se desloca sôbre uma superfície esfé-
rica. Determinar o invólucro dos planos que pas-
sam por P perpendiculares a OP . 

5) Demonstrar que a superfície -ia2 — 
—2«3)(y!—2a-) possue uma linha de pontos um-
bilicais e que esta linha è a intersecção desta 
superfície com a esfera x* . 

<i) Demonstrar a proposição seguinte: Se a 
curva de intersecção de duas superfícies é uma 
linha de curvatura para cada uma das duas super-
fícies, estas cortam-se ao longo desta linha sob 
nm ângulo constante e reciprocamente. (Utilizar 
a fórmula de O. Rodrigues). 

7) Demonstrar que as torsões de duas linhas 
assintóticas qne passam por um ponto duma su-
perfície são iguais e de sinais contrários e que o 
quadrado da torsão da linha assintótica é igual à 
curvatura total com o sinal trocado. 

A N T O L O G I A 

O « D I S C R E T O » E O « C O N T I N U O » 

por E. T. Bell 
(de iMen oi mathematîcsJ, traduzido em írancês com o titulo «Les grands mathématiciens») 

Desde os tempos mais remotos, duas tendên-
cias inversas, que por vezes se auxiliam mutua-
mente, têm governado o desenvolvimento geral 
da Matemática: uma refere-se ao «discreto»; a 
outra, ao «continuo», 

O discreto aplica-se a descrever tõda a Natu-
reza e tôda a Matemática, atómicamente, por meio 
de elementos distintos, individualmente identifi-
cáveis, como os tijolos duma parede, os números 
1, 2, 3, etc. O continuo procura esquematizar os 
fenómenos naturais, o curso dum planeta sôbre 
a sua órbita, a passagem duma corrente eléctrica, 
os movimentos periódicos das marés e uma mul-

tidão de outros fenómenos que nos induzem a 
crer que conhecemos a Natureza segundo a fór-
mula mística de Heraclito: «Tudo flue». Hoje, 
êste «fluir» ou o seu equivalente «a continui-
dade» tornou-se uma idéia tão pouco clara que 
é quási vasia de sentido. Mas deixemos isso por 
agora. 

Intuitivamente, nós sentimos que sabemos o que 
se deva entender por «movimento contínuo» 
como o duma ave ou duma bala no ar, ou a queda 
duma gota da chuva. Êste movimento tdoce; não 
se faz por sacadas, é ininterrupto. No movimento 
contínuo ou, mais geralmente, na própria conti-


