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e C=90°—B=36°52'11",25. Seria fdcil ver que a
equacdo tgB/2=1/3 condus a B=36°52'11"25 e
C=53°7/48"75.

1378 — A é4rea da corda circular limitada pelas
circunferéncias inscrita e circunsecrita a um hexé-
gono regular é igual a 31,4 cm?, Determinar a drea
do hexagono. R: Sendo R e r (R>r) os raios das
circunferéncias que limitam a coréa circular, a sua
drea serd: =(R2—r?)=31,4cm? donde R2—r?=10cm?
(com ==3,14). O lado do hexdgono é R ¢ o seu apo-

tema v. E fdcil ver que r’=R?*—R?4, r=R/3[2
e portanto R2—r?=1/4.R?=10cm?, R=2}/10 cm
A drea do hexdgono serd pois S=60y/3 cm?.

1379 —Inscrever numa circunferéncia de raio R
um tridngulo is6sceles tal que a base seja m/n da
altura. R : E fdcil ver gue em tal tridngulo se veri-
ficard a relagdo R*=(h—R24(b/2)2, sendo h a
altura e b a sua base. Atendendo a gue b=m|n-h,
vird : (m2+44n?)/4n2. h? —2Rh=0 donde h=0, solu-
¢do sem inlerésse e h=8Rn?/(m?+44n?).

1380 — Dado um tetraedro regular de aresta @,
tirar, por uma das arestas, um plano que divida
o tetraedro em duas partes cujos volumes estejam
na razio 1/2. R: A4 solugdo é evidente. Com efeito,
visto que o plano passa por uma das arestas, o
tetraedro dado ficard dividido noutros dois fetrae-
dros ndo regulares com a mesma altura do pro-
posto; portanto a rasdo dos seus volumes Vy e Vs,
serd a rasdo das dreas das suas bases By e B, . As
suas bases serdo dois triangulos cujas alturas sdo
iguais a altura do lridngulo equildtero, base do
tetraedro dado; portanto a razdo das suas dreas
serd a rasdo das suas bases by e by. Logo V/V,=
=B,/By=by/bs=1/2. Trata-se pois de faser passar
um plano por uma aresta do tetraedro regular ¢
pelo ponto que divide a aresta oposta em dois
segmentos de rasdo 1/2. Como hd dois pontos nes-
tas condigldes, o problema admile duas solugies.
Sdo dois planos simétricos em relagdo ao plano
que passa pela mesma aresta e pelo ponto médio
da aresta oposta.

Solucdes dos n.” 1575 a 1380 de O. Morbey Rodrigues.

MATEMATICAS SUPERIORES

Exames de freqiiéncia

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — ALGEBRA suPERIOR — .° exame de freqiién-
cia, 1943.
I

V==
1381 — Derive y=(1+tg?x)"¢€ -
1382 — Primitive
2x 1 x
¥~ 14 cos 2x xya?2—2 a—1

1383 — Forme a ruzfo incremental, de

T
S (®)
relativamente ao valor x=a (f(a) +0) e prove a
sua convergéncia, supondo que f'(a) existe.
11

1384 — Como sdo constituidas as seccdes de
‘nameros racionais de que /3 & fecho comum?

1385 — |/ & racional ou irracional ? Porqué?

1386 — Se u,—+—co e v, > 2,07

1387 — Quando & descreve a recta que passa

pelos afixos de s'=1 e s''=—7, entre que limites
varia o seu argumento principal ?

1388 — Quais sdo (entre 0 e 2x) os argumentos
das raizes cibicas de §9?

1389 — Que & o circulo de convergéncia de
uma série de poténcias 2a,s"? Que valor tem o
raio désse circulo?

1390 — Pode dar-se o caso de a série divergir
num ponto da circunferéncia désse circulo, sendo
absolutamente convergente noutro ponto da
mesma linha? Porquée ?

1391 — De que grau é a derivada de ordem #
de um polinémio de grau »?

1392 — Se ¢ (x) >0 e ¢(x) forem func¢des con-

]
tinuas no ponto a, [¢(x)]?*) também & continua
nésse ponto ? Porqué ?

1393 — Se duas fungdes ¢ (x) e §(x) diferem
por um polinémio do 2.° grau, qual a diferenca
das suas primitivas ?

III

1394 — Trocando numa dada série cada térmo
#y, com o termo #y,,4, vem uma série da mesma
natureza ? Porqué ?

1395 — Sejam Py Py P, Py os afixos das rafzes
quartas de certo nimero 4 . Imprima-se ao qua-
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drado daqueles pontos uma rotagdo de amplitude
w>0 em térno do centro. Que representam os
novos pontos Oy @y Qs Os?

1396 — Demonstre a igualdade
sh(a+b)=sha - chb+shb - cha .

F. C. P.— ArLGERrRA SupPERIOR —2.° Exame de freqiién-
cia, Maio de 1942

Ponto n.® 1

1397 — Resolver a equagéo 3x5—2x1—3x+2=0.
R: Admite as raises 1 ¢ —1. Baixando o grau
temos 3x3—2x24+3x—2=0. Fasendo y=3x vem:
y3—2y24+9y—18=0. Admile as raises 2 e | 3i.
Soluges : x3=1; Xp=—1; X3=2/3; x4y=1i; Xy=—1i.

1308 — Achar a equacio do lugar geométrico
dos pés das perpendiculares tiradas do ponto (1,2)
sobre as rectas cuja distancia ao centro da cir-
cunferéncia x2+4 y2—2y—3=0 & igual a metade do
raio da mesma. R: Temos R=2. Designando
por Ax+By+C=0 a equacdo da recta vem:
B+C=yA2+B? ou C?+2BC—A2=0. Egquacdes

Bx—Ay+2A—B=0
{ Ax+By+C=0.

o seguinte: y2+42x2—4y—3x+5=0. ’
'~ 1399 — Dada a cénica 22— y2+4-xy—x =0 deter-
minar: @) Os didmetros principais. &) As assin-
totas. ¢) O polo do eixo OX. R: a) 4As equa-
¢bes dos didmetros principais sao: (1+/10)x+
+(7—2¢y/10) y=1 ¢ (1—y/10) x+(7+2y10)y=1.
b) As equagbes das assinfotas sdo: y—1/9=
=2(x—2/9) ¢ y—1/9=—(x—2/9). ¢) O polo é o
ponto (0,1).

da perpendicular Obtém-se

1400 — Mostrar que os planos 2x+ay+s—a=0
passam pela mesma recta. Determinar os cosenos
directores dessa recta. ;Que valor se deve atri-
buir a @ para que o plano correspondente seja
perpendicular ao plano 3x —y+ 45—2=07? R:
cosa=—1/1/5, cos =0, cos y=2//5; a=10.

Solugdes dos n.”® 1397 a 1400 de J. Rios de Sousa.

I. 8. C. E. F. — 1.2 capEmra — 2.° Exame de Freqiiéncia
— Extraordinario, 23-VI-42.

1401 — Estudar e representar geométricamente
a fungdo y=Ilog (1—a?). Utilisar o seu desenvol-
vimento em série para o célculo do valor da fun-
gdo para x=1/3 com um érro superior a 104,
R: A4 funcdo é definida no campo real verificada
a condigdo 1—x2>0; o seu dominio é, portanto, o
sntervalo aberto (—1,+1) e o contra-dominio o
intervalo aberto a esquerda (—coo ,0). A funcdo é

par, a sua imagem geomélrica admite como eixo
de simetria o eixo Oy. A origem é um ponto de
mdximo, como se reconhece imediatamente, A fun-

- ¢do ndo admite oulyos mdximos ou minimos,; com

efeito, tem-se y'= —2x/(1—x2). Por ser
—2 (1+x2)
Y'=—d—=F
imagem da funcdo tem sempre a concavidade vol-
tada no sentido dos yy negativos e ndo tem pontos
de inflexdo. Os pontos x=+1 sdo pontos de des-
continuidade, visto que ndo existem os limites

lim e lim y, e fem-se lim y=—co ¢
x—&—|—0y x—=140 y x-)—I'HJy

lim y=—co. E sabido que log (1—x)=—x—

x = {=0

>0 gualquer que seja x real, a

—x%2—...X"n—... e, portanto, log (1—x?)=—x2—

—x4/2—... —x®n—..., Para x=1/3<1 serd
1 1 1 2

log (1*§)=—§—ﬁ ————— m—-“. A con-

vergéncia desta série pode ser verificada pelo cri-
tério d’Alembert e, por consegiiéncia (V. «Gazeta

1
de Matematica» n.° 11), fem-se _W—
1

1

(p+2) 3%+t S13-3s=n (k+k: -],
p.3® Lals. B 1
k=———,0u8< e R e e
(p+1)8%+2’ "~ —p3% 1k (p+1)3%+_p.3»

Se considerarmos tris termos da série, comeleremos
um érro sistemdtico inferior a 1/24057. Se efec-
tuarmos o cdlculo de cada wm déstes trés termos
alé a quinta casa décimal, comeleremos érros de
cdlculo tais que @ soma dos seus modulos é infe-

1
rior a 3[100000. Logo, log(i-a)_—_-—o,lnu_
—0,00617—0,00045= —0,1177,

1402 — Resolver a equagdo 2a5—6x+3=0,
Utilisar o método grifico para a localizacio das
raizes irracionais e determini-las com um érro
inferior a 1072, R: A4 equagdo pode pir-se sob a
forma 2x5=6x—-3. As suas raises reais serdo as
abscissas dos ponfos de intersecgdo das curvas
y=2x% ¢ y=6x—3., A4 eguacdo admite duas raises
posilivas e uma negativa, que perfesnicemn aos inter-
valos (0,1) (1,2) (—2,—1). 4s outras duas raises
sdo complexas conjugadas. As tréis raises reais
ndo sdo inteiras. Também ndo sdo fracciondrias,
porque a equagdo ndo é satisfeita para x=+1/2,
+3/2, wunicos mimeros fracciondrios que poderiam
Ser Suas raizes.

Uma tibua de poléncias e uma mdquina de cal-
cular permitem a construgdo dos quadros de que
se dedusiria —1 ,41<x;<1,40, 0,51<x,<0,52 ¢
1,13<x;<1,14.,

onde
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1403 — Dada func¢do s=log (x2+ 32)+arctg y/x
calcular as suas derivadas de 1.» e 2,2 ordens.

R: bz 2 A o 2Ry

: . xyr XAy 2ty
AL L S S L
by XELEYE xrlyr xP+yt
¥z  2y242xy —4x? .
e (YR

¥z yl—4xy—x? ¥z
xdy  (+YP ydx
jzi - 2 (x2—xy —y?)
wr (B+yr
Solugdes dos n.°® 1401 a 1403 de A, S4 da Costa.

F. C. L. —MatemiTicas GeErais — 1.° exame de fre-
giiéncia, Marco 1942

Ponto n." 4

1404 — Verifique a identidade vectorial :

(u+ v+ (u—v)'=2(u2+v?). Traduzird alguma
propriedade do paralelogramo? R: A identidade
verifica-se imediatamente. Com efeilo, é (n+v)i=
=u’+vi42uxv e (Uu—v)=u+v:—2uxv e no-
tando que mod (u+v) e mod (u—v) sdo as medidas
das diagonais do paralelogramo construido sibre
u e v, a propriedade referida pode enunciar-se :
«a soma dos quadrados das diagonais é igual ao
débro da soma dos quadrados dos lados».

1405 — Construa o produto das # determinagdes
de "4 (A >0). Tenha em atengio a paridade
de #. R: Seja o="yA (k=0,1,2,--.n-—-1).

ot 2k 2k=)
Tem-se a—("y/A) (cos —nE—F isen ?r) O pro-
duto dos modulos de o, é, evidentemente, A ; a soma

—1)=
0 Bl I, L ol 2, 0
A

dos argumentos é TR =

2r
=43 1+2+--+n—1)=(n—1)=. Se n ¢ impar o

produto Nay tewn o valor A e se n for par o
valor —A.

1406 — Dados a recta » e o plano = de equa-

coes: r= e m=x+y+s=1 determine a

y=3
equagdo do plano que passa por # e € perpendi-
cular a = e a do queé passa pela mesma recta e
faz o menor angulo com =. R: 4 equagdo do feixe
de planos de ¢ixo v é x—2+u(y—3)=0; para o
Plano desta familia perpendicular a = tem-se
1+2=0 ¢ portanto a equacdo x—y+1=0. O dn-

GAZETA DE MATEMATICA

nx<r
mod n.modr
sendo n o vector de = n=i+j+k, modn=y3 er
o vector de r,r=k, modr=1. Tem-se entdo
seno={/3/3 ou cose=V2[3. Para a plano que
fas o menor dngulo com = tem de determinar-se )

. i, ,L/E donde 32—2).+1=0

V3.yitz /3
ou r=1. O piano pedido tem pois por equagdo
x+y—5=0. -

gulo o dexr com = é dado por seng =

de modo que

F. C. L. — MaTemATicAS GERAIS —1.° gexame de fre-
qiiéncia, 25 de Fevereiro de 1942.
Ponto n.° 1
1407 — Designando por o4, 2, € 23 os valores
por ordem crescente dos argumentos de 3\/1,

desenvolver o determinante: D (x)=| oy x a2
0 ap a3
-1 0 o4

e calcular D(23). R: Tem-se D (x)=03x2—a3x+
+ajazay € D (R.z)=u‘.‘} —ogastagapaz=1, atendendo
a que oi=1 ¢ a que ay=1.

. 1408 —Siao dados os vectores: P—0=i+3j+3k,
Q—0=2j, R—0=j +2k . Determinar o volume do

‘tetraedro [OPQR], a édrea da face oposta ao vér-

tice O e as equagdes das faces. Pela projeccio
de P sobre o plano #=0 conduzir uma recta que
determine com os eixos OX e OY um triangulo
de 4rea 8. (O € a origem do referencial). R : Fol.
1 11133
[OPQR] =G (P~0)=<(Q-O)AR—0)~¢| 1 © o
012
=2/3. Area [PQR]=1/2- mod [(P—Q)A(R—Q)]=
= /30/2 vistoque P—Q—=i+j+3k, R—Q=—j+2k
e (P-Q)A(R—-Q)=| i j k |=5i—2j—k. 4s
iyl &7 ‘
0 —1 2|
coordenadas dos vértices sao O (0,0,0), P(1,3,3),
Q(0,2,0) e R(0,1,2), a equagdo da face OQR
éx=0c¢adaface PQRé ([x y & 1|=0. 4 pro-
3 381
S0V,

s B i |

Jjecgdo de P sébre z—0 é o ponto P'(1,3,0) ou
simplesmente P/ (1,3). Trata-se de um problema
de geometria plana.

Seja x/p+y/q=1 a equa¢do procurada. Temos
+8=pq/2 e 1/p+3/q=1, sistema que fornece as
solugbes pedidas.

Solugdes dos n,” 1404 a 1408 de M. Zaluar.

1
0
0
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CALCULO INFINITESIMAL E ANALISE SUPERIOR

F.C.P.—

1409 — Integrar o sistema 3/ 45y —3z=¢",
s'4+6y—4s=x. R: Aplicando o simbolo D vem :
£ —3e*+3x
Y Ds_ap?i5D—2
+Cixe*+Cye*+-3/2.x2e*—8/2.x—15/4 e
z2=(2C;+2/3.C,) e*+2C; xe* +3C; e +3x2 e* +
+2x%e*1-2/3 - ex—5/2- x—25/4.

CircurLo —2.° exame de fregiléncia, 1941-42

¢ integrando vem : y=Cye*+

1410 — Calcular [fdxdy. O dominio D & limi-

D
tado pelas linhas _y=-—1:f2+1 y=x+1 e
14x
»=2(2—%). R: 1=fdx fdy+fdx fdy-a,rz
0 1—x/2 1—x/2

1411 — Determinar a tangente 2 linha 23+ xy2—
—292=0 pa origem.

1412 — Determinar a evoluta da linha y=2?/2.

1413 — Determinar a subtangente da linha
x=§; y=senr=#2+f no ponto correspondente a
=1,

1414 — Determinar os pontos de inflexdo da
linha y=senx+cosax.
cos?f

ené

1415—Determinaras assintotas dalinha p=

1416 — Integrar a equagio »?—xy'4+y=0 e
determinar a solugido singular.
Solugdes dos n.°* 1409 e 1410 de J. Rios de Sousa.

F. C. P. — Circuro InFiuTESIMAL — 2.° exame de fre-
qliéncia, 1943
Ponto n.” 1

1417 — Integrar a equagdo (a2—1)y'—2y=1, e

determinar o raio de curvatura, ma origem, da
linha integral que passa por &ste ponto. R: Pode

A e dy

integrar-se por separacdo de varidveis : 2y TR T

Pt =0; o integral geral é 2y+1= C
1 ) tnieg & y +1

Para x=y=0, vem C=—1; a linha integral que

passa pela origem tem, pois, para equagio 2y +1—=
-:%- Como yo=—1, yo =2, vem Ry= /2.

—=tg?

1418 — Integrar o sistema {27 Mty e

) "—zl4y+o=tgx,

e determinar o plano osculador no ponto (0,2, —1)

da linha integral que passa por éste ponto. R:

Dy+z=tg?x
y+(D2—D+1)z=tgx;
eliminando y, vem (D3—D2+D—1)z=1, cujo inte-
gral geral é z=C; e*+Cycosx+Cysenx—1; e,
portanto, y=—Cie*+Cycosx—Cysenx+1+tgx.
As condicies iniciais ddo-nos C;=0, C;=0, Cy=1;
a linha integral tem, pois, para equacies
= t 1 =1 =—1
y=cosx+tgx+ s " donds Yo X Yu .
z=senx—1 Zp=1 o =0
A equagdo do plano osculador é x—z=1.

Usando o simbolo D, fica i

1419— Calcular f] o dx dy. O domfnio D
1wty

é limitado pela curva p=0(0 <6 <=/2) e pelo eixo
dos yy. R: Temos, em coordenadas polares

= ] = N
{x e ﬂxz Y4 dy=J[pcos?ﬂdgda=
n*

y=¢senb’
wf2 ‘mf::

1
cos 20 do J pde=< } ®cos20do; inlegrando

por partes vem 1=—=/8. Podiamos iniegrar em
primeivo lugar em ordem a 6; ¢, enido,

w/a /2

I=ffpcos%dpd&=fadpf cos 20 do—
w 3

T2
- -1/2f psen 2y dp=—=/8.

1420—Sejam x — co; Y = se2n e A Vg“
as equagdes da linha (L) e sobre a binormal em M
marque-se um segmento MP de comprimento
constante /. Determinar o 4ngulo 6 que a tangente
em M & curva (L) faz com a tangente em P a
linha (¢) lugar dos pontos P. R: A4 linha (L) €
uma hélice em que u=s. Teremos em notagdo
vectorial: P=M-1b; afendendo a segunda for-

donde

d
mula de Frenel, vem ~£=t+l—°

T?

1 dP
g | t=t | t+f n|t=1. Temos, pois, i =1,

dP\ 2 1* 2
—_ P o |
sendo ( ds) = Comnto V3 vem

'

finalmente coso= m .

Solugdes dos n.°* 1417 a 1420 de A. Pereira Gomes.
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I. 8. T.— CircurLo — 2.° exame de freqiiéncia, 1942-43

1421 — Dadas as trés fungdes P=xy, O=ys,
R=sx, verificar o teorema de Ostrogradski no
cilindroide limitado pelo plano xy, pela superfi-
cie cilindrica x?2+43?=1 e pelo hemisfério supe-
rior da esfera a?+3y?+(g—4)p=1.

fff bP‘l-a—Q+2’R)d.xdycl,z-=-~f‘f.(1-‘co.s:u+
4+Qcos B+R cos 7) dS; fff(y+2+x)dxdy dz=

-ff(xycos a+yzcosB+zxcosy)dS onde V ¢ S
-}

sdo o volume e a superficie do cilindroide definido
no enunciado. Tem-se fj (x+y+z)dxdydz=

.=‘[)[f(x+y+z)dx dydz+fjf(x+y+z)dxdydz
1 ]

onde V1 é o volume do cilindro definido por z=0,
z=4, x2+y?=1 ¢ V; o do hemisfério definido por
z=4, x4+ y2+(z—4pR=1. Tem-se

J:f (x+y+z)dxdydz—ffxdxdytfdz+

+ V T—yt +\f 1—x%

+ffydyclz [ d.x+ffzdxdz [ ax-

Vs —Vi=a
—4ffxdxdy+2ffy1/1~y2dydz+
+2If Vl—x*dxdz onde A,Al,A} sdo as

dreas limitadas por x2+y?=1; y=+1; z=0;z=4 ¢
x==11,2z=0, z=4, respectivamente. Analogamente

oV =i

Iff(x+y+z)dxdydz=ffxdxdy

+V === +V l—xt-u—m

+fydydz f dx+ffzd£dz

—Vi———an = T

dz+

dy=

5% f x VIx2_yidx dy+2 f f y VI—y*—(z—4)2dy dz+
By Ay
+2 szl—xf— z—4)ydxdz. Por outro lado,
A!

2
tem-se ff(xy cos a + yz cos B+ zx cos 7) dS =
5

=ff(xy cos a+yz cos f+zx cos ) dS;+
8y

+ff(xy cos a+yZcos f+zxcosy)dS; onde S; é
Sq

a superficie do cilindro definido por x*+y'=1,
z=0, z=4 ¢ S; a do hemisfério superior de
xt+y2+(z—4P=1 ¢ z=4. Tem-se

.!' (xy cos a-+yz cos B+zx cos ) dSy=

1

—2 f J’ yV/1yidydz+2 f f zy/I-xidxdz+4 [ f xdxdy
Ay Aj 1
£ (xy cos a.+yz cos f+zx cos y) dS;=

~2f [y 1=y =G4y dy da+
Ay

42 _f f 2/ 1—x—(z—dydxdz + f f xy/I-x—y'dxdy
Ay Ay

onde A, A;, Af, A,, A} ¢

definidas.

+ sdo as dreas jd

1422 — Calcular o volume limitado pela esfera
de raio 3 e de centro na origem, pelo plano xy e
pela superficie cilindrica x? (24 y?)=9(22—3?).

+oop

R: V-fjfdxdydz— fdxdy f dz=

-V g

=2ff V 9—x2—y2dx dy onde A ¢ a drea limitada
A

por x*(x’+y2)+9(y?—x?)=0;

+x D—x1
+3 Ot

V= [dx f V9—x2—yidy.
_‘3 9—x?
~V=

1423 — Integrar a equacgio
(2% +2x) ¥"' — (24 2x) »' + 2y = (22 + 2x)* sabendo
que € y=¢; 2°+¢; (14 x) o integral geral da equa-
¢do homogénea correspondente. R: 4 equagdo
admite um integral particular da forma Y —axi|
+bx¥t-ex?+dx+e=xi/642x33. O integral geral
é y+Y.

1424 — Determinar as curvas planas cujo raio
de curvatura é inversamente proporcional a raiz
quadrada da derivada (em ordem 2a abscissa) do
coeficiente angular da tangente. R: O problema
redus-se a integragdo da equagdo diferencial
i ) s Vy'=k 12)3 k2 yll

37 y'=k oun (1+y'23=k?y! gue, me-
diante a mudanga y'=z, se converte em (1+42z2)3=
=k?z!, equagdo de varidveis separdveis,

Solugdes dos n.°® 1421 a 1424 de A. Sd da Costa.
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F. C. P.— AnirisE SUPERIOR — 3.° exercicio de repeti-
¢ao, 5 de Fevereiro de 1943

1425 — Determinar uma fungdo analitica tal que
s
a parte real seja: ¢e=a2—y2+ 3 log (x?+?) e que
tome o valor —1 para s=¢. R: z2+4log z—ix/2.,

dz '
== —— 1
1426 — Calcular f EYPEEN/ ao longo

duma circunferéncia de raio 2 e centro 0. R:

( 1
ARe|———=4+—=]"
‘”( 6y3 vz)
1427 — Calcular, aproveitando a teoria dos resi-

T
duos o seguinte integral:
gu gr 1+a2

b
que 5'=p!2 ¢!/2i-(HBT) ¢ gye 0 € um ponto critico
da fungdo, R: —=/ /2.

Solugdes dos n.** 1425 a 1427 de J. Rios de Sousa.

dx . Lembra-se

MECANICA RACIONAL-FISICA MA'I:EMATICA - ASTRONOMIA

1. 8. T. — Mecinica RacionaL — 2.° exame, 1942

1428 — Quando é que excepcionalmente nio
existe, no movimento instantineo dum sélido, um
s6 ponto de aceleragdo nula?

1429 — Um fio flexivel e inextensivel, pesado
e homogéneo, de comprimento dado, é€ suspenso,
uma primeira vez, pelas suas extremidades, em
dois pontos 4 e B situados 4 mesma altura. O
mesmo fio & suspenso, uma segunda vez, pelas
suas extremidades, nos pontos 4 e B e pelo seu
meio no ponto C que & o meio do segmento AB.
Mostrar que, no segundo caso, as tensdes das
duas catenarias, em 4 e 5, fazem, com a verti-
cal, o mesmo angulo que faziam as da cateniria

primitiva ; e que a sua grandeza comum é metade

da grandeza das tensGes da primeira catendria.

1430 — Conhecidos os eixos principais de inér-
cia, em relagio a um ponto O, determinar os
pontos. do espago em relacio aos quais os eixos
principais sdo paralelos aqueles. Discussdo.

1431 — Um ponto pesado & obrigado a mover-
-se, sem atrito, sobre uma superficie cilindrica de
geratrizes verticais. Qualquer que seja a secgdo
recta da superficie cilindrica, a trajectéria do
ponto é tal que a sua transformada, na planifica-
¢do da superficie, € uma parabola.

F. C. P. — FisiCA MATEMATICA — 2.° exame de freqilén-
cia, 21 de Maio de 1942

1432 — Seja f(x) uma fung¢do mensurivel em
Ry e E um conjunto mensuravel -L arbitrario.
1) A que condigdes se deve sugeitar f(x) para

que a fungio de conjunto u (E)=L_ff(x) dx se
E
possa identificar com uma medida (exterior) de £7?

R: A fung¢do f(x) deve ser uma fungldo mensurd-
vel, satisfasendo a |E [f(x)<0]|=0. 2) Sera

possivel escrever todo o conjunto £ como soma
dum nimero finito ou infinito numeravel de con-
juntos E; de medida p finita? R: A4proveite-se
a possibilidade de decompor o conjunto E numa

soma de conjuntos E—= ﬁ G, disjuntos, mensurd-
i=1

veis e de medida L finita; e atenda-se a que é

possivel escrever o mesmo conjunto E do seguinte

modo E-ﬁ E-E {n—lgf(x)<n]=-ﬁ H;. 4 so-
=1 = i1

lugdo do problema é entdo E= ﬁ G, . H; visto que

§, =i
no confjunto da medida L finita, G;-H,, a fun-
¢do f(x) é limitada. 3) A que condigdo satisfazem
duas fungdes f(x) e g (x¥) que conduzem & mesma
medida p.? R: 4s duas fungoes devem ser equi-
valentes. 4) Supondo que f(x) & somavel em Ry,
mostrar que para todo o ndimero arbitririo » se
pode determinar um conjunto aberto G satisfa-
zendo as duas seguintes condigdes: G2 E e

Y4 f f(®)dx <wn. R: Se assim ndo fdsse. cons-
G—E

truir-se-ia uma sucessdo de conjunios G, satisfa-
sendoa G,oE, |G—E; < e L f f(x)dx>n
G, —E

e mnesse caso fer-se-ia por passagem ao limile

a0
Ji(x)dx>n, sendo B= II 2 (G,—E) o gque é
B me={ p=m

absurdo visto que B é um conjunto de medida L
nula,

Solugdes de L. Neves Real,

F. C. P, — AsTronomiA — 2.° exame de freqiiéncia, ano
lectivo 1941-42

I Parte— 1. Deduza a expressdo da variacdo
da latitude celeste duma estréla em virtude do
fenémeno da aberracido das fixas.

2. Em que difere o fen6meno da aberragio pla-
netaria do fenémeno da aberracio das fixas ?
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3. Como atende ao efeito da aberragdo diurna
nas observacdes feitas com o instrumento de pas-
sagens suposto colocado no meridiano?

4, ; A aberragdo tem alguma influéncia sobre
as observacdes feitas com o astroldbio de pris-
ma?

5. A que chama periodo sinédico dum planeta?
¢ O periodo sinédico dum planeta é maior ou me-
nor que um ano ? Justifique as respostas.

6. As fases dos planetas dependem aas posi-
¢oes relativas do planeta, do Sol e da Terra?
Examine em pormenor o caso dos planetas exte-
riores.

7. Explique o que & a elipse de paralaxe anual
e deduza as expressdes analiticas dos seus eixos.

8. Explique o que entende por depressio do

horizonte e como a4 toma em consideragdo nas
observagdes teitas com o sextante.

9. Indique os érros dum altazimute distingnindo
os de construcio do instrumento dos de coloca-

c¢do.

II Parfe — Quais sdo as declinagbes das estré-
las que, devido a refraccdo astronémica, se vém
acima do horizonte durante o espago de um dia,
mais 8 minutos siderais do que se a refracgdo ndo
existisse ? Latitude do local 41°8' N .

Nota — Os alunos tém hora e meia para responder a pri-
meira parte e outra hora e meia para responder a segunda.
Em relacfio & primeira parte os alunos devem : responder a
uma das preguntas 1, 2, 5 ou 4; responder a uma das pregun-
tas 5 ou 6: responder as preguntas 7, § e 9, Seguidamente
podem responder &s restantes preguntas.

PROBLEMAS

As resolugbes de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia 15 do més
anterior ao do aparecimento de cada mimero da Gazeta,

Para facilitar a organisacdo da secgdo, pedimos que cada resolugcdo seja transcrita
numa folha de papel, utilisada sé de um lado (onde outros assuntos ndo sejam tra-
tados), com a sndicacdo do nome e da morada do autor.

Das resolugies recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das
melhores e mencionam-se os autores de tédas as resolugdes correctas e so destas.

PROBLEMAS PROPOSTOS

1433 — Estabelecer a férmula
Jsen"'xcos(n+1)x.-dx= &:os'm-k C

(Euler). Achar as férmulas correspondentes para
Ssen"'x sen (n+1) xdx, [cos™'x cos (n+1) xdx,

Jcos"'x sen (n+1) x-dx.
b A L
1434 — Caleular I, .= [7————= (m,n intei-
: Va+bx
ros positivos).

1435 — Achar em termos finitos as equagdes
das evolutas da curva que corta sob um é4ngulo
constante ¢ as geratrizes do cone circular recto
de semi-abertura #.

1436 — Prove que o grupo de movimentos que
transformam em si mesmo um sé6lido regular
de n+1 vértices num espago n-dimensional é o
grupo alternante de grau n+1; e que no espaco
de 7n4-1 dimensdes, o grupo para o mesmo sélido
€ o grupo simétrico de grau »+41. :

(Maud Willey, Am. Math. Monthily 1937)

1437 — Uma esfera S de raio constante move-se

mantendo fixo um ponto P da sua superficie.
Sendo C uma esfera fixa e Q a projec¢ido orto-

gonal de P no plano radicalde S e C prove que
O se move na superficie duma esfera.
(V. Thébault)

1438 — Jodo e Francisco jogam 500 partidas de
cara ou cunho a um escudo de aposta. Joido possui
40 escudos e Francisco 25, Supondo que o ajuste
de contas s6 se realiza depois de acabada a série,
calcular a probabilidade de que ésse ajuste de

contas possa realizar-se integralmente.

1439 — Um diamante bruto de valor a partiu-se
em trés fragmentos. Calcule a esperan¢a matema-
tica do valor total do diamante quebrado supondo

que odprego dum diamante & proporcional ao
quadrado do seu péso. Enuncie as hipdteses de

que tem de se servir para a solugdo, sempre que
elas nio estejam implicitas no enunciado.
(Emile Borel)

1440 — Calcular o limite da soma de uma suces-
sdo de fracgdes, cujos numeradores estio em pro-
gressdo aritmética e os denominadores em pro-
gressdo geomeétrica. Condi¢io de convergéncia.
(Aplicagdo numeérica: 1/2+2/4+-3/84+-4/16+-..).

Problemas propostos por Médrio de Alenquer,



