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GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS ELEMENTARES

Exames de Apliddo as Escolas Superiores (1942)

Faculdade de Ciéncias — Licenciaturas em ciéncias fisico-
-quimicas e em ciéncias matematicas, cursos prepara-
torios das escolas militares e de engenheiro gedgrafo.

Ponto n.” 2
I

1344 — Determinar as condigdes a que deve
satisfazer m para que a equacdo a*—(2m—1) 22+
+m2—4=0 tenha 4 raizes reais e diferentes. R:
A resolvente deverd ter 2 raises positivas e dife-
rentes, pelo que m deverd satisfaser simulldnea-
mente as seguintes condigoes : 2m—1>0, m2—4>0
e (2m—1p—4(m2—4)>0. Os valores de m sdo
fodos os compreendidos entre 12 e 17/4 .

4 A A2—6x4+5

1345 —a) Simplifique a fracgdo 3271629
R: (x—1)(x—5):3 (x+3) (x—1)=(x—5):(3x+9) .

&) Sendo y=3sen 2x deduza a expressio que
di explicitamente o valor de x em funcio de y.
R: y/3=sen2x; 2x—=arcseny/3 ¢ x=1/2.arcseny/3.

1346 — a) Determine, recorrendo ao calculo
logaritmico, a altura de um tridngulo isésceles
sendo 43° 21' 30" o angulo formado pelos dois
lados do tridngulo que tém comprimentos iguais,
e 14,42 o comprimento do terceiro lado.

R: h=17,21cotg 21°4045", logh =logT,21 +
+log cotg 21° 40' 45/ =0,85794+0,40063=1,25867 &
h=18,14. b, Transforme na soma de dois radicais
simples a expressio : Vi+2¢/6 R: V7i+2y/6=
= Vx4 Vy; T+2V/6=x+y+2Vxy donde se con-
clue que x+y=T e xy=6. Os valores de x ¢ y sdo
as raises da equagdo x'—Tx+6=0: x=6 y=1.

1T

1347 — Verifique a identidade sen 3a cosec a—
—cos3aseca=2. R: sen3a:sena—cas3a:cosa=2.
Mas: sen3a—=3senacos?a—sen®a ¢ cos3a=
=cos’a—3sen’acosa donde 3cos’a—sen’a—
—cos?a+3 sen?a=2 (cos2a+sen?a)=2,

Obs. — Para calcular sen3a e cos3a aplique
sucessivamente as expressdes de sen(a-+&) e
cos(a+b).

II1

1348 — Que nimeros inteiros se podem juntar
aos termos duma fraccido irredutivel sem lhes
alterar o valor? Justifique a resposta. R: Peja a
resposia @ mesma questdo no exercicio n.° 1356,

1349 — Por cada um dos pontos O e O' de inter-
secgdo de duas circunferéncias tire uma recta que
corte as duas circunferéncias. Demonstre que as
cordas que unem os pontos em que as rectas

cortam as duas circunferéncias sdo paralelas,
R: ;-=180°—§; =B visto que med-?-smecl B
=1/2. A0O!. Portanto 2=1800—8 ¢ os dangulos
@ ¢ B tém os lados AB e CD paralelos.

Curso de habilitagao para professores de desenho nos liceus

Ponto n.° 4
1
1350 — Resolva a inequagio :_t]. < e

x—1

4
R: A inequagido dada é equivalente a Txi <0 on

aos sistemas: 4x>0,x2—1<0¢ 4x<0,x2—1>0
cujas solugdes sdo respectivamente 0<x<1ex<—1.

1351 — a) Forme a equagdo biquadrada de coe-
ficientes reais de que €& raiz o nimero 1—27.
R: As outras raises sdo:14+2i, —1+2i ¢ —1-2i,
e a equagdo serd: [x—(1—2i)] [x—(—1+2i)] [x—
—(1+2i)] [x—(—1—2i)]=0 ox [x2—(1—2i)?] [x2—
—(142ip]=0 ou xi+6x2+25=0.

b) Reduza ao menor indice comum os radicais
121/16 e *\/81. R: Redusindo-os primeiro ao mesmao
indice tem-se: © Y165 ¢ /813 ou Py o V3B
que simplificados ddo: Y25 ¢ 33,

1352 — Determine por logaritmos, a altura dum”
trapézio rectingulo cujas bases medem 17,31 me-
tros e 12,43 metros e em que um dos angulos
internos mede 122°16/, R: h=4,88tg (1800 —122°16/)
h=4,88tg57044' logh =1log4,88 + log tg 57° 44'=
=0,6884240,19972=0,88814 ¢ h="7,729m.

1353 — Escreva a expressio geral dos angu-
los x que satisfazem 2 condigio: tg(x/2—x/3)=
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=cotg 2/3r. R: x/2—n/8=x/2—2/3x+kr;
X/2=x[6+ kr ¢ X==/3 +2kr.

1354 — Deduza o valor da razdo das dreas dos
circulos circunscritos a um triangulo equilatero
€ a um hexédgono regular cujos perimetros sio
jguais, R: P=3L=6l ¢ .. L=2] ¢ =R?/rr2=R2/vZ=
=L?3:12=41¢/3:12=4/3 visto qgue R=L[y/3 e r=1.

1355 —a) Trace por um ponto P exterior a
uma circunferéncia uma tangente e uma secante
a essa circunferéncia, Que relagio existe entre os
segmentos da tangente e da secante limitados
pelo ponto dado e pela circunferéncia.

b) Quais sdo os poliedros regulares que conhece?
Indique, entre éles, dois em que o nimero de vér-
tices de um seja igual ao nimero de faces do
outro.

1356 — Quals sio os nimeros que podem jun=
tar-se aos dois termos duma fraccdo irredutivel
sem alterar o valor dessa fracgdo? Justifique a
resposta. R : Os doss niimeros deverdo ser tais que
a:b=(a+x):(b+y) ou ay—bx=0 donde a/b=x]y.
Os niimeros x e y sdo portanio dados pelas expres-
s0es X=na ¢ y=nb sendo n um infeiro positivo.

Solugdes dos n.°® 1344 a 1356 de ]. J. Rodrigues dos Santos

Faculdade de Engenharia da Universidade do Pérto
Ponto n.” 4

1357 — Resolva o sistema de equacgdes

3 1—t

\ StEr— —4g"y=tgy

{ R: O sistema proposto é
b +1—tg:1:_0

'4‘“ 6 ¢

equivalente a 6tgx—3tgy=1; 2tgx—3tgy=2 o
gue dd imediatamente tgx=—1/4 ¢ tgy=—5/6;
donde x=165957"'+n 1800 ¢ y=140012/4n 1800,

1358 — Dado um tetraedro regular de 1™,135 de
aresta, determine o seu volume e o angulo de
duas faces. R: Sendo | a aresta serd o volume dado

13

1
por V= 5 V2, donde log V=3logl + 2 log 24

+colg 12—3 - 0,05500+0,15051 + 2 - 2,92082—2,15715
e V=0,01436m3, O dngulo diedro é dado por
cos a=1/3 como se verifica facilmente considerando
as perpendiculares a uma aresta baixadas dos vir-
tices opostos e a altura do tetraedro.

1359 — Simplifique a expressio
(a1 VB2 (x*—Bx+2)  aV2bVi(x—1)(x—2)_
(al2b)3 1x—1) i1 a¥2 b3 (x—1)
=(x—2).a2. b2y bl.

1360 — Quantas circunferéncias pode tirar tan-
gentes simultAineamente a trés rectas? Sendo #
rectas ; qual é o nimero maximo de circunferén-
ciais que pode tirar em tais condigdes? R: No
primeiro caso o mimero mdximo de civcun feriéncias
que se podem tracar é de 4. No segundo caso, se
considerarmos gue as reclas estdo dispostas de
modo que ndo hd mais de duas que passem pelo
mesmo ponto, o numero total serd 4><"Cs.

1361 — O numero 2012 esti escrito na base 3
de numeragdo. Diga qual & o resto da divisdo
daquele nimero por 3% Justifique a resposta.
R: 2012=2.3%4+1,.342=2,3%4+5=3245 logo o
resto é 5 escrito no sistema de base 10 ou 12, .

1362 — Diga como construia um triangulo sendo
dados os comprimentos de dois lados e da mediana
que partem de um mesmo vértice. (Principie por
considerar apenas dados os comprimentos dos
lados, e, fixando um déles, veja qual é o lugar
geométrico dos meios do 3,° lado. R: Considere-
mos um dos lados
dado AB em que
A é o vértice pelo
qual passam a
mediana e o outro
lado AC.Olugar
geomélrico das
posigdes que pode
ocupar o ter-
ceiro vértice C ¢é
uma circunferéncia de centvro A e raio AC. Por
outro lado, considerando tédas as posigies que
pode ocupar C, o meio do terceiro lado descreve
um lugar que é uma circunferéncia homotética da
descrita pelo ponto C, de raio igual a metade de
AC e centro o ponto médio de AB. Por outro lado
o extremo da mediana dada descreverd uma circun-
feréncia de raio igual ao comprimento da mediana
e centro em A. O encontro dos dois lugares que
contém o meio do terceiro lado define o ponto médio
déste, que com B determina o terceiro lado e con-
Seqiientemente o triangulo. .

Solugdes dos n.°® 1357 a 1362 de J. da Silva Paulo.

;l

Instituto Superior de Agronomia
Ponto n.° 1
I

1363 — Calcule os valores a atribuir ao para-

metro s para que a desigualdade
(m+1)x2—2 (m—1) x4+ 3 (m—1) <0

seja verificada para todos os valores reais atri-
buidos a x. R: Para que a desigualdade seja veri-
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ficada para todos os valores reass alribuidos a x ,
deverdo as raiszes do trindmio ser imagindrias e o
coeficiente de x* ser negalivo, isto é :

A<0 (m—-1)2—3(m—-1)(m+1)<0
m+41<0 m+1<0
m?24+m-—2>0 m>1em<—2
donde :
m+1<0 m<-—1

e portanto ]m{—-‘ll.

1364 — a) Defina arranjos de # objectos pa p.
Considere formados os arranjos de ordem p—1;
i cada um déstes arranjos a quantos arranjos de
ordem p da origem? Justifique a sua resposta.
R: Chamam-se arranjos de n objectos, tomados
P @ p, aos grupos que se podem constituiy com p
dos n objectos dados, de modo que difiram uns
dos outros quer pela ordem, quer pela naturesa dos
objectos que os constituem. Cada arranjo de ordem
P—1 de n objectos, di origem a n—(p—1) arran-
jos de ordem p. Com efeito, formados os arran-
jos de ordem p—1, para formar os arranjos de
ordemn p, basta colocar a sua direita um dos
n—(p—1) objectfos que nela ndo figuram.

b) Supondo que cology/ N3 =—3a, diga qual &
o log/N e justifique a sua resposta. R: De

cology/ N3= —3a dedus-se 3/2cologN =—3a
colog N=—6a/3=—2a e portanto logN==2a.

T

1365 — De um ponto P que dista 437,12 metros
do centro O de uma circunferéncia de raio x igual
a 144,5 metros, conduziram-se duas tangentes 2
referida circunferéncia, Calcule o aAngulo ¢ formado
por essas tangentes, Utilize logaritmos., R: Tem-se

e ] O 145
r=Q0QP.sen6/2 ou sen(/2= oP 43712 donde
log sen 6/2 = log 144,5 + colog 437,12 = 2,15987 +
+ 3,35040 — 1,51927, e 0/2=19018'13",3 on
6= 380 36'26',6.

1366 —a) Calcule sen (11352307). Utilize as
tdbuas naturais, R: sen1135°30' =sen55°30' =0,824_
b) Verifique a identidade
2 sen (a+b)
cos (a+b) -+ cos (a—0b)

2sen(a+b) ol
cos(a+b)+cos(a—b)
2 (sen a cos b+sen b cos a)
~ cosacosb_senasenb-+cosacosb+senasenb
2 2(sen acos b+senbcosa)
2cosacosb

=tga+ttgh.

R:

=tga+tgb. c.q.d.

I1I
1367 — Demonstre que se duas alturas de um
triangulo sdo iguais, o tridngulo é is6sceles.
R : Sejam, com efeito, h, e hy as alturas referentes
aos lados a ¢ b do triagngulo dado. A drea do

: b
tridngulo é, como se sabe, S= ;— Xh, ouw S= —2—>< hy,
donde % Xh, =-t2-)- Xh, e por ser h,=h,, se

dedus |f_tl| :

1368 — Os catetos de um triangulo rectangulo
medem respectivamente 3 centimetros e 4 centi-
metros, Calcule a drea lateral do sélido gerado
pelarotacdodo tridngulo em torno do cateto maior,
supondo que o dngulo de rotagdo é de 180° .

R: O sélido obtido é um semi-cone de geralris
sgual @ hipotenusa do trigngulo dado (5 cm) e raio
igual @ 3cm, Este sclido ¢ limilado por metade
da superficie do cone de geratris igual a 5cm e
raio da base fgual @ 3 cm ¢ por um triangulo isés-
celes de base igual a 6em e altura igual a 4cm.

A sua drea lateral serd
3,14><8><5 64

S= '—2— -+ Sk =1,67><15+12=35,55 ecm? .
Solugdes dos n,°® 1363 a 1368 de J. Calado,

I. 8. C. E. F. — Exames de Aptiddo — 9-10-1942

Ponto n.° 4
1369 — a) Defina as fungdes trigonométricas ;
dé as suas relagdes mais importantes; rela-
cione as funcdes trigonométricas de dois angu-

los cuja diferenca seja 3=/4. R: sen (a+if)=

3 2
=.‘g-(cosa—sena); cos (a‘.-|— ?;_T) 2_%2(.::03 u+Sena)

t ( +3“) S Bagsii
e —_— =1 . ) 1

glat g tgatl ) Dados dois pontos 4 e B
4 distancia /, faz-se passar por éles uma semi-
-circunferéncia de
raio . Seja O o
centro da semi-cir-
cunferéncia, AM o
diametro e tire-se
BC perpendicular a
AM. Calcule,emfun-
¢3o de / e do angulo x=F840, a irea do trian-
gulo BCO. R: S=1/2 BC<CO0=1/2BC (r—AC=
=1/2.1senx1/2.secx—lcosx)=12/4(tgx—sen2x).

1370 — Calcule (x+a)t4-(x—a)i. ;A equacio
(v*+a)y'+(x—a) =0 pode ter raizes reais? Por-

A e ] [
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qué ? (@ € um namero real qualquer). R : (x+a)i+
+(x—a)y=2(x4+6a2x2+af). xi4+6a2x’+at=0—
- x-j-l/—Bazi\/Qa4—a4=iaV —3+4v8. 4
equagdo ndo tem raises reais porque, qualquer que
seja a , é sempre —3+/8 < 0.

1371 — Calcule a 4rea da esfera cujo volume
é 1m3, ; Se se opera com uma tibua ae logaritmos
de cinco decimais, que confianga merece o resul-

™

3
tado? R: Tem-se %xrl—l donde r= \/ 43 Subs-

9

162

=V/36.=. Portanto logS=1/3(log 36+log=)=
=1/3(1,55630+0,49715)=0,68448 donde S =4,8359m2.

3
tituindo éste valoy em S=A4xr? vem S=4x

1372 — a) Defina simetria no plano e enuncie
as propriedades que conhecer.

b) Dado um triangulo de lados a, b e ¢, calcule
os lados x e y de um rectingulo inscrito néle
de modo tal

A que a soma
désses lados
seja um nt-

-

[ mero dado p.
3 & ? ‘t R: Tem-se
s y . X+y=p. Da
3 n 2. 0 semelhanca dos
& triangulos
a h
ABC ¢ AB,Cy resulta ¥ hx —hy=a (h—\x) .
O sistema Fry=n ‘resolve o problema e déle
ax+hy=ah

h(p—h —h

se deduz x= (;:_a' ): yﬂs(f__h ). Designando

por S a drea do tridngulo e por 2p' o perimetro
(2p'=a+ b+ c) fem-se, evidentemente S —=ha/2—
= p'(p'—a)(p'—Db)(p'—c) donde se dedus h em
fun¢dode a, b e c.

1373 — Ache um nimero inteiro de trés alga-
rismos sabendo que a soma dos dois primeiros
é igual ao tltimo e que o nimero dividido por 9
dd um cociente mualtiplo de 9.

o N =100a+10b + =81 b+e=a
3 l b+c=a 101a=9 (9—b)
(a=9

‘b+;“‘a ‘b=9,8,7,6,5,4,3,2.1,0
oy ac=0,1,2,3,4.5,6,7,8,9
introdusindo a primeira condigdo vem N=972,

1374 — a) Defina e descreva alguns sélidos de
revolucdo importantes.

&) Calcule a razdo dos volumes dos sélidos
gerados por um paralelo- b}
gramo girando em torno
de cada vm dos seus

lados. R: Volume do so- ¢
lido gerado pela revolu- A
¢do em térmo de 1

V,==B3H:.BP+=MA?. ' _..._.:B
.AB—=/3MA®. AN — :
==-H2.1 porser H=MA :
¢ BP=AN. Volume do e ....1.

solido gerado pela revo-

lug@o em térmno de L V, ==.h®.L., Rasdo dos

volumes £= il == H—zl
V. =hzL h2L

Solugdes dos n.” 1360 a 1574 de A.Sd da Costa.

Instituto Superior Técnico

1375 — Se a velocidade de um veiculo aumen-
tar de modo que as rodas em cada volta gastem
menos um segundo, o tempo gasto num percurso
diminuird uma hora e meia. Sabendo que as rodas
do veiculo tém o raio igual a 40 centimetros, cal-
cular a extensdo daquéle percurso. R: Qualquer
que seja a velocidade do wveiculo, a extensdo do
percurso serd 2zRn, sendo n o numero de voltas
dadas pelas rodas e R o seuraio. Se por cada volta

" das rodas se gastou menos 1 segundo e se foi

5400 segundos (=1h30m) o fempo gasto a menos
no percurso total, o nimero n de vollas serd 5400;
portanto 2sRn=2x.40.5400 cm . ~ 13,571 km (com
==3,1416).

1376 — Mostre que se @, b e ¢ sdolados de um
triangulo, o trinémio a2 a4 (82—a?—c?) x4 €
positivo para todos os valores x. R: Terd que ser:
A=(b?—a?—c?)*—4a?c?=(b?—a?—c?—2ac)(b2—a?—
—c?*+2ac)=[b*—(a+c)?] - [b2—(a—c)’]<0.

De facto, por serem a, b e c lados de um triaingulo
serd: b<a+c, b>a—c, donde b2—(a+c)2<0,
b—(a—c)?>0 e porfanto A<O0.

1377 — Determinar os angulos B e C de um
tridngulo rectangulo, sendo tgB/2.tg C/2=1/6,
R: Como B+C==/2, tgB/2.1gC/2=1tgB/2.
-tg (=/4—B/2)=tg B/2 . (1—tg B/2)/(1+tg B/2)=1/6.
Por ser 1+4+1gB[2#0 vird: 6tg? B/2—5tgB/24+1=0
donde tg B[2=1/2 ¢ tgB[2=1/3, De tg B/2=1/2 vem
log tg B/2=colog 2=1,69897 donde B=>53° 7' 48,75
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e C=90°—B=36°52'11",25. Seria fdcil ver que a
equacdo tgB/2=1/3 condus a B=36°52'11"25 e
C=53°7/48"75.

1378 — A é4rea da corda circular limitada pelas
circunferéncias inscrita e circunsecrita a um hexé-
gono regular é igual a 31,4 cm?, Determinar a drea
do hexagono. R: Sendo R e r (R>r) os raios das
circunferéncias que limitam a coréa circular, a sua
drea serd: =(R2—r?)=31,4cm? donde R2—r?=10cm?
(com ==3,14). O lado do hexdgono é R ¢ o seu apo-

tema v. E fdcil ver que r’=R?*—R?4, r=R/3[2
e portanto R2—r?=1/4.R?=10cm?, R=2}/10 cm
A drea do hexdgono serd pois S=60y/3 cm?.

1379 —Inscrever numa circunferéncia de raio R
um tridngulo is6sceles tal que a base seja m/n da
altura. R : E fdcil ver gue em tal tridngulo se veri-
ficard a relagdo R*=(h—R24(b/2)2, sendo h a
altura e b a sua base. Atendendo a gue b=m|n-h,
vird : (m2+44n?)/4n2. h? —2Rh=0 donde h=0, solu-
¢do sem inlerésse e h=8Rn?/(m?+44n?).

1380 — Dado um tetraedro regular de aresta @,
tirar, por uma das arestas, um plano que divida
o tetraedro em duas partes cujos volumes estejam
na razio 1/2. R: A4 solugdo é evidente. Com efeito,
visto que o plano passa por uma das arestas, o
tetraedro dado ficard dividido noutros dois fetrae-
dros ndo regulares com a mesma altura do pro-
posto; portanto a rasdo dos seus volumes Vy e Vs,
serd a rasdo das dreas das suas bases By e B, . As
suas bases serdo dois triangulos cujas alturas sdo
iguais a altura do lridngulo equildtero, base do
tetraedro dado; portanto a razdo das suas dreas
serd a rasdo das suas bases by e by. Logo V/V,=
=B,/By=by/bs=1/2. Trata-se pois de faser passar
um plano por uma aresta do tetraedro regular ¢
pelo ponto que divide a aresta oposta em dois
segmentos de rasdo 1/2. Como hd dois pontos nes-
tas condigldes, o problema admile duas solugies.
Sdo dois planos simétricos em relagdo ao plano
que passa pela mesma aresta e pelo ponto médio
da aresta oposta.

Solucdes dos n.” 1575 a 1380 de O. Morbey Rodrigues.

MATEMATICAS SUPERIORES

Exames de freqiiéncia

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — ALGEBRA suPERIOR — .° exame de freqiién-
cia, 1943.
I

V==
1381 — Derive y=(1+tg?x)"¢€ -
1382 — Primitive
2x 1 x
¥~ 14 cos 2x xya?2—2 a—1

1383 — Forme a ruzfo incremental, de

T
S (®)
relativamente ao valor x=a (f(a) +0) e prove a
sua convergéncia, supondo que f'(a) existe.
11

1384 — Como sdo constituidas as seccdes de
‘nameros racionais de que /3 & fecho comum?

1385 — |/ & racional ou irracional ? Porqué?

1386 — Se u,—+—co e v, > 2,07

1387 — Quando & descreve a recta que passa

pelos afixos de s'=1 e s''=—7, entre que limites
varia o seu argumento principal ?

1388 — Quais sdo (entre 0 e 2x) os argumentos
das raizes cibicas de §9?

1389 — Que & o circulo de convergéncia de
uma série de poténcias 2a,s"? Que valor tem o
raio désse circulo?

1390 — Pode dar-se o caso de a série divergir
num ponto da circunferéncia désse circulo, sendo
absolutamente convergente noutro ponto da
mesma linha? Porquée ?

1391 — De que grau é a derivada de ordem #
de um polinémio de grau »?

1392 — Se ¢ (x) >0 e ¢(x) forem func¢des con-

]
tinuas no ponto a, [¢(x)]?*) também & continua
nésse ponto ? Porqué ?

1393 — Se duas fungdes ¢ (x) e §(x) diferem
por um polinémio do 2.° grau, qual a diferenca
das suas primitivas ?

III

1394 — Trocando numa dada série cada térmo
#y, com o termo #y,,4, vem uma série da mesma
natureza ? Porqué ?

1395 — Sejam Py Py P, Py os afixos das rafzes
quartas de certo nimero 4 . Imprima-se ao qua-



