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M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exames de A p t i d ã o às Escolas Super io r« : (1942) 

Faculdade de Ciências — Licenciaturas em ciências (isico-
-quimicas e em ciências matemáticas, cursos prepara-
tórias das escolas militares e de engenheiro geógrafo. 

Ponto n.* a 

1 3 4 4 — D e t e r m i n a r as c o n d i ç õ e s a q u e d e v e 
sa t i s fazer m para q u e a e q u a ç ã o JH— (2m — 1) x2-h 
+ m2—4 = 0 t enha 4 ra izes r e a i s e d i f e r e n t e s , R : 
A resolvente deverá ter 2 raises positivas e dife-
rentes, pelo que m deverá satisfaser simultânea-
mente às seguintes condições: 2m — 1 > 0 , m * — 4 > 0 
e ( 2 m — — 4 ( m ! — 4 ) > 0 . Os valores de m são 
todos os compreendidos entre 1/2 e 17/4 . 

1 + 5 1 3 4 5 — «y S i m p l i f i q u e a f racção — — 
3 .^ + 6.* —9 

R : ( x - 1 ) ( x — 5 ) : 3 ( x + 3 ) ( x - l ) = ( x - 5 ) : ( 3 x + 9 ) . 
b) S e n d o j y = 3 s e n 2 ; r deduza a e x p r e s s ã o q u e 

dá e x p l i c i t a m e n t e o v a l o r de x e m f u n ç ã o d e , y . 
R : y / 3 = s e n 2 x ; 2 x = a r c s e n y / 3 e x = 1 / 2 . a r c s e n y/3. 

1346 — a) D e t e r m i n e , r e c o r r e n d o ao cá lcu lo 
logar í tmico , a a l tura d e u m tr iângulo i s ó s c e l e s 
s e n d o 43° 21' 30' ' o ângulo f o r m a d o p e l o s dois 
lados do tr iângulo q u e t ê m c o m p r i m e n t o s iguais , 
e 14,42 o c o m p r i m e n t o do t e r c e i r o lado, 
R : h — 7,21 cotg 21" 40 4 5 " , tog h - log 7,21 + 
- f l o g cotg 21° 40 ' 4 5 " = 0 , 8 5 7 9 4 + 0 , 4 0 0 6 3 = 1 , 2 5 8 6 7 e 
h — 1 8 , 1 4 . b) T r a n s f o r m e na s o m a d e dois radica is 

s i m p l e s a e x p r e s s ã o : / t + 2 ^ 6 R : 1/7+2 
- t / x + V / y ; 7 + 2 v ^ 6 = x + y + 2 v/xy donde se con-
clue que x + y —7 e x y — 6 . Os valores de x e y são 
as raises da equação x - — 7 x + 6 = - 0 : x — 6 y — 1 . 

I I 

1 3 4 7 — V e r i f i q u e a ident idade s e n 3 a c o s e c a — 
— c o s 3 a s e c « = 2 . R ; s e u 3 a ; s e n a — c a s 3 a : c o s a = 2 . 
Mas; s e n 3a — 3 s e n a c o s 1 a — s e n 3 a e c o s 3a = 
— c o s ' a — 3 s e n 2 a c o s a donde 3 c o s ! a — sen 2 a — 
— c o s 3 a + 3 s e n ; a = 2 í c o s * a + sen* a ) — 2 . 

Obs. — P a r a c a l c u l a r s e n 3a e c o s 3 a ap l ique 
s u c e s s i v a m e n t e as e x p r e s s õ e s de s e n (a + b) e 
c o s (a + b). 

III 

1348 — Que n ú m e r o s in te i ros s e podem j u n t a r 
a o s t e r m o s duma f r a c ç ã o i r redut íve l s e m lhes 
a l t e r a r o va lor ? J u s t i f i q u e a r e s p o s t a . R : Veja a 
resposta à mesma questão no exercido n,° 1356. 

1 3 4 9 — P o r c a d a u m dos pontos O e O' de inter -
s e c ç ã o de duas c i r c u n f e r ê n c i a s t ire u m a r e c t a que 
c o r t e as duas c i r c u n f e r ê n c i a s . D e m o n s t r e q u e as 
c o r d a s q u e u n e m o s pontos e m q u e as rec taa 

c o r t a m as duas c i r c u n f e r ê n c i a s são parale las . 

R : « — 1 8 0 o — T f = P visto que med- [ = m e d p = 

=1/2 À Õ Ò ' . Portanto £ ~ 1 8 0 ° - p e os ângulos 

a e p têm os lados A B e CD paralelos. 

Curso de habilitação para professares de desenha nos liceas 
Ponto n.° i 

1350 — R e s o l v a a i n e q u a ç ã o — < - • 
x—í .T + L 

R: A inequação dada é equivalente a 
4x 

< 0 O K 

aos sistemas ; 4 x > 0 , x*—1 < 0 e 4 x < 0 , x J — 1 > 0 
cujas soluções são respectivamente 0 < x < l e x < — 1 . 

1 3 5 1 — a) F o r m e a e q u a ç ã o biquadrada de c o e -
f i c ientes r e a i s d e q u e é ra iz o n ú m e r o 1 — 2» . 
R: As outras raizes são: l + 2 i , — l + 2i e — 1— 2i , 
e a equação será: [x —(1 —2i)] [ x — ( — l + 2i)] [x— 
- ( 1 + 21)] [ x - ( - l - 2 i ) ] = 0 ou [ X ! - ( 1 ~ 2 Í ) 2 ] [ x * -
_ ( I + 2 i f l = 0 ou x 4 + 6 x 3 + 2 5 — 0 . 

b) R e d u z a a o m e n o r índice c o m u m os radica is 
R: Redusindo-os primeiro ao mesmo 

indice tem-se: "VlP e 60/SÍ1 ou "Vã» e (/3» 
que simplificados dão: 1 5 e 1 5 . 

1 3 5 2 — D e t e r m i n e por logar i tmos , a a l tura dum 
t rapéz io r e c t â n g u l o c u j a s b a s e s m e d e m 17,31 m e -
t ros e 12,43 m e t r o s e e m q u e u m dos ângulos 
i n t e r n o s m e d e 122*16 ' . R : h = 4 , 8 8 t g ( 1 8 0 ° - 1 2 2 ° Í 6 ' ) 
h — 4,88 tg 57° 4 4 ' log h = log 4,88 + log tg 57° 44' -
—0,68842 + 0,19972 = 0,88814 e h = 7 , 7 2 9 m . 

1 3 5 3 — E s c r e v a a e x p r e s s ã o gera l dos ângu-
los .v q u e sa t i s fazem à c o n d i ç ã o : tg(AT/2— n/3) — 
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— cotg 8 / 3 * . R : x / 2 — ir/3 - ir/2 - 2/3ff + ktr; 
x/2=7t/6 + kjT e x=iY/3±2k7r. 

1 3 5 4 — D e d u z a o v a l o r da razão das á r e a s dos 
c í r c u l o s c i r c u n s c r i t o s a u m tr iângulo equi lá tero 
e a um h e x á g o n o regular c u j o s p e r í m e t r o s s ã o 
iguais . R : P = 3 L = 61 e . - . L = 2 1 e * R * / i n ® - R * | y * - . 
— L * / 8 : l * - 4 1 ' / S : Í * - 4 / 3 visto que R = L/l/3 e r - 1 . 

1 3 5 5 — a) T r a c e p o r um p o n t o P e x t e r i o r a 
uma c i r c u n f e r ê n c i a uma t a n g e n t e e u m a s e c a n t e 
a e s s a c i r c u n f e r ê n c i a . Q u e re lação e x i s t e e n t r e os 
s e g m e n t o s da tangente e da s e c a n t e l imitados 
p e l o p o n t o dado e pe la c i r c u n f e r ê n c i a . 

b) Q u a i s são o s po l i edros r e g u l a r e s q u e c o n h e c e ? 
Indique , e n t r e êles , do i s em q u e o n ú m e r o d e v é r -
t i c e s de u m s e j a igual ao n ú m e r o de f a c e s do 
outro . 

1 3 5 6 — Q u a i s s ã o os n ú m e r o s q u e podem j u n -
t a r - s e aos dois t e r m o s duma f r a c ç ã o i r redut íve l 
s e m a l t e r a r o v a l o r d e s s a f r a c ç ã o ? J u s t i f i q u e a 
r e s p o s t a . R : Os dois números deverão ser tais que 
a : b = (a + x ) : (b + y ) ou ay —bx = 0 donde a/b = x/y. 
Os números x e y são portanto dados petas expres-
sões x = n a e y = n b senda n um inteiro positivo. 

Soluções dos n,QS 1544 a 1556 de J . J . Rodrigues dos Santos 

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto 

Ponto n." i 

1 3 5 7 — R e s o l v a o s i s t e m a de e q u a ç õ e s 
3 1 — t g v 
g t g * — 4 ^ - t g j 

R : O sistema proposto i 
í t ^ l ^ í - 0 . 6 

equivalente a 6 t g x — 3 t g y = l ; 2 t g x — 3 t g y = 2 o 
que dá imediatamente t g x = —-1/4 e t g y = — 5/6; 
donde x = 1 6 5 « 5 7 ' + n l 8 0 ° e y = l -Í0»12' + n 1800 . ' 

1358 — Dado u m te t raedro regular d e l m , 1 3 5 de 
ares ta , d e t e r m i n e o s e u v o l u m e e o angulo d e 
duas faces . R : Sendo 1 a aresta será o volume dado 

1J 1 
por V — — , donde log V = 3 l o g l + - log 2 + 

2 

+ c o t g 12 = 3 . 0 ,05500 +0 ,15051 + 2 - 2,92082 ^2 ,15715 
e V = 0 , 0 1 4 3 6 ™ 1 . O ângulo diedro é dado por 
c o s a = 1/3 como se verifica fàcilmente considerando 
as perpendiculares a uma aresta baixadas dos vér-
tices opostos e a altura do tetraedro. 

1 3 5 9 — S i m p l i f i q u e a e x p r e s s ã o 

(a- ' y/fl)'" fJf- — 3 .r+ 2) a i / * b f « ( x - l ) í x - 2 ) _ 
• * R ! ( « i » by i * - i ) 

. ( x - 2 ) • a " * - b 2 1 /b~ 3 . 

a3/í t}3 ( X - l ) 

1 3 6 0 — Q u a n t a s c i r c u n f e r ê n c i a s pode t i rar t a n -
g e n t e s s i m u l t a n e a m e n t e a t r ê s r e c t a s ? S e n d o n 
r e c t a s i q u a l é o n ú m e r o m á x i m o de c i r c u n f e r ê n -
c ia i s q u e p o d e t i rar em tais c o n d i ç õ e s ? R : No 
primeiro caso o número máximo de circunferências 
que se podem traçar ê de 4. No segundo caso, se 
considerarmos que as rectas estão dispostas de 
modo que não há mais de duas que passem pelo 
mesmo ponto, o número total será 4 x " C ; . 

1 3 6 1 — O n ú m e r o 3012 es tá escr i to n a b a s e 3 
de n u m e r a ç ã o . Diga qual ê o r e s t o da d iv i são 
d a q u e l e n ú m e r o por 3 ! . J u s t i f i q u e a respos ta . 
R : 2012 = 2 , 8 » + l . 3 + 2 = 2 . 3 ' + 5 = 3 » + 5 logo o 
resto é 5 escrito no sistema de base 10 ou 12,3, • 

1 3 6 2 — Diga c o m o cons t ru ía u m tr iângulo s e n d o 
dados os c o m p r i m e n t o s d e dois lados e da mediana 
q n e p a r t e m de u m m e s m o v é r t i c e . ( P r i n c i p i e p o r 
c o n s i d e r a r a p e n a s dados os c o m p r i m e n t o s dos 
lados , e, f ixando um deles , v e j a qual é o lugar 
g e o m é t r i c o dos m e i o s do 3.° lado. R : Considere-
mos um dos lados 
dado A B em que 
A é o vértice pelo 
qual passam a 
mediana e o outro 
lado A C , Olugar 
geométrico das 
posições que pode 
ocupar o ter-
ceiro vértice C é 
uma circunferência de centro A e raio A C . Por 
outro lado, considerando tõdas as posições que 
pode ocupar C, o meio do terceiro lado descreve 
um lugar que i uma circunferência homotética da 
descrita pelo ponto C, de raio igual a metade de 
A C e centro o ponto médio de A B . Por outro lado 
o extremo da mediana dada descreverá uma circun-
ferência de raio igual ao comprimento da mediana 
e centro em A. O encontro dos dois lugares que 
contêm o meio do terceiro lado define o ponto médio 
deste, que com B detet mina o terceiro lado e con-
seqüentemente o triângulo. % 

Soluções dos n.°* 1537 a 1362 de J , da Si lua Paulo. 

Instituto Superior de Agronomia 

Ponto n.c l 

I 
1 3 6 3 — C a l c u l e o s va lores a a t r ibu i r ao p a r â -

m e t r o m para q u e a des igualdade 
(>x + l ) * ' - 2 ( m — l ) ar+ 3 ( w - 1 ) < 0 

s e j a ver i f i cada para todos os v a l o r e s r e a i s a t r i -
buídos a x. R : Para que a desigualdade seja veri-
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ficada para todos os valores reais atribuídos a x , 
deverão as raízes do trinómio ser imaginárias e o 
coeficiente de x2 ser negativo, isto i ; 

4 < 0 ( ( m - l ) ^ 3 ( m - l j ( m + l ) < 0 
OU I 

m + 1 < 0 | m + 1 < 0 
m- + m — 2 > 0 l m > l e m < — 2 

m + 1 < 0 í m < - 1 
e portanto 

donde : 

m < — 2 

1 3 6 4 — a) Def ina a r r a n j o s d e n o b j e c t o s p a p . 
C o n s i d e r e f o r m a d o s o s a r r a n j o s de ordem p ~ 1 ; 
^ c a d a um d ê s t e s a r r a n j o s a q u a n t o s a r r a n j o s de 
o r d e m p dá o r i g e m ? J u s t i f i q u e a sua r e s p o s t a . 
IÎ : Chamam-se arranjos de n objectos, tomados 
p a p , aos grupos que se podem constituir com p 
dos n objectos dados, de modo que difiram uns 
dos outros quer pela ordem, quer pela uaturexa dos 
objectos que os constituem. Cada arranjo de ordem 
p —1 de n objectos, dá origem a n — ( p —1) arran-
jos de ordem p . Com efeito, formados os arran-
jos de ordem p — 1 , para formar os arranjos de 
ordem p, basta colocar à sua direita um dos 
n — ( p — 1 ) objectos que nela não figuram. 

b) S u p o n d o q u e cologv/iV' = — 3a , diga qual é 
o log Al e j u s t i f i q u e a sua r e s p o s t a . R : De 
colog v/íP = — 3a dedus-se 3/2 colog N =- — 3a 
c o l o g N ^ — 6 a / 3 = — 2 a e portanto l o g N = 2 a . 

I I 

1 3 6 5 — D e u m ponto P q u e dista 437,12 m e t r o s 
do c e n t r o O de u m a c i r c u n f e r ê n c i a de r a i o x igual 
a 141,5 metros , c o n d u z i r a m - s e duas tangentes à 
r e f e r i d a c i r c u n f e r ê n c i a . Ca lcu le o ângulo 0 f o r m a d o 
p o r e s s a s tangentes . Uti l ize logar i tmos . R ; Tem-se 

r = Q P • s e n S/2 ou s e n 9/2 — - = = -
144,5 

donde 
O P 437,12 

log s e n 0/2 = log 144,5 + co log 4 3 7 , 1 2 - 2 , 1 5 9 8 7 + 
+ 3 , 3 5 9 4 0 — 1 ,51927 , e 0/2 - 19° 18' 1 3 " , 3 ou 
0 = 38° 3G' 2 6 " , 6 . 

1 3 6 6 — a) Ca lcu le s e n (1135° 30 ) . Ut i l ize as 
t á b u a s uatura is . R : s e n 1135°30* = s e n 5 5 ° 3 0 ' - = 0 , 8 2 4 . 

bjI V e r i f i q u e a ident idade 
2 s e n (o + è) 

c o s {<*+b) + c o s ( a - b) ~ = a + t g ° ' 
2 s e n (a^Hb) 

c o i ( a + b ) + c o s ( a — b ) 
2 ( s e n a c o s b + s e n b c o s a ) 

c o s a c o s b — s e n a s e n b 4 -cos a cos b + s e n a s e n b 
2 ( s e n a c o s b + s e n b c o s a ) 

2 cos a c o s b 

R : 

I I I 
1 3 6 7 — D e m o n s t r e q u e s e duas a l turas de u m 

tr iângulo são iguais, o t r iângulo é i s ó s c e l e s . 
R ; Sejam, com efeito, h„ e h^ as alturas referentes 
aos lados a e b do triângulo dado. A área do 

a b 
triângulo i, como st sabe, S — - X h , ou S — — X h t 

a b 
donde — X h , = — X hb por ser h , = h b , se 

dedus a — b . 

1 3 6 8 — O s ca te tos de u m tr iângulo rec tângulo 
m e d e m r e s p e c t i v a m e n t e 3 c e n t í m e t r o s e 4 c e n t í -
metros , Calcule a área lateral do sól ido gerado 
pela ro tação do tr iângulo em tõrno do ca te to maior , 
supondo q u e o ângulo de rotação i de 180° . 
R: O sólido obtido i um semt-cone de geratriz 
igual à hipotenusa do triângulo dado (5 c m ) e raio 
igual a 3 c m , Êste sólido i limitado por metade 
da superfície do cone de geratriz igual a 5 cm e 
raio da base igual a 3 c m e por um triângulo isós-
celes de base igual a G c m e altura igual a 4 c m . 
A sua área lateral será 

8 - ^ ^ + ^ - 1 , 5 7 x 1 5 + 1 2 - 3 5 , 5 5 ^ . 
— J 

SoluçSes dos 1563 a 1368 de J . Calado. 

!. S . C. E. F. — Exames de Aptidão — 9-10-1942 

Ponto ti.* 4 
1 3 6 0 — a) Def ina as f u n ç õ e s t r i g o n o m é t r i c a s ; 

dê as s u a s r e l a ç õ e s mais i m p o r t a n t e s ; r e la -
c i o n e as f u n ç õ e s t r i g o n o m é t r i c a s de dois ângu-
los c u j a d i fe rença s e j a 3^/4. R : sen + ^ J 

— . ^ ( c o s i - s e n u ) ; COÍ ( " + V ) - ^ - ( c o s i + sen a) 

« t g ^ 

à dis tânc ia l 

•- tg a + tg b . c. q. à. 

. b) D a d o s dois pontos A e B t g * + l 
f a z - s e p a s s a r por ê l e s uma s e m i -

- c i r c u n f e r ê n c i a d e 
raio r . S e j a O o 
c e n t r o da s e m i - c i r -
c u n f e r é n c i a , A M o 
d i â m e t r o e t i r e - s e 
BC p e r p e n d i c u l a r a 
AM. C a l c u l e , e m f u n -

ç â o de f e do ângulo x=BAO, a á rea do tr iân-
gulo BCO. R : S = l / 2 B C x C Õ = l / 2 B C ( r - Ã C = 
— 1/2 - l s e n x J/2 - s e c x — i c o s x ) = l 2/4(tgx — s e n 2 x ) . 

1 3 7 0 — C a l c u l e ( # + « ) * + (*: — a)*. ; A e q u a ç ã o 
+ + o ) 4 = 0 pode ter r a í z e s r e a i s ? P o r -
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q u e ? (a t u m n ú m e r o rea l q u a l q u e r ) . R : (x4-a)' '+-
+ ( X - a)1 = 2 <x«+6a* +-«* ) . x * + 6 a í x ! + a ! « = 0 -*• 

-+ x - ± + ^ ã ã * ^ 5 ^ ± a ± l/8 . A 
equação não tem raízes reais porque, qualquer que 
seja a , é sempre —3 + ^ 8 < O . 

)371 — Calcule a á r e a da e s f e r a c u j o v o l u m e 
é l m l . i S e s e o p e r a c o m uma tábua a e l o g a r i t m o s 
d e c inco d e c i m a i s , q u e c o n f i a n ç a m e r e c e o r e s u l -

i 
t a d o ? R : Tem-se - nr» — 1 donde r / 3 Subs-

3 / 9 
V i é s ' " tituindo êste valor em S — 4ht* S = 4 -

- s ( / ã ê - T . Portanto log S - 1 / 3 ( log 36 + log i r ) -
^ 1 ;3 (1 ,55030 +0 ,4971õ) = 0,68448rfo«rfí 3 - 4 , 8 3 5 9 ^ -

1 3 7 2 — a) D e f i n a s i m e t r i a no plano e e n u n c i e 
as p r o p r i e d a d e s q u e c o n h e c e r , 

b) Dado u m tr iângulo de lados a , b e c, c a l c u l e 
o s lados x e y de um rec tângulo i n s c r i t o n ê l e 

d e m o d o t a l 
q u e a s o m a 
d ê s s e s lados 
s e j a u m n ú -
m e r o dado p . 
R: Tem - s e 
x -t- y = p . Da 
semelhança dos 
t r i â n g u l o s 

A B C e A B j C t resulta — 
h 

" h - x 

O sistema 

se deduz x 

ax + hy = ah 

h f p - h . ) 

hy = a (h —x) , 

resolve o problema e dêle 

h —a 
a ( p — h ) 

-» y = — a _ h — Designando 

por S a área do triângulo e por 2p ' o perímetro 
(2p r = a -f b -f c ) tem-se, evidentemente S = ha/2 — 

V Pr <p '—a) (p ' — b ) ( p ' ~ c ) donde se deduz h em 
função de a , b e c. 

1 3 7 3 — A c h e um n ú m e r o i n t e i r o de t rês a lga-
r i s m o s s a b e n d o q u e a s o m a d o s do is p r i m e i r o s 
é igual a o úl t imo e q u e o n ú m e r o dividido p o r 9 
dá um c o c i e n t e múlt iplo de 9 . 

I N - 1 0 0 a + 10b + c = á l l b + c = a 
R : j b + c - a i 101a = 9 ( â — b ) 

, a = 9 

t b + c - a ) b = 9 8 ) 7 i 6 j 5 i 4 ) 3 ) 2 i l ) 0 

a " 9 ' c — 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 

introduzindo a primeira condição vem N = 9 7 2 , 

1 3 7 4 — a) Def ina e d e s c r e v a alguns só l idos de 
r e v o l u ç ã o i m p o r t a n t e s . 

b) Ca lcu le a razão dos v o l u m e s dos só l idos 
g e r a d o s p o r um para le lo -
g r a m o girando em t ô r n o 
d e cada u m dos s e u s 
lados . R : Volume do só-
lido gerado pela revolu-
ção em tôrno de 1 
V, = tt/3 H» • B P + r M Ã 2 • 

Ã B — ir/3 M Ã 5 • Ã N = 
. H* • 1 por ser H - M Ã 

« B P = Ã N . Volume do 
sólido gerado pela revo-
lução em tôrno de L V L — ^ • h J • L . Razão dos 

ffH-1 H-' 1 
~ h 2 L ' 

volumes 
h* L 

Soluçfles dos n.M 1369 a 1374 de A.Sá da Co ata. 

Instituto Superior Técnica 

1 3 7 5 — S e a v e l o c i d a d e d e um v e i c u l o a u m e n -
t a r d e m o d o q u e as r o d a s e m c a d a vol ta g a s t e m 
m e n o s um segundo, o t e m p o gasto n u m p e r c u r s o 
d iminuirá u m a hora e meia . S a b e n d o q u e as r o d as 
do ve ículo t ê m o r a i o igual a 40 c e n t í m e t r o s , ca l -
c u l a r a e x t e n s ã o d a q n ê l e p e r c u r s o , R : Qualquer 
que seja a velocidade do veiculo, a extensão do 
percurso será 2?vRn , sendo n o numero de voltas 
dadas pelas rodas e R o seu raio. Se por cada volta 
das rodas se gastou menos 1 segundo e se f o i 
5400 segundos ( = l h 3 0 m ) o tempo gasto a menos 
no percurso total, o número n de voltas será 5 4 0 0 ; 
portanto 2i7Rn = 277. 40 • 5400 c m • - 13,571 km (com 
I T - 3 , 1 4 1 6 ) . 

1 3 7 6 — M o s t r e q u e se a , b e c são lados d e um 
tr iângulo , o t r i n ó m i o a2 x2+(bi—at—cI) x+c1 è 
posi t ivo para todos o s v a l o r e s x. R : Terá que ser : 
A - (b* - a * - c * ) ' - 4 a * e » - (b* - a * - c * - 2 a c ) ( b * — a 1 — 
- c * + 2 a c ) - [ b » - { a - | - c ) í ] - [ b * — ( a — c ) 7 ] < 0 . 

De facto, por serem a , b e c lados de um triângulo 
será: b < a + c , b > a — c , donde b 3 — ( a + c ) J < 0 , 
b* — (a — c ) ! > 0 e portanto A < 0 . 

1377 — D e t e r m i n a r o s ângulos B e C d e um 
tr iângulo rec tângulo , s e n d o tg B/2 • tg C/2 — 1/6. 
R : Como B + C - ir/2, tg B/2 . tg C/2 = tg B/2 • 
• tg {TT/4—B/2)—tg B/2 • (1—tg B/2)/( l+tg B / 2 ) - 1 / 6 i 
Por ser 1 - f tg B/3*=0 virá; C tg? B / 2 - 5 tg B/2-1-1 - 0 
donde tg B / 2 - 1 / 2 e tg B/2 = 1/3. De tg B , 2 = 1/2 vem 
log tg B / 2 - c o l o g 2 = 1,69897 donde B - 5 3 ° T 48" ,75 
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e C = 90° — B = 3G° 52' 1 1 " , 2 5 . Seria fácil ver que a 
equação t g B / 2 - 1 / 3 condas a B = 3 6 ° 52' l l 1 ' , 25 e 
C = 5 3 ° 7 ' 4 8 ' , 7 5 . 

1 3 7 8 — A á r e a da c o r ô a c i r c u l a r l imi tada p e l a s 
c i r c u n f e r ê n c i a s inscr i ta e c i r c u n s c r i t a a um h e x á -
gono regular é igual a 31,4 c m ! . D e t e r m i n a r a á r e a 
do h e x á g o n o . R : Sendo R e r ( R > r ) os raios das 
circunferências que limitam a corôa circular, a sua 
área será; i r (R 2 —r 2 ) = 31,4 cm 2 donde R 2 — r ! — 1 0 c m 2 

(com i r = 3 , 1 1 ) . O lado do hexágono é R e o seu apó-
tema r . É fácil ver que r ' — R ' — R l / 4 , r = R l/s/2 
e portanto R i - r * = l / 4 - R i = 10 c m * , R = 2 t / Í Õ c m . 
A área do hexágono será pois S = 60 y/3 c m 2 . 

1 3 7 9 — I n s c r e v e r n u m a c i r c u n f e r ê n c i a de r a i o R 
um tr iângulo i s ó s c e l e s tal q u e a b a s e s e j a mjn da 
al tura. R : É fácil ver que em tal triângulo se veri-
ficará a relação R 1 — R i » + ( b / 2 ) * , sendo h a 
altura eh a sua base. Atendendo a que b = m/n • h , 
virá : ( m J + 4n')/4n2 • h ' — 2 R h = 0 donde h = 0 , solu-
ção sem interêsse e h — 8 R n , / ( i n í + 4 i i * ) . 

1 3 8 0 — D a d o u m te t raedro r e g u l a r de a r e s t a a t 

t i rar , p o r uma das a r e s t a s , u m plano q u e divida 
o t e t raedro em duas p a r t e s c u j o s v o l u m e s e s t e j a m 
n a razão 1/2. R : A solução é evidente. Com efeito» 
visto que o plano passa por uma das arestas, o 
tetraedro dado ficará dividido noutros dois tetrae-
dros não regulares com a mesma altura do pro-
posto ; portanto a razão dos seus volumes V ( e V^ , 
será a razão das áreas das suas bases Bi e B,. As 
suas bases serão dois triângulos cujas alturas são 
iguais á altura do triângulo equilátero, base do 
tetraedro dado ; portanto a razão das suas áreas 
será a razão das suas bases b t e b 2 . Logo Vi/Vj=-
— B;[ , 'B 2 =bj/bj = 1/2 . Trata-se pois de fazer passar 
um plano por uma aresta do tetraedro regular e 
pelo ponto que divide a aresta oposta em dois 
segmentos de rasão 1/2. Como há dois pontos nes-
tas condições, o problema admite duas soluções. 
São dois planos simétricos em relação ao plano 
que passa pela mesma aresta e pelo ponto médio 
da aresta oposta, 

Soluções dos n.°* 1375 a I3S0 de O. Morbey Rodrigues. 

M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
Exames de f reqüênc ia 

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMÁTICAS GERAIS 

F, C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR — l.° exame de freqüên-
cia, 1943. 

I 
Y = I 

1381 — D e r i v e j v = ( l + t g ? a : ) ~ e 

1 3 8 2 — P r i m i t i v e 
2x 1 x* 

1 + c o s 2x x[/x*—2 x*—l 

1 3 8 3 — F o r m e a r a z ã o i n c r e m e n t a l , d e 

r e l a t i v a m e n t e a o va lor x=a ( f ( « ) ^=0) e p r o v e a 
sua c o n v e r g ê n c i a , s u p o n d o q u e / ' ( a ) e x i s t e . 

I I 

1 3 8 4 — C o m o s ã o cons t i tu ídas a s s e c ç õ e s de 
n ü m e r o s rac ionais de q u e 51 ^ 3 é f e c h o c o m u m ? 

1 3 8 5 ~ s l v / 3 ê r a c i o n a l ou i r r a c i o n a l ? P o r q u ê ? 

1 3 8 6 — S e » „ ^ - « J e v„ -* 2 , ea" -+ ? 
1 3 8 7 — Quando s d e s c r e v e a r e c t a q u e p a s s a 

p e l o s a f ixos d e e « ' ' = — ( ' , e n t r e q u e l imites 
v a r i a o s e u a r g u m e n t o p r i n c i p a l ? 

1 3 8 8 — Quais são ( e n t r e 0 e 2ir) os a r g u m e n t o s 
das ra ízes c i ib i cas de t 9 ? 

1 3 8 9 — Q u e é o c i r c u l o de c o n v e r g ê n c i a de 
u m a s é r i e d e p o t ê n c i a s ta„z"l Q u e v a l o r t e m o 
raio d ê s s e c i rculo ? 

1 3 9 0 — P o d e d a r - s e o c a s o de a s é r i e d iverg i r 
n u m ponto da c i r c u n í e r ê n c i a dêsse c i rculo , s e n d o 
a b s o l u t a m e n t e c o n v e r g e n t e n o u t r o ponto da 
m e s m a l i n h a ? P o r q u ê ? 

1 3 9 1 — D e q u e grau ê a der ivada de ordem k 
de um pol inómio de grau n ? 

1 3 9 2 — S e <p ( * ) > 0 e ( (x) f o r e m f u n ç õ e s c o n -
t inuas no p o n t o a , [tf t a m b é m é cont ínua 
n é s s e p o n t o ? P o r q u e ? 

1 3 9 3 — S e duas f u n ç õ e s o (a;) e $ ( .*) d i fe rem 
p o r u m po l inó mio do 2.° grau, qual a d i fe rença 
das s u a s p r i m i t i v a s ? 

I I I 

1 3 9 4 — T r o c a n d o n u m a dada s é r i e c a d a t e r m o 
u3l, c o m o t e r m o K2I1+J , v e m u m a s é r i e da m e s m a 
natureza ? P o r q u ê ? 

1 3 9 5 — S e j a m P0 Pt P2 Pz o s a f i x o s das r a í z e s 
quar tas d e c e r t o n ú m e r o A . i m p r i m a - s e ao q u a -


