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Esboço para uma a/gebr/zação da noção c/e integra/ 
por Consfanf in Cara í f i éodory 

(Introdução a «Entwurf für eine Algebraisierurtg des Integralbegriffs» 
— Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften—1838} 

A teor ia dos e s p a ç o s a b s t r a c t o s foi mui to e s t u -
dada nos úl t imos dez a n o s e c o n s e g u i u - s e ' intro-
duzir aí , d e d i v e r s o s modos , a n o ç á o d e in te -
gral ">. 

U m a c o n s i d e r a ç ã o mais profunda do assunto 
m o s t r a q u e s e pode a v a n ç a r a inda nesta d i r e c ç ã o . 
O s e s p a ç o s — m e s m o o s c h a m a d o s e s p a ç o s a b s -
t rac tos — são n a t u r a l m e n t e c o n j u n t o s , i s to é, c o l e c -
ç õ e s de e l e m e n t o s , a q u e t a m b é m c h a m a m o s p o n -
tos, de q u e o e s p a ç o c o n s i d e r a d o é const i tu ído. 
Cada f igura s ô b r e a qual s e integrará , d e v e r á , pois , 
e n c a r a r - s e t a m b é m c o m o um c o n j u n t o d e e l e m e n -
tos . P o r é m , n e s t a s c o n d i ç õ e s pode r e p a r a r - s e q u e 
não é e s s e n c i a l a s igni f icação d é s t e s e l e m e n t o s 
para a f o r m a ç ã o da noção d e integral e q u e a pró-
p r i a d e m o n s t r a ç ã o da e x i s t ê n c i a do integra l j á s e 
possa e s s e n c i a l m e n t e e fec t ivar , e m vir tude da p o s -
s ib i l idade da e x e c u ç ã o das o p e r a ç õ e s f u n d a m e n -
ta i s de reüniâo , d e d i fe rença e de i n t e r s e c ç ã o 
e s t a r cont ida na n o ç ã o de c o n j u n t o . 

A idéia a s s e n t a portanto , p o u c o mais ou m e n o s , 
e m a b s t r a i r i n t e i r a m e n t e da es t rutura das f iguras 
s ô b r e as quais s e d e v e r á in tegrar e, des tas f iguras, 
s ó e x i g i r q u e e l a s p e r m i t a m o p e r a ç õ e s q u e t e n h a m 
c e r t o s laços de c o m u m c o m as o p e r a ç õ e s de r e ü -
niâo, d e d i f e r e n ç a e de i n t e r s e c ç ã o de c o n j u n t o s . 
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Dis to resu l ta u m a dupla v a n t a g e m : U m a vez p o r 
todas a )argar -se -á c o n s i d e r à v e l m e n t e o c a m p o das 
a p l i c a ç õ e s poss íve is . E , depois , m o s t r a - s e que a 
teor ia a n t e r i o r s e s impl i f i cará p o r q u e s ó f ica o 
e s s e n c i a l do s e u e s q u e l e t o . E m resul tado da t a r e f a 
q u e nos i m p o m o s de t ra tar o b j e c t o s q u e são tão 
p o u c o d i ferenc iados , d e s a p a r e c e m , automát ica -
m e n t e , para mui tas d e m o n s t r a ç õ e s , aquelas p a r t e s 
c o m p l i c a d a s q u e s e t inham mant ido por erro , c o m 
o e m p r e g o dum m a t e r i a l s u b s t a n c i a l . D igno de 
nota é o facto de, c o m m e i o s tão pr imi t ivos , s e 
p o d e r o b t e r a maior ia dos resu l tados q u e s e c o n h e -
c e m para o s integrais de L e b e s g u e e de L e b e s g u e -
- S t i e l t j e s . Mais : são p o u c o s o s d e t a l h e s q u e por 
e s p e c i a l i z a ç ã o das h i p ó t e s e s s e j u n t a r ã o às n o ç õ e s 
gera is . 

O s o b j e c t o s m a t e m á t i c o s q u e n ó s def inimos no 
p r i m e i r o capí tu lo d è s t e art igo p o d e r ã o c o n s i d e -
r a r - s e c o m o e l e m e n t o s d u m a á l g e b r a de B o o l e 
general izada, c o m o é i m e d i a t a m e n t e c o m p r e e n s í -
ve l Nestas á l g e b r a s , contudo, a s o m a e o p r o -
duto de dois e l e m e n t o s q u a i s q u e r p o s t u l a m - s e 
s i m u l t â n e a m e n t e e tem iguais pr ivi légios . Para o 
n o s s o f im é, pelo cont rár io , v a n t a j o s o não t ra tar 
s i m u l t a n e a m e n t e a reüniâo , a d i f e r e n ç a e a in te r -
s e c ç ã o . Nós só p o s t u l a r e m o s a p r i m e i r a d e s t a s 
o p e r a ç õ e s , para depois , por m e i o de u l t e r i o r e s 
ax iomas , n o s r e s t r i n g i r m o s d e m a n e i r a q u e s e 
a s s e g u r e a e x i s t ê n c i a das o u t r a s duas . O b t e m - s e 
desta m a n e i r a um s i s t e m a de a x i o m a s que , c o m 
i m a g i n a ç ã o d e e x e m p l o s , s e poderá m a n e j a r de 
m o d o p a r t i c u l a r m e n t e s i m p l e s , ( c o m p a r e m - s e 
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O b j e c t o s m a t e m á t i c o s q u e p o s s u e m p r o p r i e d a -

d e s tão f u n d a m e n t a i s e i m p o r t a n t e s d e v e m t e r 
u m n o m e , q u e s e j a c o m p l e t a m e n t e n e u t r o e q u e 
não d e s p e r t e fa lsas a s s o c i a ç õ e s . V e r e m o s q u e ( § 
e s t e s o b j e c t o s n e m s e m p r e são c o n j u n t o s , de raa-
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n e i r a qtie a d e s i g n a ç ã o «con junto» n ã o p o d e r á 
u s a r - s e . O n o m e «corpo» q u e a p r e s e n t a v a muitas 
v a n t a g e n s é da m e s m a m a n e i r a a exc luir , p o r q u e 
o seu uso conduzir ia a e q u í v o c o s ; as «es t ruturas» , 
q u e O r e introduziu, são demas iado gera is . Nada s e 
Opõe p o r é m à d e s i g n a ç ã o de Soma ,:l>. 

P a r a a e x t e n s ã o da n o ç ã o de integra l podem 
u s a r - s e d i v e r s o s pr inc íp ios . K o l m o g o r o f f seguiu 
até a o fim a idéia d e L e i b n i z d u m a « S u m m a 
O m n i u m » . H a h n d e i x o u - s e conduzi r pelo p e n s a -
m e n t o de que , para a r e s t r i ç ã o dos c o n j u n t o s 
sObre os quais s e d e v e r á integrar , o integral é u m a 
f u n ç ã o t o t a l m e n t e adit iviva. 

Muito mais s i m p l e s e m a i s d i r e c t a m e n t e s e 
a t i n g e o o b j e c t i v o s e s e par te das p r o p r i e d a d e s 
e l e m e n t a r e s das á r e a s , r e s p e c t i v a m e n t e dos volu-
m e s . E s t a s p r o p r i e d a d e s s ã o tão intuit ivas q u e 
A r q u i m e d e s as pôde postular ' 1 ' . E l a s r e p r e s e n -
tam a g e n e r a l i z a ç ã o d o s s e g u i n t e s t e o r e m a s geo-
m é t r i c o s : 

Teoremal. Quando s e c o b r e c o m p l e t a m e n t e uma 
f igura p lana F com u m n ú m e r o f inito, ou não, de 
f iguras F\,Fi,"-, a á r e a de F n ã o é s u p e r i o r à 
s o m a das á r e a s d e tòdas as Fk. 

Teorema 2. O v o l u m e dum c i l indro r e c t o é igual 
ao produto da altura pe la área da b a s e . 

O p r i m e i r o dèstes t e o r e m a s conduz à teor ia das 
f u n ç õ e s de medida q u e eu há multo t e m p o d e s e n -
volvi A s f u n ç õ e s de medida p o d e m d e f i n i r - s e 
t a m b é m , s e m dif iculdade c o m o f u n ç õ e s d e Soma. 
A e s t a s e n t i d a d e s é dedicado o s e g u n d o capi tulo 
d é s t e art igo. 

Para e x t e n d e r o t e o r e m a 2, q u e p o d e r á t r a t a r - s e 
em c o n e x ã o com o t e o r e m a do v a l o r médio do 
cálculo integral , c o n s i d e r a m o s f u n ç õ e s d e e l e -
m e n t o s ô b r e um c o r p o de Somas. E s t a s f u n ç õ e s 
de e l e m e n t o q u e d e v e m s e r a n á l o g a s às f u n ç õ e s d e 
ponto ordinár ias , d e f i n i r - s e - ã o por m e i o dos l imi -
t e s su p e r i o r e i n f e r i o r q u e e las a d m i t e m n a s di fe -
r e n t e s s o m a s . 
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A g o r a p o u c o falta para c o m p l e t a r a t e o r i a ; 
bas ta c o n s i d e r a r o in tegra l de L e b e s g u e - S t i e l t j e s 
c o m o uma f u n ç ã o d e medida para a qual é vál ido 
o t e o r e m a do v a l o r médio . A def in ição a c i m a da 
f u n ç ã o de e l e m e n t o é p a r t i c u l a r m e n t e a p r o p r i a d a 
a es ta c o n c e p ç ã o do integral . P a r a o d e s e n v o l v i -
m e n t o d e s t a s idéias podem u s a r - s e m é t o d o s mui to 
c o r r e n t e s . E s t a p a r t e do capi tu lo III , q u e é fác i l 
d e c o m p l e t a r , p o d e r á p r e e n c h e r - s e mui to fàc i l -
m e n t e c o m e s t e s f u n d a m e n t o s . 

N o t a - s e , d e res to , q u e s e obtém o s resu l tados de 
H a h n q u a n d o s e def ine o integral I*A sõ no c o r p o 
em q u e esta f u n ç ã o d e medida é m e n s u r á v e l . 

Tradução de MARIA PILAR RIBEIRO 

Observações ao presente artigo — A t r a n s c r i ç ã o 
p r e c e d e n t e é i n t e r e s s a n t e , a l é m do mais , p o r q u e 
n o s a p r e s e n t a , s o b r e t u d o n o s p r i m e i r o s p a r á g r a -
fos , n u m e x e m p l o suges t ivo e i n d u b i t a v e l m e n t e 
i m p o r t a n t e p r e o c u p a ç õ e s e a t i tudes que , s e não 
são c a r a c t e r í s t i c a s d o s m a t e m á t i c o s d e ho je , s à o 
h o j e a inda pouco v u l g a r i s a d a s e m b o r a mui to fami -
l i a r e s aos e s t u d i o s o s . 

Outra o b s e r v a ç ã o é - n o s suger ida pe ia t r a d u ç ã o 
c o m o t í tulo « O d iscre to e o c o n t i n u o » do nú-
m e r o 14 da n o s s a ^Gazeta de M a t e m á t i c a » . Ai , e m 
nossa opinião , a r r i s c a - s e o le i tor a e q u í v o c o ( ta lvez 
s i m p l e s m e n t e p o r q u e as idé ias e s t ã o d e m a s i a d a -
m e n t e c o n d e n s a d a s e e x p r e s s a s c o m d e m a s i a d a 
b r e v i d a d e ) . Não s e trata, agora, d e s u b l i n h a r a c o n -
fusão, ali poss íve l , e n t r e as n o ç õ e s de d e n s i d a d e 
e cont inu idade para a r e c t a . Q u e r e m o s s i m p l e s -
m e n t e d izer q u e (a n o s s o v e r l ) e s s a « e n c o r p o r a -
ç ã o da anál i se m a t e m á t i c a , á lgebra , teor ia d o s 
n ú m e r o s , lógica m a t e m á t i c a e g e o m e t r i a » s e e n -
c o n t r a j á rea l izada n u m grau m u i t o mais a v a n ç a d o 
do q u e aquela le i tura p o d e fazer s u p o r . A m e m ó -
ria d e C a r a t h ê o d o r y v e m e m apoio des ta o b s e r v a -
ção . E s p e c i a l m e n t e i m p o r t a n t e s , s o b ê s t e a s p e c t o , 
são outras n o ç õ e s c u j o es tudo es tá h o j e tão a v a n -
çado, c o m o s ã o as d e «grupo topológico» e « e s t r u -
tura» . D e l a s p r o c u r a r e m o s b r e v e m e n t e dar , a q u i , 
uma idéia . 

F i n a l m e n t e ( e e m p r i m e i r o l u g a r ! ) p o s s a es ta 
tanscr i ç ão s u g e r i r o e s t u d o da própr ia m e m ó r i a a 
a lgum l e i t o r da «Gazeta» q u e e s t e j a d e s e j o s o d e 
c o n h e c e r a m a t e m á t i c a no s e u d e s e n v o l v i m e n t o e 
t enha j á p r e s s e n t i d o que , para isso, p r e c i s a de 
c o n h e c e r a m a t e m á t i c a m o d e r n a c u j a c o n t r i b u i ç ã o 
é, d e s d e já , s i m u l t a n e a m e n t e , tão r e c e n t e e tão 
r i c a , 

HUGO RIBEIRO 


