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Esbégco para uma algebrizacdo da nocdo de integral

por Constantin Carathéodory

(Introducio a «Entwurf fiir eine Algebraisierung des Integralbegriffs»
— Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften—1838)

A teoria dos espacos abstractos foi muito estu-
dada nos tltimos dez anos e conseguiu-se intro-
duzir ai, de diversos modos, a nogido de inte-
gral ),

Uma consideracdo mais profunda do assunto
mostra que se pode avangar ainda nesta direcgéo,
Os espagos —mesmo os chamados espagos abs-
tractos —sdo naturalmente conjuntos, isto &, colec-
¢oes de elementos, a que também chamamos pon-
tos, de que o espaco considerado é constituido.
Cada figura sobre a qual se integrar4, deveri, pois,
encarar-se também como um conjunto de elemen-
tos. Porém, nestas condi¢des pode reparar-se que
nio & essencial a significacdo déstes elementos
para a formacgdo da nogdo de integral e que a pré-
pria demonstragio da existéncia do integral ji se
possa essencialmente efectivar, em virtude da pos-
sibilidade da execucdo das operagdes fundamen-
tais de refinido, de diférenca e de interseccio
estar contida na nocdo de conjunto,

A idéia assenta portanto, pouco mais ou menos,

em abstrair inteiramente da estrutura das figuras

sobre as quais se dever4 integrar e, destas figuras,
s6 exigir que elas permitam operagdes que tenham
certos lagos de comum com as operagdes de reii-
nido, de diferencga e de intersec¢do de conjuntos.
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Disto resulta uma dupla vantagem : Uma vez por
todas alargar-se-a consideravelmente o campo das
aplicagbes possiveis. E, depois, mostra-se que a
teoria anterior se simplificara porque sé fica o
essencial do seu esqueleto. Em resultado da tarefa
que nos impomos de tratar objectos que sdo tio
pouco diferenciados, desaparecem, automatica-
mente, para muitas demonstragdes, aquelas partes
complicadas que se tinham mantido por érro, com
o emprégo dum material substancial. Digno de
nota & o facto de, com meios tio primitivos, se
poder obter a maioria dos resultados que se conhe-
cem para os integrais de Lebesgue e de Lebesgue-
-Stieltjes. Mais: sdo poucos os detalhes que por
especializagdo das hip6teses se juntardo as nogdes
gerais.

Os objectos matematicos que nés definimos no
primeiro capitulo déste artigo poderdo conside-
rar-se como elementos duma algebra de Boole
generalizada, como é imediatamente compreensi-
vel ®, Nestas algebras, contudo, a soma e o pro-
duto de dois elementos quaisquer postulam-se
simultdineamente e tém iguais privilégios. Para o
nosso fim &, pelo contrario, vantajoso ndo tratar
simultineamente a refinido, a diferenca e a inter-
secgdo. Nos s6 postularemos a primeira destas
operacbes, para depois, por meio de ulteriores
axiomas, nos restringirmos de maneira que se
assegure a existéncia das outras duas, Obtem-se
desta maneira um sistema de axiomas que, com
imaginacdo de exemplos, se poderi manejar de
modo particularmente simples. (comparem-se
§§ 9 e 10).

Objectos mateméticos que possuem proprieda-
des tdo fundamentais e importantes devem ter
um nome, que seja completamente neutro e que
nio desperte falsas associagdes, Veremos que (§ 9)
estes objectos nem sempre sdo conjuntos, de ma-
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neira que a designac¢do «conjunto» ndo podera
usar-se, O nome «corpo» que apresentava muitas
vantagens &€ da mesma maneira a excluir, porque
o seu uso conduziria a equivocos ; as «estruturass,
que Ore introduziu, sio demasiado gerais, Nada se
opde porém i designacido de Soma ¥,

Para a extensdo da nogdo de integral podem
usar-se diversos principios. Kolmogoroff seguiu
até ao fim a idéia de Leibniz duma «Summa
Omnium». Hahn deixou-se conduzir pelo pensa-
mento de que, para a restri¢io dos conjuntos
sobre os quais se devera integrar, o integral é uma
fungdo totalmente aditiviva.

Muito mais simples e mais directamente se
atinge o objectivo se se parte das propriedades
elementares das 4reas, respectivamente dos volu-
mes. Estas propriedades sdo tdo intuitivas que
Arquimedes as pdde postular @, Elas represen-
tam a generalizacio dos seguintes teoremas geo-
métricos:

Teoremal. Quando se cobre completamente uma
figura plana F com um ntmero finito, ou nio, de
figuras Fy,F,, .-, a drea de F ndo é superior a
soma das areas de todas as F,.

Teorema 2. O volume dum cilindro recto é igual
ao produto da altura pela drea da base.

O primeiro déstes teoremas conduz i teoria das
funcdes de medida que eu ha muito tempo desen-
volvi ®. As funcdes de medida podem definir-se
também, sem dificuldade como fung¢des de Soma,
A estas entidades é dedicado o segundo capitulo
déste artigo.

Para extender o teorema 2, que podera tratar-se
em conexdo com o teorema do valor médio do
cdlculo integral, consideramos fungdes de ele-
mento sobre um corpo de Somas. Estas funcdes
de elemento que devem serandlogas as fungdes de
ponto ordindrias, definir-se-do por meio dos limi-
tes superior e inferior que elas admitem nas dife-
rentes somas.

@ A palavra soma foi, sem divida, a empregada jd por
von E, Study nas suas investigacdes sObre cinemética.
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usa na deometria e na dlgebra com diferentes significacdes,
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Agora pouco falta para completar a teoria;
basta considerar o integral de Lebesgue-Stieltjes
como uma fun¢do de medida para a qual é vilido
o teorema do valor médio, A defini¢do acima da
fungio de elemento é particularmente apropriada
a esta concepc¢do do integral. Para o desenvolvi-
mento destas idéias podem usar-se métodos muito
correntes. Esta parte do capitulo IlI, que é facil
de completar, poderd preencher-se muito facil-
mente com estes fundamentos.

Nota-se, de resto, que se obtém os resultados de
Hahn quando se define o integral 7*4 sé no corpo
em que esta fun¢io de medida é mensuravel.
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Observagies ao presente artigo — A transcricio
precedente é interessante, além do mais, porque
nos apresenta,sobretudo nos primeiros pariagra-
fos, num exemplo sugestivo e indubitavelmente
importante preocupa¢des e atitudes que, se ndo
sdo caracteristicas dos matematicos de hoje, sdo
hojeainda pouco vulgarisadas embora muito fami-
liares aos estudiosos.

Outra observacdo é-nos sugerida pela tradugio
com o titulo «O disereto e o continuo» do ni-
mero 14 da nossa «Gazeta de Matematica». Af, em
nossa opinido, arrisca-se o leitor a equivoco (talvez
simplesmente porque as idéias estdo demasiada-
mente condensadas e expressas com demasiada
brevidade). Nio se trata, agora, de sublinhar a con-
fusdo, ali possivel, entre as nogdes de densidade
e continuidade para a recta. Queremos simples-
mente dizer que (a nosso ver!) essa «encorpora-
¢do da andlise matematica, dlgebra, teoria dos
nimeros, l6gica matematica e geometria» se en-
contra ja realizada num gran muito mais avancado
do que aquela leitura pode fazer supor. A memé-
ria de Carathéodory vem em apoio desta observa-
¢do. Especialmente importantes, sob éste aspecto,
sdo outras nogdes cujo estudo estd hoje tio avan-
cado, como sdo as de «grupo topolégico» e «estru-
tura», Delas procuraremos brevemente dar, aqui,
uma idéia.

Finalmente (e em primeiro lugar!) possa esta
tanscricdo sugerir o estudo da prépria meméria a
algum leitor da «Gazeta» que esteja desejoso de
conhecer a matematica no seu desenvolvimento e
tenha ja pressentido que, para isso, precisa de
conhecer a matemdtica moderna cuja contribuigéo
€, desde j4, simultaneamente, tdo recente e tio
rica.
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