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P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-ttos remetidas até ao dia IJ do mês 

anterior ao do aparecimento de cada número da Gazeta. 

Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 

numa folha de papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra-

tados), com a indicação do nome e da morada do autor. 

Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 

melhores e mencionam-se os autores de tôdas os resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 
1507 — Resolver o sistema de equações : 

x+y+xy—SL. 

1508 — SObre as três arestas de um triedro 

t r i r e c t f t n g u l o marquem-se três comprimentos 

CM=a, OB=b, UC=c e trace-se o tr iângulo 

[ABC], De terminar : 1.° — a expressão da área 

déste tr iângulo; 2.° — a distância OD=d do ponto 

O ao plano ABC-, 3 . ° — o que devem ser b e e , 

quando sendo dados a e d, para que o triân-

gulo [ABC] tenha uma superfície dada. 

Problemas 1507 e 1508 propostos por J. S. Faria de Abreu 
(de Penafiel). 

1509 — Mostrar que 

n(n + 1)--(n + p + l) 

P + 2 

1510 — P e l o ponto méd io do lado AB dum 

triangulo [ABC] traça-se uma recta arb i t rár ia ; 

designando por A' e P os pontos de encontro 

dessa recta com BC e AC respectivamente, mos-

trar que tém lugar as relações : 

MN PN 

ÃP~ CP e ÃC ~ 2 PC 

Problemas 1500 e 1510 propostos por José Morgado 
(do POrto). 

A L G U M A S D A S S O L U Ç Õ E S R E C E B I D A S 

1081 — Mostrar que 2 ,00°, escrito no sistema 

decimal, termina em 76. R: De (1Ò0+16) 16= 

= 100 + 56, (100 + 16)162=100 + 96, (100 + 16)16' = 

=100 + 36, (100+16) 16* = 100 + 76 , (100 + 16)10»-

= 100 + 16, (100+16) l e ^ l ò o + se , resulta que: 

(100+16)16° terminará em 56, 96, 36, 76 ou 16 

conforme o resto da divisão de n por 5 fôr res-

pectivamente 1 , 2 , 3 , 4 ou 0 . Ora - 2 * » = 

=16 • (2*)"» = (0+16) 16«' - (100 + 16) 16«» . Mas, 

249 dividido por 5 dá de resto 4 . Logo 21000 no 

sistema decimal terminará em 76. 

1083 — Mostrar que 1000/ contém 394 vezes o 

factor 2 . (») R : Na decomposição 10001 — 1 • 2 • 3 • 

* .. . •999-1000 há 500 factores pares. Excluindo 

então os factores impares, visto estes não conterem 

o factor 2, temos: 2500 • 50001 Procedendo do mesmo 

modo para 5001 temos 2™ • 2J í f l • 2.501 e assim su-

cessivamente, achamos 2««- 2=»- 2 i » . 2 « . 2» • 2» -

- 21 • 23 • 2 = 2914 . 

(*) 6 êste o enunciado correcto do problema proposto 
n.° 10S3 que figura incorrectamente enunciado no ti.° II da 
iGazeta de Matemática!. 

1181 — Sendo A = sen 2 x ~ A s e n * — c o s # + £ t 

A 
e B = cos 2x—k cos ar—sen .r , exprimir — em 

B 

x t-1 
função de / = t g — > e mostrar que é igual a —— • 

R : Atendendo a que sen 2x=2 sen x • cos x e 

A a -r bk 
cos2x=cos 3 x—sen 3 x pode fazer-se — — 

B c + dk 

onde a = cosx(2senx—1), b — l — s e n x , c = cos3x — 

— sen x (sen x + I ) , d = — cos x . A condição neces-

sária e suficiente para que A / B seja independente 

de k é que a/c = b/d, isto é, ad — b c = 0 . Ora, neste 

caso ad — b c = —cos3 x (2 sen x —1)— 

[cos1 x (1 — sen x) — sen x (sen x + 1) (1 — sen x)] — 

= —2 sen x cos3 x + cos3 x — cos3 x + sen x cos3 x + 

+ sen x cos3 x = 0 . Fica assim provado que A /B 

é independente de k . Façamos então k = 0 , virá: 

A _ cos x (2 sen x—1) 

B cos3 x —senx (senx + 1) 

2 tg x/2 21 1 — tg3 x/2 

e atendendo a que 

1 - t » 

1 + t3 

1 -(- tg3 x/2 1 + t3 1 + tg3 x/2 

teremos feitas as necessárias reduções: 
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A _ t * - 4 t 3 + 4 t - l _ < t * - 3 t ' - 3 t + l ) ( t - l ) 

B ~ V < - 2 t » - 6 t * - 2 t + l ~ ( t 3 - 3 t » - 3 t + l ) ( t + l ) ~ 

t - 1 

Soluções dos n . " 1081, 1083 e 1)81 de R. Quaresma Rosa. 

1182 — Os S lados^ de u m triângulo e uma das 

alturas são 4 térmos consecutivos de uma pro-

gressão geométrica. Dada uma dessas 4 quantida-

dades, calcular as outras, R : Sejam a , b í c os 

lados dum triângulo por ordem decrescente de 

grandeza e h a altura. Por hipótese é 4r a : b : c : h , 

donde: a x h - b x c . Trata-se dum triângulo rec-

tângulo em que a é a hipotenusa, h a altura res-

pectiva, b e c os catetos. Teremos para resolver o 

problema: = b ! J- c J , b ! = a - c , c í = b * h , sistema 

de três equações a três incógnitas, visto ser conhe-

cido um dos elementos. A razão da progressão que 

fàcilmente se determina, atribuindo um valor qual-

quer a um dos lados i v/ 
^ 5 - 1 

Solução de Álvaro Simões {de Sangalhos), 

1183 — Dado o tr iângulo isósceles [ABC] rectân-

gulo em A , e a recta XX1 , paralela a AC e pas 

sando por B , determinar o lugar geométrico das 

posições do vértice A , quando B se desloca 

sôbre XX', mantendo-se fixo o vértice C, e 

conservando-se o tr iângulo isósceles e rectân-

gulo em A. R ; Tracemos pelo vértice C uma 

recta YY 1 perpendicular a XX' e seja O o ponto 

de intersecção. Designamos por P, e P/ respecti-

vamente os pés das perpendiculares baixadas dos 

pontos A[ sobre X X ' e Y Y ' . Os triângulos rec-

A A 
tângulos A; PB, e A, P' C são iguais. Com efeito 

A, B, C por hipótese e os ângulos A , B, P, e 

A, CP; também são iguais, visto terem os lados 

perpendiculares. Logo A, Pi—Aj P[, Os pontos A* 

mantêm-se equidistantes de XX' e Y Y ' . O lugar 

geométrico dos pontos A , é, pois, a bissectriz do 

ângulo recto do triângulo dado, 

SoluçSo de Álvaro Simões (de Sangalhos) 

1249 - Determinar a equação gerat das super-

fícies S tais que, designando por X, Y , Z os pon-

tos em que a normal n u m ponto M d uma delas 

encontra respectivamente os planos YOZ, ZOX 

e XOY, a razão anarmónica ( X , Y, Z, M)=k. 

R: Sejam X,., Y t , ZT eu abetssas de X, Y , Z < M , 

X - x Y - y Z - z 
Das equações da normal — — — < 

P „ q 

tira-se Xx-=0, Y t = x — p y / q , e x + p z . 

Tem-se ( X , Y , Z , M) = 

Z , XT p 

X x , "" p 

^ X P Z + X q y 

- k , 

donde se tira yxp —kxzq = (k —1) xy , Integremos 

dz dx dy 
estas equações— Do confronto 

yz — kxz (k — 1) xy 

das duas primeiras equações resulta kx3 + yI=Ci. 

Multiplicando ambos os termos das 3 frações, res-

pectivamente por x , y e z , e tendo em vista uma 

propriedade das proporçõesvem xdx-f-ydy 4-zdz=0, 

que dá x í + y í + z2 = c J . Portanto a equação geral 

das superfícies S é x I-f-y i+z2=ç (kx? +y 2} . 

Solução de Laureano Barros (do PÔrto). 

1252 — Lugar do centro d um círculo que se des-

loca de tal forma que os seus eixos radicais com 

dois círculos fixos passam por dois pontos fixos. 

R : Sejam Q e C ; os centros dos dois círculos fi-

xos, R( e Rj os respectivos raios; Pi e P2 os dois 

pontos fixos, definidos pelas distâncias Pi P2 = r , 

P I C I —DI e P 2 C Z = D I ; C o centro de um dos cír-

culos do lugar. 

Supondo R o raio diste último circulo, tem-se, 

pelas propriedades do eixo radical; 

r r J - R " - d f - R l - T Í 

í rS-R^dJ-RJ-T? 

Eliminando R , vem rf —rJ — Tf—T3. Está assim 

reduzido o problema a achar-se o lugar dos pon-

tos C tais que a diferença dos quadrados das suas 

distâncias a P J e P 2 é constante e iguala T J — T | . 

Êsse lugar è, como fàcilmente se reconhece, uma 

recta perpendicular a PJ P J ; a intersecção do lugar 

T ? — " P — R ! 

com Pi Pj dista de Pi de ——^ 

Solucio de Laureano Barros (do PÔrto). 

Enviou também solução correcta: José Morgado (do PÔrto) 

1254 — Prove que 

T1 2' tg (2' *)=rcotg # - 2 " cotg (2" j ; ) . R : 
r-0 

1—tg !X 
Darelação c o t g2x^ 2tg"x~ o u ^ cotg 2x = cotg x — 

— t gx resulta tg x-=cotg x — 2 cotg 2x. Mudando x 

em 2r x ; tg (2r x) —c otg (2r x) — 2 cotg t2 rH x) ou 

2r tg (2 rx)=2 r cotg (2' x)-2 r + l cotg(2 r + , )x . Dando 

a t os valores 0 , 1 , " ' , n — 1 , e somando ordena-

damente, vem 

í ' 2 r t g ( 2 r x )=co t g x—2" cotg (2a x ) , c .q , p. 

r—o 
SoluçSo de ]osé Morgado (do PÔrto). 

Enviou também loluçSo correcta: Laureano Sarros (do 

PÔrto). 
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1335 — Seja OAq um segmento rectilíneo de 

comprimento igual ao dõbro do diâmetro de uma 

circunferência dada. Marque-se, a partir de ÜAq, 

o ângulo A0ÔAj = -15°, e outro ÔqAAi^^; a par-

tir de OAf, o ângulo •15°, e outro 

O Â i A i ^ W - , a partir de UÃt, o ângulo A2ÔAi=> 

= — '45° , e outro O Â i A i = 00° : e assim sucessi-
23 

vãmente, de modo que seja sempre A „ ^ t Ô A „ ^ 

— — — 4 5 ° e OÂ,-,A*-90<>. Calcular l i m ÕÃ, , 
2 n _ t ti-»®. 

e verificar que é perpendicular a ÔA0 e igual ao 

perímetro da circunferência dada, R : Do triân-

gulo rectângulo A;_, Ô A • tira-se OA , = -

= O A Í _ , 
2 sen 45°/21-1 

cos 45-/2'"1 

Atribuindo a i os valores 
sen 45°' 

1 ,2 , -,n , multiplicando ordenadamente as igual-

dades obtidas e simplificando, vem O A „ = O A 0 -
2" sen 45a/2'1-1 

• • — ' = O A 0 - 2llsen45°/,2*-1 I t m O A „ = 
sen 90° 

. sen ir/2"w it 
= OA 0 • 1 i m 2" sen i e \ = O A 0 ' l i m 

n/2" 

= ^ OAo . Portanto, o limite pedido é igual ao perí-

metro da circunferência dada. Notando que a soma 

dos ângulos O A , , soma dos termos duma pro-

ir/4 ir 
gressão geométrica decrescente, é ^ - ^ ^ •=» - vê-se 

que U A n , no limite, c perpendicular a O A 0 . 

SoluçSo de José MorSado ido Põrto), completada por 
Quaresma Rosa, 

Enviaram também soluções correctas: Alberto Pais 'de 
Lisboa), J . S Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul Richard 
(de Portalegre), 

1336 —Mos t ra r que sendo 2* • 3*=3* - = 6 , é 

t ambém . R : De 21 • 3 '-3* • 2 f ' = 

= 2-3 , resultam as igualdades 2 r _ 1 • 31-1 • 

, Aplicando logaritmos: (x —1) log 2 = 

(y — 1) log 3, ( 2 y— l ) l o g2= — (x—1) log 3 . Divi-

x - 1 y —1 
dindo membro a membro, ——- < ou s?— 

2y —1 x - 1 

—2y 2=2x—3y. 

Solução de José Morgado {do Pôrto). 

Enviou também solução correcta Paul Richard (de Por-

tal egre). 

1337 — D e m o n s t r a r a identidade 8 sen 10° • 

• sen 50° * seu 70° = 1 , R : A igualdade pode, evi-

dentemente escrever-se 

8 sen 10° cos 10° sen 50° cos 80» sen 70° cos 70° = 

•= cos 10° cos 50° cos 70 ou sen 20° sen 100° sen 140°=-

-= cos 10° cos 50° cos 70° , igualdade verdadeira, em 

virtude de ser: sen 20° = cos 70°, sen 100° = cos 10a 

e sen 140"=50° . 

Solução de José Morgado (do Põrto). 

Enviaram também soluções correctas: Alberto Pais (de 
Lisboa), Álvaro Simões (de Sangalhos), J .S. Faria de Abreu 
(de Penafiel), M. Guerra dos Santos (de Lisboa) e Paul 
Richard (de Portalegre). 

133S — Resolver a equação sen 5x • cos 3x =» 

= sen • cos 7,* . R : Atendendo a que 

2 sen Sx cos 3x = st-n 8x + sen 2x e 2 sen 9x cos 7x — 

— sen 16x+sen2x, a equação proposta transforma-

se em sen 8x=seu 16x ou sen 8 x = 2 sen 8x cos 8x 

ou sen 8x (1 — 2 cos 8x )=0 logo sen 8x = 0 -+ x = 

= kir/8 e cos8x= . l / 2-»x = kir/4 + ir/24. 

SoluçBo de M. Carlos Guerra dos Santos (de Lisboa). 

Enviaram também sotuções correctas: Álvaro Simões 
(de Sangalhos), José Morgado (do Pârto) e Paul Richard 
(de Portalegre). 

1339 Três números x, y e e estão em pro-

gressão aritmética, estando x+y , y e y+s em 

progressão geométrica. Calcular êsses números 

sabendo ainda qne a soma dos quadrados dos 

extremos x e s ê 8 . Calcular a razão das duas 

progressões. R : O enunciado traduz-se pelas 

Í
z y = x + z 

y ' = (x + y) (y-rz) a segunda das 

quais é equivalente a xy + yz + zx = 0 . Então, tem-se 

sucessivamente 9y2-^(x +y+z) î=x1+y1-j-z !—8+y* 

donde y = ± l . Para y = + l , vem x + z —2 , xz = 

= —2, donde, a solução x = l + y = l , z-^l+l 

+ . Para y =«—1, vem x-f-z= —2, x z ^ — 2 

donde a solução x = — 1 + v'3, y = —1, z = — l ^ p 

+ \/3. As rasões são: no caso da progressão ari-

tmética = — ou r } = i/3 ; no caso da progres-

são geométrica p, •=« 2-f- \/3 ou 2 — j / S , 

SoluçSo de José Morgado ido Pôrto). 
Enviaram também soluções correctas : Alberto Pais (de 

Lisboa), J. S. Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul Richard 
(de Portalegre). 

1340 — São dadas as circunferências CJ,CJ---Cm 

tais que : a) os centros estão alinhados ; b> a cir-

cunferência C,( i = 2 , , n — 1) é tangente à cir-

cunferência Ci_t e à circunferência C i + . c ) as 

circunferências são tangentes às rectas a e b , 

Conhecendo o ângulo 2a das rectas a e b e o 

raio Rt de C1 ( calcular a soma dos raios das n cir-

cunferências. [Considerar os dois casos: 

e R j > R j H , ( y = l , * • • , «—1)] . R : Primeiro caso 
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Ri < R i + 1 , É evidente a relação sen a1 

ou R:. = X 
sen a + 1 

— sen * +1 

i + K, 

A soma de n raios será 

a soma de n tírmos duma progressão geométrica em 

, „ SeT1 * + 1 r, 
que o primeiro termo e R , e a razão 7 Por-

tanto S 1 

sen a + 1 

— s e n a 4 - 1 

No caso de ser 

- 1 
1 — sen a 

Rj H a progressão será decrescente e a razão 

1/1 — sen x\ " 
1 - — — ) 

\1 + sen « / 
igual a 

1 + sen 3. 
1 -

1 — s e n a 

1 + sen a 

Solução de Álvaro Simões (de Sangalhos). 

Enviaram também soluções correctas : J. S. Faria de 
Abreu (de Penafiel) e Pau) Richard (de Portalegre), 

1341 — Calcular o valor da soma S-=lfl+ 

+ 2/2-1 hw ! n . R : n ! n - n ! [(n +1 ) - 1 ] = 

--=n ! (n-f-1) —n! = (n + 1)1 —n! Fazendo n sucessiva-

mente igual a n — 1 , n — 2 , . * . 3 , 2 , 1 , vem n ! n = 

= t ( n + l ) l — n l , (n—1)1 ( n - l ) « n ! - ( n - l ) l , f n-2 ) l 

(n —2)-=(n —1) 1 —(n + 2j 1 ; ... 3 1 3 = 4 ! - 3 ! , 2 ! 2 = 

•=31 — 3 1 = 1 Somando ordenadamente vem 

l ! l + 2 ! 2 + 313-j -|-n!n = (n + l ) ! —1. 

SoluçSo de Paul Richard (de Portalegre). 

Enviou também solução correcta: J. S. f-aria de Abreu 
(de Penafiel}. 

1343 - Consideremos um diedro de rectilíneo 2a 

e um plano que secciona o diedro perpendicular-

mente ao plano bissector. Sendo p o ângulo for-

mado pela aresta e por aquele plano, determinar, 

em função de a e p, o ângulo de secção do diedro, 

R : Considere-se o triedro que tem por vértice V , 

o ponto de intersecção da aresta do diedro e do 

plano que secciona este perpendicularmente ao plano 

bissector, e por arestas, a aresta do diedro e as 

intersecções do dito plano com o plano bissector e 

com uma das faces do diedro; arestas que se desi-

gnam por V A , V B e V C respectivamente. Neste 

triedro rectângulo conhecem-se a face B V A —p e o 

ângulo * oposto à face B V C . O triedro está, pois, 

determinado. Resolvendo-o, acha-se; tg B\^C = 

= seap tg ndonde BVC = arc tg (senptga ) e 2BVC — 

2 are tg (sen p tg a ) . È o ângulo pedido. 

Soluçio de Alberto Pais (de Lisboa). 

Enviaram também soluções correctas: José Morgado 
(do Pôrto), J. S. Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul 
Richard (de Portalegre). 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secçSo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serSo publicadas criticas de livros 

e outras publicações de matemática de que os autores ou editores enviarem dois exemplares à Redacção 

23 — B U T L E R , CKAS. H . and L Y N N W O O D 

WFIEN, F. — The Teeching 0/ Secondery Mathemo-

He i— Mc Graw-Hil l Gook Co. 1941. X I I + 513 

págs. $3.00. 

É um l ivro verdadeiramente actual que todo o 

professor de matemáticas do ensino secundário 

deveria inscrever na sua lista de leituras. Deveria 

ser l ido também pelos educadores em geral e 

pelos dif igentes que têm a seu cargo qualquer 

trabalho sõbre matemáticas nas escolas secundá-

rias. Escrito por dois professores capazes e expe-

rimentados, Cste l ivro é precioso e cheio de suges-

tões, part icularmente para o grupo de professores 

jovens que, faltando-lhe a experiência do trabalho 

escolar, necessitam de um guia para os seus planos 

diários de lições. 

O l ivro está dividido em três partes: 

L * O lugar e a função das matemáticas na edu-

cação secundária, 

2.® Melhoramento e avaliação da instrução na 

educação secundária. 

3.» O ensino do assunto principal das matemá-

ticas secundárias. 

Fode-se felicitar os autores por terem escrito 

u m bom livro, agradável e cheio de notas de filo-

sofia e sugestões para o desenvolvimento da ins-

trução ; é são e bem equi l ibrado. 

Os exercícios do fim de cada capítulo são bem 

escolhidos e a bibliografia é actual. 

(de W. D. R. em <The Mathematics Teacher-
Vol. XXXV, n.° i-Abr i l 1EU2-Trad. J. S. P.) 

24-FRANKIJX, PHILJP-A T rea t i i e on A d v a n -
ced CBICUIUS—John Wi l ey and Sons, Inc. —New 

Y o r k ; Chapman and Hal l —London ; 1940. 

Esta obra constitue uma valiosa contribuição a 

êste campo da matemática. Preenche definitiva-

mente a lac LI na existente entre O trabalho de forma 

elementar e o de rigor dentro da moderna aná-

lise, como é põsto em evidencia pelos títulos dos 

pr imeiros capítulos. Como ponto de partida os 


