GAZETA DE MATEMATICA

PROBLEMAS

As resolugdes de problemas proposios devem ser-nos remetidas até ao dia 15 do més
anterior ao do aparecimento de cada mimero da Gazeta,

Para facilitar a organisacdo da secgdo, pedimos que cada resolugdo sefa transcrita
numa folha de papel, utilisada s6 de um lado (onde outros assuntos ndo sejam ira-
tados), com a indicagdo do nome e da morada do autor.

Das resolugies recebidas de cada problema proposto publica-se a melhar ou uma das
melhores e mencionam-se os autores de tédas as resolugGes correctas e sé destas.

PROBLEMAS PROPOSTOS

1507 — Resolver o sistema de equaces:
224 y'—(x+y)=48, x+y+xy=31.
1508 — Sobre as trés arestas de um triedro
trirectangulo marquem-se trés comprimentos
OA=a, OB=b, OC=c e trace-se o triangulo
[ABC]. Determinar: 1.° —a expressdo da érea
déste triangulo; 2,°—a distancia OD=d do ponto
O ao plano 4ABC; 3.°—o que devem ser b e ¢,
quando sendo dados @ e 4, para que o trian-
gulo [4BC] tenha uma superficie dada.

Problemas 1507 e 1508 propostos por J. S, Faria de Abreu
(de Penafiel).

1509 — Mostrar que

s 1) ... +1
2'.(S'+1)-..(i+P)=”{"+ )p+(;+p ).
i=1

1510 — Pelo ponto médio do lado 4B dum
triangulo [4BC] traca-se uma recta arbitraria;
designando por N e P os pontos de encontro
dessa recta com BC e A4C respectivamente, mos-
trar que tém lugar as relagdes :

BN NC MN

AP CP “AC 2PC

Problemas 1509 e 1510 propostos por José Morgado
(do Porto).

IPN

ALGUMAS DAS SOLUGCOES RECEBIDAS

1081 — Mostrar que 2'°, escrito no sistema
decimal, termina em 76, R: De (1(50+16; 16=
=100+456, (100+16)162=100+96, (100+16) 163~
=100+386, (100+16)166=100+76, (100+16)165=
=100+16, (100+16)166=100+56, resulta que:
(100+4-16) 16° ferminard em 56, 96, 36, 76 ou 16
conforme o resto da divisdo de n por 5 for res-
pectivamente 1,2,3,4 ou 0. Org 210021 . 296 —
=16 - (24)249 = (0+16) 1649 = (100+16) 1649, Mas,
249 dividido por 5 dd de resto 4, Logo 210 go
sistema decimal terminard em 76,

1083 — Mostrar que 1000/ contém 994 veézes o
factor 2.(*) R: Na decomposigdo 10001 =1-2.3-
- +999.1000 hd 500 factores pares. Excluindo
entdo os faclores impares, visto éstes ndo conterem
o factor 2, temos: 250. 50001 Procedendo do mesmo
modo para 500! temos 250.2250.250) ¢ assim su-
cessivamente, achamos 2500.2250.2125.962. 931 . 15 .
.27.‘23.2.=2ﬂ1_

(*) E éste o enunciado correcto do problema proposto
n.® 1083 que figura incorrectamente enunciado no n.° 11 da
«Gazeta de Matemadtica».

1181 — Sendo 4 =sen 2x—ksenx—cosx+k,
A
exprimir B em
-1

fungio de f=tg -;" » @ mostrar que ¢ igual a o

R: Atendendo a que sen2x=2senx-cosx ¢

cos 2x—=cos? x—sen?x pode faser-se S "
B c+dk
onde a=cosx(2senx—1), b=1—senx, c=cos?’x—
—senx (senx+1), d=—cos x. 4 condi¢do neces-
sdria e suficiente para que A/B sefa independente
de k é que ajc=Db/d, isto é, ad—be=0. Ora, neste
caso ad—bc=—cos?x (2sen x—1)—
[cos?x (1 —senx) —senx(senx+ 1)(1—senx)] =
= —2sen X cos?X 4 cos? X — cos? X 4 sen X cos?x 4
+senxcos?x=0. Fica assim provado que A|B
¢ independente de k. Fagamos entdo k=0, vird:
A cosx(2senx—1)
B cos’x—senx(senx+1)
2tgx/2 2t
1+tg2x/2 1412

e B=cos2x—kcosx—senx,

e atendendo a que

1—tg?x/2 1
1+4tg2x/2

teremos feitas as mecessdrias redugdes:

senx =

1—1¢2
14 t2

€ COs X =
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A t—4844t-1 (8—832-3t+1)(t—1) _
B t—20_6t2—2t+1 (B—3t—3t4+1)(t+1)
t—1 3
=m »
Solugdes dos n.”® 1081, 1083 e 1181 de R. Quaresma Rosa,

1182 — Os 3 lados de um tridngulo e uma das
alturas sdo 4 térmos consecutivos de uma pro-
gressdo geométrica. Dada uma dessas 4 quantida-
dades, calcular as outras, R: Sejam a, b ¢ c os
lados dum triangulo por ordem decrescente de
grandesa e h a altura. Por hipotese ¢ ——a:bic:h,
donde ; ax<h=bxc. Trata-se dum triingulo rec-
tangulo em que a é a hipotenusa, h a altura res-
pectiva, b e ¢ os catetos. Teremos para resolver o
problema: a=b?}c?, b?=a-c, c?=b-h, sistema
de Irés equagdes a trés incognitas, visto ser conhe-
cido um dos elementos. A rasdo da progressdo que
facilmente se determina, atyibuindo um valor qual-

quer a um dos lados é \/ Vf;_l .

Solucdio de Alvaro Simdes (de Sangalhos).

1183 — Dado o tridngulo is6sceles [4 BC] rectan-
gulo em 4, earecta XX/, paralelaa 4C e pas
sando por B, determinar o lugar geométrico das
posi¢oes do vértice 4, quando B se desloca
sobre XX', mantendo-se fixo o vértice C, e
conservando-se o tridngulo isésceles e reetan-

gulo em 4. R: Tracemos pelo vértice C uma.

recta YY' perpendicular a XX' e seja O o ponto
de intersecgdo, Designgmos por P, e P/ respecti-
vamente os pés das perpendiculares baixadas dos
pontos A; sébre XX' ¢ YY'. Os tridangulos rec-

tangulos A, ?Bi e A ﬁ’ C sdo iguais. Com efeito
A, B,=A,C por hipotese ¢ os dngulos A B P, e
A.m também sdo iguais, vislo terem os lados
perpendiculares, Logo A, P,=A P,. Os pontos A,
mantém-se eqiitidistantes de XX ¢ YY'. O lugar
geométrico dos pontos A, é, pois, a bissectris do
angulo recto do triangulo dado,

Solucdio de Alvaro Simdes (de Sangalhos)

1249 - Determinar a equagio geral das super-
ficies S tais que, designando por X, ¥, Z os pon-
tos em que a normal num ponto M duma delas
encontra respectivamente os planos YO0Z, Z0OX

e XOY, a razio anarménica (X,Y, Z, M)=k.

R: Sejam X,,Y,,Z, e x abcissasde X, Y, Z ¢ M.

X—x Y-y Z-—z
q -1

Das equagdes da mnormal

tira-se X,=0, Y,=x—py/q, ¢ Z,=x+pz.

= (x+p2)%y

-— -k,

Tem-se (X, Y, Z, M) = 5
Xpz4x—
P qy

x—Y,.
donde se tira yxp—kxzq=(k—1)xy. Integremos

dx
estas equaghes—=——"—= - Do confronto
Y& % §

das duas primeivas equagdes resulta kx?+y?=cy.

Multiplicando ambos os termos das 3 fragdes, res-

pectivamente por x, vy e z, e tendo em vista uma

propriedade das proporgdes vem xdx+ydy +zdz=0,

gque dd x?+y?+zl=cy. Portanto a equag¢do geral

das superficies S é x2+y2+4z2=¢ (kx?+y?).
Solugdio de Laureano Barros (do Porto).

1252 — Lugar do centro dum circulo que se des-
loca de tal forma que os seus eixos radicais com
dois circulos fixos passam por dois pontos fixos.
R: Sejam Cy e Cy os centros dos dois civculos fi-
xo0s, Ry ¢ Ry os respectivos raios; Py ¢ Py os dois
pontos fixos, definidos pelas distdncias Py Py=r,
PyCy=dy e P,Cy=d;; C o centro de um dos cir-
culos do lugar.

Supondo R o rafo déste wltimo circulo, tem-=-se,
pelas propriedades do eixo radical :

ri—R*=di—Ri=T}
{ ri—R*=di—Ri=Tj}
Eliminando R, vem 1r}—r3i=T{—Ti. Estd assim
redusido o problema a achar-se o lugar dos pon-
tos C tais que a diferenga dos gquadrados das suas
distancias a Py e P, é constante ¢ iguala T{—T3.
Esse lugar é, como Jacilmente se reconhece, uma
recta perpendicular @ Py P ainfersecgdo do lugar
2 _ T2 __ 2
com PP, dista de Py de T‘—;;‘—i
Solugfio de Laureano Barros (do Porto).
Enviou também solucfio correcta: José Morgado (do Pérto)

1254 — Prove que

"z; 2rtg (2" x)=cotg x—2" cotg (2" x). R:

8 1—te?x
Darelagdo cotg2x=—75"— zx
—tg X resulta tg x=cotg x—2 cotg 2x. Mudando x
em 2°x: tg(2'x) =cotg (2"x) — 2 cotg (2" x) ou
2rtg (27 x) =2 cotg (2" x)—2 cotg (2*+)x. Dando
ar os valores 0,1,""" ,n—1, ¢ somando ordena-
damente, vem

ou 2cotg 2x=cotgx—

3 2r tg (2" x)=cotg x—2"cotg (2"x), c.q.p.
reul()

Soluc#o de José Morgado (do Porto).
Enviou tamb&m soluglio correcta: Laureano Barros (do
Porto).
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1335 — Seja 04, um segmento rectilineo de
comprimento igual ao dobro do didmetro de uma

circunferéncia dada. Marque-se, a partir de O,

o angulo Ay0A =450, e outro Oy 4.A;=90°; a par-
o 1

tir de OA4;, o angulo 4,04, =§-45° , e outro

0A1A4,=900; a partir de OA,, o angulo 4,04;=

1
==-9—2-45°, e outro OA4,A4;=90°; e assim sucessi-
vamente, de modo que seja sempre A, ,04,=
-45° e 04, ,A,=90°, Calcular lim OA,,

2 n—»oe

e verificar que é perpendicular a 04, e igual ao
perimetro da circunferéncia dada. R: Do #ridn-

— OA,_
gulo re;ci(ingulo A,_,0A, .r:'m-ss OA= M;i_" =
— 2 sen 4fo/2- Atribuind :
=0A,_,* —*—'—scn 5o o tribuindo a i os valores
1,2,.--,n, multiplicando ordenadamente as igual-
dades obtidas e simplificando, vem OA,=OA,-

n 450 Q01 P OA
. 20 sen 45072070 OAy -+ 2"sen45°/2"! lim OA, =

sen 900 n—»0 ;
—— — sen x/2°+
<Oy 1t 3 st st = O 11in XD HEZ E
n=x n=»m

F ;‘2n+l %

g g OA,. Portanto, o limite pedido é igual ao peri-

melro da circunferéncia dada. Notando que a soma

dos angulos A,_, OA,, soma dos termos duma pro-

/4 e, 2

= — ve-se

1—-1/2 2

que OA,, no limite, é perpendicular a OA,.
Solucdio de José Morgado (do Porto), completada por R-

Quaresma Rosa.

Enviaram também solugdes correctas: Alberto Paiside
Lisboa), J. S. Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul Richard
(de Portalegre).

1336 — Mostrar que sendo 27-3"=3%.4'=6, &
também 22—292=2x—3y. R: De 2% -37=3%.2%=
=2-3, resultam as igualdades 2v'.3—'=31.

gressdo geomélrica decrescente, é

maw-1=1, Aplicando logaritmos: (x—1)log2=

=—(y—1)log3, (2y—1)log2=—(x—1)log3. Divi-
-1 -1

dindo membro a membro, nd P i NS x?—
2y—1 x-1

—2y2=2x—3y.
Solug#io de José Morgado (do Porto).

Enviou também soluclio correcta Paul Richard (de Por-
talegre).

1337 —Demonstrar a identidade 8 sen 100
-sen 500 :senT0°=1. R: 4 igualdade pode, evi-
dentemente escrever-se

8 sen 10° cos 10° sen 50° cos 50° sen 70° cos 700 =
=ens10°cos500cos 70 o sen20°sen100°sen 1400 =
=cos 10° cos 50° cos 70°, igualdade verdadeira, em
virtude de ser: sen 20°=cos 70°, sen 100°=cos 10°
e sen 1400=50° .

Solugdo de José Morgado (do Porto).

Enviaram também solugdes correctas: Alberto Pais (de
Lisboa), Alvaro Simdes (de Sangalhos), ]. S. Faria de Abreu
(de Penafiel), M. Guerra dos Santos (de Lisboa) e Paul
Richard (de Portalegre).

1338 — Resolver a equacfio sen 5x-cos 3x =
=sen9x-cosTx. R: dlendendo a que
2 sen fix cos 3x=sen 8x+sen 2x ¢ 2 sen 9x cos Tx=
=senlbx+sen2x, a equacdo proposta transforma-
-se emn sen 8x—=sen 16x ou sen 8x=2 sen 8x cos 8x
on sen 8x (1—2 cos 8x)=0 Jogo sen 8x=0— x=
=kn/8 ¢ cos 8x=1/2 - x=Kkr/4 4 =24,

Solugfio de M, Carlos Guerra dos Santos (de Lisboa).

Enviaram também solugdes correctas: Alvaro Simdes
(de Sangalhos), José Morgado (do Pdrto) e Paul Richard
(de Portalegre).

1339 Trés nimeros x, ¥ e & estio em pro-
gressdo aritmética, estando x+y, ¥ e y+2 em
progressdo geométrica. Calcular &sses nimeros
sabendo ainda que a soma dos quadrados dos
extremos & e & € 8. Calcular a razio das duas

progressdes. R: O enunciado tradus-se pelas
Zy=X+2

equagioes yi=(x+y)(y+2z) @ segunda das
x242'=§,

quais é equivalente a xy+yz +zx=0, Entdo, tem-se
sucessivamente 9y?=(X+y+zP=x2+y’ +z?=8+y?
donde y=—+1. Para y=+1, vem x+z=2, xz=
=—2, donde, a solucdo x=1+ /3, y=1, z=1F
TFV3. Para y=—1, vem x+z=—2, xz=—2
donde a solugdo x=—14 /3, y=—1, z=—1F
= V8. As rasdes sdo: no caso da progressio ari-
tmética ry=— /3 ou ry3=\/3; no caso da progres-
sdo geométrica p, =2+ \/3 ou 2—y/3.
Soluc#io de José Morgado (do Porto).

Enviaram também solugfies correctas: Alberto Pais (de
Lisboa), J. S. Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul Richard
(de Portalegre).

1340 — Sio dadas as circunferéncias C;,C,---C,
tais que: @) os centros estdo alinhados; ) a cir-
cunferéncia C;(§=2,..-,#—1) & tangente a cir-
cunferéncia C;_, e A circunferéncia C,.,; ¢) as
circunferéncias sio tangentes as rectas @ e &.
Conhecendo o angulo 2z das rectas @ e b e ©
raio Ry de Cj, calcular a soma dos raios das # cir-
cunferéncias. [Considerar os dois casos: R; < 2,
e R, >Ry, (j=1,.--,#—-1)]. R: Primeiro caso
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Yot < Ry ~R, (n—2)=(n—1)!—(n+2) ;... 313=41-31, 212=
1 bakaad et o R+ R ; =31-2, 111=1 Somando ordenadamente vem
sena+1 ° . 11142!1243134+..-+nln=(mn+1)!-1.

o# R =R; X i D A soma de n raios serd Soluclio de Paul Richard (de Portalegre).
a soma de n térmos duma progressdo geoméltrica em ¢ df;:;oa‘;i:?}m bém soluclio correcta: J. S. Farla de Abreu
que 0 primeiro termo é R, e avasdo sena+1 P 1343 — Consideremos um diedro derectilineo 2a
: % o —sena+1 e um plano que secciona o diedro perpendicular-
R, [ (sen “+1>" _1] mente ao plano bissector, Sendo B o angulo for-
S 1—senaz i K i mado pela aresta e por aquéle plano, determinar,
sena+41 em fungdo de « e B, o 4ngulo de secgdo do diedro.
= gena s R: Considere-se o triedro que tem por vértice V ,

R;> R, a progressdo serd decrescente ¢ a rasdo

: s X
R, 1___( sen;)
et 1—sena l 14sena
a - -
& 1+sena _l—sena
l+sena

Solucéio de Alvaro Simdes (de Sangalhos).

Enviaram também solugdes correctas: J. S. Faria de
Abreu (de Penafiel) e Paul Richard (de Portalegre).

1341 — Calcular o valor da soma S=1/1+
+2/24+---4n/n. R: nln=n![n+1)-1]=
=n!(n+1)—n!=(n+1)!—n! Fasendo n sucessiva-
mente igual a n—1,n—2,...3, 2,1, vem nln=
=(n+1)!—n!, (n—-1)! (n—1)=n!—(n—-1)!, (n—2)!

o ponto de infersecgdo da aresta do diedro e do
plano que secciona éste perpendicularmente ao plano
bissector, e por arestas, a aresta do diedro ¢ as
intersecybes do dito plano com o plano bissector e
com uma das faces do diedro; arestas que se desi-
gnam por VA, VB e VC respectivamente. Neste
triedro rectangulo conhecem-se a face BVA =8 e o
dngulo = oposto a face BVC. O friedro estd, pois,
determinado. Resolvendo-o, acha-se: tg BUC =
—sen Btg o donde BVC—=arctg(senBtga) e 2BVC=
2arctg (senftga). E o dngulo pedido.

Soluglio de Alberto Pais (de Lisboa).

Enviaram também solu¢des correctas: José Morgado

(do Porto), J. S. Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul
Richard (de Portalegre).
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Nesta secclio, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serfio publicadas criticas de livros
e outras publicacies de matemdtica de que os autores ou editores enviarem dois exemplares & Redacclio

23 —BUTLER, Caas. H., and LYNNWOOD
Wren, F. — The Teaching of Secondary Mathema-
tics — Mc Graw-Hill Gook Co. 1941, XII4513
pags. $3.00.

E um livro verdadeiramente actual que todo o
professor de mateméticas do ensino secundario
deveria inscrever na sua lista de leituras. Deveria
ser lido também pelos educadores em geral e
pelos difigentes que tém a seu cargo qualquer
trabalho sobre matematicas nas escolas secunda-
rias. Escrito por dois professores capazes e expe-
rimentados, éste livro é precioso e cheio de suges-
tdes, particularmente para o grupo de professores
jovens que, faltando-lhe a experiéncia do trabalho
escolar,necessitam de um guia para os seus planos
diarios de ligcdes.

O livro esta dividido em trés partes:

1.» O lugar e a fungdo das matemaéticas na edu-
cagdo secundaria,

2.2 Melhoramento e avaliagio da instrucao na
educacgdo secundéria.

3.2 O ensino do assunto principal das matema-
ticas secundarias.

Pode-se felicitar os autores por terem escrito
um bom livro, agraddvel e cheio de notas de filo-
sofia e sugestdes para o desenvolvimento da ins-
trucdo; € sdo e bem equilibrado.

Os exercicios do fim de cada capitulo sdo bem
escolhidos e a bibliografia é actual.

(de W, D. R. em «The Mathematics Teacher»
Vol. XXXV, n.° 4 — Abril 1942 — Trad. J. S. P.)

24—-FRANKLIN, PuiLir— A Treatise on Advan-
ced Calculus—John Wiley and Sons, Ine.—New
York ; Chapman and Hall—London ; 1940,

Esta obra constitue uma valiosa contribuicio a
éste campo da matemaética, Preenche definitiva-
mente alacuna existente entre o trabalho de forma
elementar e o de rigor dentro da moderna ana-
lise, como & pdsto em evidéncia pelos titulos dos
primeiros capitulos. Como ponto de partida os
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