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do primeiro encontro entre Abel e Crelle, ambas
de interésse. Crelle ocupava, naquele momento,
funcBes oficiais para que tinha pouca aptiddo e
gosto, as de examinador no «Gewerbe-Institut»
(Escola Técnica Profissional) de Berlim. Eis como
o proprio Crelle nos conta éste histérico encontro,
que nos chegou, é certo, j4 em terceira mio, por
uma carta de Crelle a Weierstrass comunicada
por éste a Mittag-Leffler!

«Um belo dia entrou no meu escritério um ho-
mem ainda novo, bastante timido, de cara juvenil
e de aspecto muito inteligente. Pensando que se
tratava dum candidato a exame de admissdo a
Escola, expliquei-lhe que teria de fazer varios
exames diferentes. No fim, o mancebo abriu a
boca para me dizer em mau alemdo: Nio setrata
de exames mas d= matemdtica»,

Crelle perceben que Abel era estrangeiro e ten-
tou falar-lhe em francés; Abel poude fazer-se en-
tender nesta lingua com alguma dificuldade. Crelle
preguntou-lhe o que tinha feito em matematica, a
que Abel, usando de diplomacia, respondeu ter
lido, entre outras, uma meméria do préprio Crelle
de 1823, recentemente publicada, sobre as «facul-
dades analiticas» (cujo ‘nome moderno & o de

«factoriais») e que a tinha achado muito interes-
sante, Imediatamente em seguida, esquecendo
tdda a diplomacia, pds-se a mostrar ao seu inter-
locutor os érros contidos no estudo, e aqui Crelle
manifestou larguesa de espirito. Em lugar de
afectar um ar glacial ou irritar-se contra esta pre-
sungio aundaciosa do rapaz que tinha diante de
si, prestou atencdo e féz preguntas cujas respos-
tas ouviu com a maior atencfio, Tiveram assim
uma longa conversacdo matemética de que Crelle
s6 parte abrangeu; no entanto apercebeu-se niti-
damente do valor de Abel. Crelle ndo conseguiu
nunca compreender a décima parte do que Abel
criou, mas o seu fino instinto matematico indi-
cou-lhe que se tratava de um matematico de pri-
meira categoria e féz tudo quanto poude para
conseguir que fdssem reconhecidos os méritos do
seu jovem protegido. Ainda antes do final da sua
primeira intervista, Crelle tinha decidido que Abel
havia de ser um dos primeiros colaboradores da
sua revista.

A narrativa de Abel difere um pouco da de
Crelle mas ndo fundamentalmente, Se lermos nas
entrelinhas, vé-se que as diferengas provém da
modéstia de Abel. Trad. de Manuel Zaluar
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Ponto n.* 5

1441 — Determine as condigdes a que devem
satisfazer os valores de m para que as raizes da
equagdo 8a2—(m—1)x+m—T7=0 sejam: 1.° Reais
e iguais. 2,° Iguais e de sinal contrério. 3.° Uma
reciproca da outra. 4.° Diferentes entre si sendo
umanula. R: 1.2 Bastaser A=(m—1)2—32(m—7)=0
ou seja m=9 ou m=25. 2,° Deverd verificar-se a
condigdo S—=(m—1):8=0 ou sefa m=1. 3° As
raises serdo reciprocas uma da ouira se for
P=(m—7):8=1, igualdade que é verificada para
m=15. 4.° Tem-se P=0 donde o valor m=17.

1442 — Desenvolva, recorrendo a férmula do bi-
némio de Newton, a expressdo (Ya:3—a:y/3)%.
Simplifique os térmos obtidos.
et datva,
81 27y3 9

25\3_4a35/5 at
9y3 9

R:

1443 — Partindo da fé6rmula que d4 o nimero
de combinagdes de # objectos tomados m a m,
mostre que se pode obter "+!(,, (nimero de com-
binagbes de #-+41 objectos tomados m a m)
adicionando "C,_, a "C,. R: Como é "HC,—

n+1)! n!
=‘n:ll((n+1-)-l:|:|)! ¢ nC“‘"_'_uC“':{m—l)! (n—m+1)! 1
n! n!m
mi(n—m)!  (m—1)l-m.(@—m+1)I
n!(n—m+1) =n!(m+n——m+1)_
m!(n—m)!(n—m+1) m|(n—m-+1)!

1)!
ﬂm%éﬁj‘r verifica-se a relagdo proposta.

+

+

1444 — Verifique a identidade sen 3a=

=4senasen(60° —ag)sen(60°+ a@). R: sen 3a=
' =4sena[sen60°cosa—cos60°sena][sen60°cosa+

+cos 60°sena]—4sena [3/4-cos’a—1/4-sen?a] =
=3Jsenacos’a—sen’a o que verifica a relagdo.

1445 — Determine sem recorrer as tibuas os
valores das linhas trigonométricas (seno, coseno,
tangente, cotangente, secante e cosecante) do 4n-
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gulo 8z/3. R: sen 8x/3 =sen 2x/3 =sen (= —=/3) =
= /3/2; cos8xn/3 = —cos=/3 =—1/2; tg8x/3=
= —tg n/3=y/3; cotg 8z/3 — — cotg /3 —=—/3/3;

sec35/3 ——secn/3——2 ¢ cosec8x/3 =233,

1446 — Determine, recorrendo ao célculo loga-
ritmico, o 4ngulo ao centro que corresponde a
corda de 1,23 metros, na circunferéncia de raio
1,6721 metros. R: Se fior o o dngulo pedido serd
1,23=2><1,6721 sen /2 donde logsen «/2=log1,23 4
+colg 3,3442 — 0,08991 + 1,47570 = 1,56561 donde
af2=21°034' 47" ¢ 2=43°9' 34",

1447 — Indique como se procede a adigdo de
nimeros fraccionédrios e enuncie as propriedades
dessa operagio.

1448 — Demonstre que um tridngulo &€ isésceles
quando duas das suas medianas tém o mesmo
comprimento. R: Considere um triangulo, deter-
mine 0s meios de dois lados e construa as medianas
que supomos iguais. A h‘nluf gue une os meios dos
dois lados ¢ paralela ao terceiro lado. O gpadrild-
tero formado por ésse lerceiro lado, pela paralela
condusida pelo meio dos oulros dois lados ¢ por
estes lados é um trapésio de que as diagonais
(medianas do triangulo) sdoiguais, logo, é isésceles
¢ por 1550 o0 triangulo serd lambém isdsceles.,

Faculdade de Engenharia da Universidade do Pdrto
Ponto n.° 1

1449 — Calcule com ‘o auxilio de uma tdbua
de logaritmos os valores de x que satisfazem
4 equagio tgx= —(1—cosa) ‘/sen 1/28 para
a=300 ¢ B=203°27'. R: Como cos A—cosB=

A+B B—A
=2 sen (%) (T) e como 1=cos (°
2 ¥

serd logtg (—x)=log 2+log sen 15°+log sen 30° 4
+1/2 log sen 78216' 30' =0,30103 +1,41300+-1,69897 +
+1,99542=1,40842 ¢ x——14°21' 54" 4 n - 180°,

1450 — Defina superficies prismatica e pirami-
dal. Indique alguns sélidos limitados em parte ou
no todo por tais superficies

1451 — Resolva a inequagio x—(x—1):(x+1)<
<4x—5, calculando as raizes com a aproxi-
macdo de 0,01. R: 4 snequacdo é equivalente a
(3x2 —x—6) :(x+1)>0 e sendo as raises do nume-
rador x1=1,59 ¢ x,=—1,26, os valores que satis-
Jasem a desigualdade sdo x>1,69 ¢ —1,26 <x<<—1.

1452 — Escreva o 4.° termo do desenvolvimento
de (x: V¥ +°*V»)® e simplifique. R: T;=10x?.

1453 — Enuncie as regras de divisibilidade que
conhece,

1454 — Diga como constréi um tridngulo, dados
os comprimentos de duas medianas e o valor do
angulo cujo vértice & o extrémo de uma daquelas.
R: Tra¢a-se uma das medianas AB ¢ o lugar dos
pontos dos quais se vé esta mediana sob o angulo
dado a; o vértice do triangulo estard sobre ésse
lugar. Como as medianas se cortam a distincia da
base de wum térco do sew comprimento marca-se D
a um térgo de AB de B, e com centro em D des-
creve-se uma civcunferéncia, de raio DC igual a
dois ter¢os da outra mediana, que cortard ou ndo
o lugar j& achado assim se oblendo o ponto C;
unindo C com D ¢ marcando a partir de D a dis-
tancia DD! igual a um térco da segunda mediana
obtem-se D' que unido com A determina o terceivo
lado do triangulo pedido ACC!,

Solugdes dos n.”® 1441 a 1454 de J. da Silva Paulo.

Instituto Superior de Agronomia
Ponto n.” 3
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1455 — Efectue o desenvolvimento de

(V5-v%)

e simplifique o mais possivel o resultado obtido.
2y % :\/? .30
< (\/ \/ ) Iy 2y \/2_y X
2y a [xz 2y :
+1055m -2 10 Iyt x

2y x
4y2 4yz
x .

1456 -—Dada a equagio ai4ma’+1=0, deter-
mine o coeficiente m de modo que sejam reais
tédas as raizes da equacdo. R: O pardmeiro m
deve satisfaser apenas as condigoes m <0 e
m*—4 > 0. donde m <—2.

1457 — Defina funcdo inversa de uma dada
funcdo e escreva a funcdo inversa da fungido
y=2log, (2x—1). R: A fun¢do inversa da fun¢do
dada é x—(1+a"?)2,

11

1458 — Numa circunferéncia de raio ignal a
230,08 metros inscreveu-se um triangulo rectan-
gulo. Sabendo que um dos seus angulos internos
mede 58018'12", calcule o comprimento do maror
cateto do referido tridngulo. Utilize logaritmos.
R: O maior cateto b é o que se opde ao dngulo
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dado o. A hipolenusa ¢, evidentemete, o didmetro
da circunferéncia. Tem-se: b=2Rsena, logh=
=log2+log R+1log sen « = 0,30103 + 2,36188 4
+1,92985 — 2,59276 domnde b=23891,53 m,

1459 — Determine, em radianos, a expressio
geral dos angulos que verificam a equagdo cos y=
=cos150°, R: 1500 =5r/6rad; ¥y =2kr+5x /6=
~12k+5

= rad.

1460 — Sabendo que & é um angulo do 1.° gua-
drante que satisfaz a relagdo tgx=2sen x, calcule
o valor de tgx. R: Da relacdo dada dedus-se

tg x V3

senx=2 ou cos x=1/2, donde senxz? e

tgx=y/3.

111

1461 — Demonstre que os meios dos lados-de
um tridgulo e o pé de uma qualquer das alturas
sdo vértices de um trapésio isosceles. R: Sejam

M, N e S respectivamente os pontos médios dos

lados AB, AC ¢ BC ¢ designemos por P o pé da
alturareferente aolado BC, O quadrildtero [MNSP]
tem os lados MN e PS paralelos (pois o segmento
MN gue une os pontos médios de 2 lados é paralelo
ao terceiro lado). Por outro lado o ponto M ¢ equi-
distante de A ¢ P pois MN ¢ perpendicular ao
meio de AP (teorema de Thales aplicado as trans-
versais AB ¢ AP interceptadas pelas paralelas
MN ¢ BC). Logo MB=MP, Como por constru-
¢do MA=MB conclui-se que MP=MB ¢ portanto
MP=NS.

1462 — A secgdo feita num cilindro de revolu-
¢do por um plano que contém o eixo, € um rectan-
gulo de #rea igunal a 16 cm?.e cujo perimetro €
igual a 20 cm. Calcule a area lateral do cilindro-
R: Uma das dimensies do rectangulo é o didme-
tro 2r da base do cilindro e a oulra é a geratris g.
A area lateral é A=2srg==-16 cm?=50,24 cm?®.

Solugdes dos n.°* 1455 a 1462 de J. Calado.

Instituto Superior Técnico
Ponto n.® 1

1463 - Duas bicicletas fazem o percurso 4B,
no mesmo sentido, partindo a segunda 5 minutos
depois da primeira e chegando 10 minutos antes.
Ao passarem uma pela outra sio fotografadas com
a exposi¢do de 1/10 de segundo, verificando-se
pela fotografia que, durante a exposigio, cada um
dos raios das rodas girou de um angulo corres-

pondente- a 10 raios na primeira bicicleta e de
um angulo correspondente a 12 raios na segunda-
Sabendo que as rodas das duas bicicletas tém de
circunferéncia 3,60 m e 3,85 m, respectivamentes
e que o numero de raios de cada roda é 50 na
primeira e 55 na segunda, calcular o percurso 45 -
R: As velocidades das duas bicicletas sdo, respec-
tivamente, vi—=10/50><3,65:1/10=73m/fs & va=
=12/55><3,85:1/10=84m/s. Por outro lado, é

) 75600
AB=73>t=845(t—900s) donde t=-17

5 ¢
AB=50170,91 m.

1464 — A equagdo ax-+by-+cs=1 & satisfeita
pelos mesmos valores de x para a=5, =10 e
c=15 e para @a=b=c=10. Exprimir y em fungio
explicita de . R: Como x=(l—cz—by):a serd
(1—-15z—10y):5=(1—10z —10y):10 e por isso
z=(1—10y): 20 valor gue substituido na equacdo dé
ax+by+ec (1—10y): 20=1 donde y=(20—c—20ax):
:(20b—10c¢).

1465 — Estudar a variacdo do trinémio
y=sen?x—2sen x+1 quando x varia entre —2r
e 2= e fazer a sua representagio grafica. R: 4 fun-
¢do pode escrever-se y=(senx—1)* o que mosira
ser esta sempre positiva. Por outro lado basta
faser o estudo da variagdo da fungdo entre 0 e 2=
pois que em virtude da periodicidade de sen x ela
relomard os mesmos valores no intervalo (—2x,0),
Para x=0, sen0=0 e y=1;de 0 a =/2, o seno
cresce e € positivo e portanto em valor absoluto a
diferenga senjx —1 decresce e para X—=/(2 serd y=0,
De =|2 a = o seno é positivo e decresce, ¢ a fun=-
¢do y cresce atingindo quando X== o valor y=1.
No terceiro quadrante o seno é negalivo e decres-
cente ¢ @ fungdo continua crescendo atingindo
guando x=>3=|2 o valor y=4; no quarto quadrante
a fungdo decresce para voltar a ter em 2= o valor 1.

1466 — Calcular a 4rea de um circulo, sabendo
que no tridngulo rectingulo inscrito com um dos
catetos igual a 2, € igual a 1/3 a razdo das tan-
gentes dos angulos agudos. R: O problema tem
duas solugdes conforme considerarmos o catefo de
medida 2 oposto a umn ou outro dos dangulos agu-
dos. Teremos assim tgBltg C=3 ou tg B/cotg B=3
e tg"B=3, donde cosB=1:(y1+tgZB)=1/2.
No primeiro caso feremos 2r=2><1/2=1 ¢ r=1/2
donde a drea igual a =/4. No segundo caso

cos C= y/3/2 e 2r=2:< {/3/2= /3, r= V/3/2 eadrea
mede =\/3[2.

1 — Dois triangulos de alturas % e %' tem
as bases b e &' sobre a mesma recta. Tirar uma
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paralela a esta recta de modo que o segmento
nela determinado pelo primeiro tridngulo seja
duplo do determinado pelo segundo triangulo,
R: Sejam s e s' os segmentos da paralela determi-
nados pelos triangulos e x a distincia da paralela
a base dos dois triingulos, serd entdo s:(h—x)=
=b:h e's':(h'—x)=b':h ¢ como s=2s' vem
b(h—x):h=2b'(h'—x):h' e por isso teremos
x=hh'(2b'—b): (2b' h—bh'),

1468 — Dado um paralelipipedo rectingulo de
dimensdes 2, 3 e 4 centimetros, determinar o
angulo que deve fazer, com a face menor, um
plano tirado pela maior aresta da mesma face para

que divida o paralelipipedo em duas partes tais
que o volume de uma seja triplo do da outra.
R: V=2.3.4=24cm? ¢ o volume do prisma dado,
e seja v o volume do prisma menor. Serd 4v—24
e v=6cm?; e se for x o dngulo do plano com a
Sface menor serd v=3.1/2.2.2.tgx donde
6=6tgx ¢ x=45°.

Solugdes dos n.*® 1465 a 1468 de J. da Silva Paulo.

CORRECCAO

Problema n.° 1344, «G. M.» n.° 15 — O ultimo
periodo deve ser substituido por: Os valores de
m sdo fodos os compreendidos entye 2 e 17/4,

MATEMATICAS SUPERIORES

Exames de freqiiéncia e finais

ALGEBRA SUPERIOR-MATEMATICAS GERAIS -

1. 8. A. — MatemATICAS GERAIS — Alguns pontos dos
exames de freqiiéncia e finais do ano lectivo 1942-43,

1469 — ; Quantos valores numéricamente dis-
tintos toma a expressio a* quando as varidveis
tomam cada uma um dos valores 2, 3 e 57
O mesmo para 5, R: 4 expressdo x** toma, nas
condigbes indicadas, tanios valores quantos o nii-
mero de permutagdes completas de 3 elementos ou
seja 3'=27. Jd ndo sucede o mesmo com x*. Com
efeito, o expoente yz toma valores distintos cujo
niimero é o de combinages completas de 3 elementos
2 a2, ou sefa To3=Cy3=06, valores estes que com-
binados com um dos 3 valores da base dd o mimero
total de 6><3=18 valores distintos para a expres-
sdo dada.

1470 — Quantas raizes tem a equacio &"—4k?=0?
{» inteiro e positivo). Se % for real como varia o
nimero de raizes reais com n#? Justifique as res-

postas.

1471 — Considere o conjunto das raizes da equa-
¢do cos x+1=0. Indique a poténcia déste con-
junto e se é,0undo,denso. Justifique as respostas.
R: cos x=—1—x=(2k+1)=. Trata-se evidente-
mente dum confjunio numerdvel ¢ ndo denso.

1472 — Determine m de modo que, para « qual-
quer, seja ortogonal o determinante:
| cos 2 —m sen a

aA(m,o) =
('l | sena  m cos a

1473 — Dados os 3 vectores u;=3i+5j—k,
ux=3i+13j—5k e us=i—j+k, verifique se sdo,

ou ndo, linearmente independentes. No caso de
dependéncia determine a relagdo que os liga.

1474 —Resolvaa equagio
x(x+1) 3B« 2x
x'—1 x—1 38x—3|=0, R: Pondo em evs-

x+1 0 x
déncia os factores comuns aos elementos das vdrias
183

11 3|=0 ou

1 B
As raises sdo pois

filas, tem-se x (x+1)(x—1)

x (x+1) (x—1)(—2x+7)=0.
—-1,01 e 7/2.

1475 — Designando por O e Q dois pontos fixos
e u um vector constante perpendicular a 0—0O,
indique o logar geométrico do ponto P satisfa-
zendo 4 equagio: (O—O)A(P—0)=u. R: O logar
geométrico pertence ao plano que contém O e Q e é
normal a u. E, evidentemente, uma das duas rectas

d
do plano paralelas a OQ a distdincia ﬁgfo) :

1476 — Indique o logar geométrico dos pontos
do espaco caracterizado vectorialmente pela equa-
¢do mod [(Q—O)A(P—0)]=a* ‘@ nimero real)
Deduza a equacio cartesiana déste logar tomando
O para origem do referencial cartesiano ortogo-
nal e supondo Q(0,0,3). R : Tendo presente o exer-
cicio anterior é fdcil de ver que o logar é a super-
ficie cilindrica de revolugdo de esxo OQ e raio de

a?

m* A equag¢do cartesiana

secgdo recta



