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PO
os cdlculos utilizando um corolério do seu lema
e encontra, por exemplo, para a=2 e b=1,
¥=202, y=377/2 e 5=619/2.

O meétodo consiste aqui na introdugdo de para-
metros e na determinagdo de x, v, &, 9, g, r
como fungdes racionais déstes parimetros capa-
zes de se substuirem as equac¢des fundamentais.
E éste método aplicado por Euler sistemitica-
mente e magistralmente (na opinido do professor
Fueter, um dos prefaciadores da edi¢do das obras

+ Euler simplifica esta aplicagio e

completas de Euler) a téda uma série de pro-
blemas que parece terem sido demasiadamente
esquecidos e deverem retomar-se dum ponto de
vista moderno pelos matematicos da nova geracio,

Quanto a indicagdes bibliograficas para eéste
problema do tridAngulo s6 posso dar, além das
obras completas de Euler, especialmente os III e
V vols. da série 1.2, um artigo, que ndo li, de
P. V. Schaewen, «Dreiecke mit rationalen Seiten
und rationalen Seitenhalbrérenden», na revista
«Zeitschrift fir die Realschulwesens, 40, 1915,
pag. 145,

Duas demonstracdes de um mesmo facto
por J. Albuquerque

(Bolseiro em Roma do Instituto para a Alta Cultura)

Seja y=f(x) uma fungdo real de varidvel real
definida num intervalo (&, %) extremos incluidos.
Vamos demonstrar o seguinte importante teo-
rema:

Teorema 1. Se f(x) é continua no intervalo (a,b)
extremos incluidos, ¢ nos extremos do intervalo
toma valores ndo nulos de sinais contrdrios, entdo
f(x) anula-se, pelo menos num ponto interior ao
intervalo.

Por hipétese f(x) € continua relativamente ao
intervalo (@,5), num dos extremos, por exemplo
em a@. Isto significa que se tomarmos uma vizi-
nhanca ¥, do ponto f(a), existir4 uma vizinhanga
V, do ponto a, tal que: f[V,-(a,0)|C V.

Supondo-se f(a)+#0, existe sempre, entre os
nameros f(a) e zero, outro nimero real com o
sinal de f(a). Consideremos entdo as vizinhan-
cas V;, que sdo os intervalos [ f (a)—k, f (a)+£],
extremos incluidos, onde 0<%k <| f(a)]|.

A cada uma dessas vizinhangas corresponde,
devido a continuidade de f no ponto @, uma vizi-
nhanga V, do ponto a, talque: f [V, (@,8)] TV,
isto &, tal que se xel, - (a,b) entdo f(x) tem o
sinal de f(a).

O conjunto V,-(a@,b) & um intervalo (@,a+%)
extremos incluidos, podendo ser 2> 0 se for a<é,
ou entdo s <0 se for a>b.

A continuidade de f(x) em a, assegura-nos a
existéncia de um intervalo (@,a+#A) tal que se
xe(a,a+h) extremos incluidos, serd f(x) do sinal
de fa).

Consideremos todos os intervalos (a,2+4) de
comprimento | /| que gosam da propriedade indi-
cada.

Temos (a,a+h)=V, (a,b)c(a,b) e portanto
o intervalo (@,a+#4) é formado s6 de pontos do
intervalo (@, 5). Como f(b) &€ de sinal contrario
ao de f(a), todos os intervalos (@,a+4%) tém o
extrémo a-+hk, interior a (a,b).

O comprimento | /4| déstes intervalos admite
um limite superior que representaremos por | |
e que serd o comprimento do intervalo (a,a+E),
intervalo limite da familia de intervalos (a,a+%).
O intervalo (a,a+E) estd contido no intervalo
(@,b); o ponto @+E, a primeira vista podera
colncidir com o ponto &: veremos ji a seguir
que nao.

E neste momento que intervém a hipétese da
continuidade da fungdo f(x) noutros pontos de
(@, b) além do ponto a. Para prosseguir a demons-
tracdo € necessirio que a funcgio seja continua no
ponto a+E.

Com efeito, se a funcfio & continua no ponto
a+t, sendo @+f um ponto de acumulacio do
conjunto de pontos a+/%, para cada vizinhanga
Vf(f-’*i) do ponto f(a+E) pode determinar-se

uma vizinhanga Vayy do ponto a4, tal que:

fWaig- (@, 01C Vg

Isto significa que se @+t & ponto de acumu-
lagdo do conjunto de pontos @+/%, entdo f(a+E)
sera ponto de acumulacdo do conjunto de pontos
f(a+h). Conclui-se portanto que f (@+E) tera o
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sinal de f (@4 #4) e portanto o sinal de f(a). Como
f(6) tem o sinal contririo necessiriamente a+E
€ um ponto interior ao intervalo (a,b).

Suposemos que f era continua em & e a+E,
fomos levados a concluir que @+t € interior a
(@, b). Suponhamos que a fung¢do era s6 continua
nos pontos interiores ao intervalo (a,56) e no
extrémo a@: neste caso o ponto @+£ poderia coin-
cidir com b, e ndo sendo a funcio continua nesse
ponto ja mada obrigava f(4+E) a ser ponto de
acumulac¢do do conjunto de pontos f (a4 %), nada
- obrigaria pois f(a+E) a ter o sinal de f(a); seria
portanto f(a+E)=f(b) e a funcdo poderia nio se
anular em nenhum ponto de (a,b). Vé-se pois
que é imprescindivel que a fun¢do seja continua
no ponto &, e a continuidade de f(x) no ponto
b, & implicitamente estabelecida quando se supde
a continuidade no ponto 4+, a-pesar-de se con-
cluir logo em seguida que @+ é interior a (@,8)

Entdo f(a+E) fem o sinal de f(a) e a+E € infe-
rior ao infervalo (a,b).

Consideremos agora um ponto x, situado entre
@+t e o ponto b. No intervalo (2+&, x,) existe
sempre um ponto onde a fungdo tem o sinal de
f(8), porque no caso contririo |E| ndo seria limite
superior de |%|. Entdo qualquer vizinhanca do
ponto @+t possui um ponto onde a fung¢do toma
o sinal de f(0); a+E é ponfo de acumulagdo de
um conjunto de pontos em cada um dos quais a
Jungdo £ tem o sinal de £(b).

Intervém de novo a continuidade de f no ponto
a+E, e de um modo analogo ao de hi pouco,
f(a+E) é ponto de acumulagio de um conjunto
de pontos em cado um dos quais a fungdo f toma
o sinal de f(b). Portanto f(a+E) tem o sinal
de f(b), tal como ja tinha o sinal de f(a).

Conclui-se entdo que é necessariamente
f(a+E)=0, c.q.4d..

Do teorema anterior conclui-se imediatamente
o seguinte:

Teorema 2. Se f(x) é continua no intervalo (a,b)
extremos incluidos, ¢ nos extremos do intervalo
loma valores desiguais [f(a)=1(b)], entdo f(x),
pelo menos num ponto interior ao intervalo, toma
qualquer valor k compreendido entre f (a) e £(b).

Para provar éste teorema como conseqiiénciado
anterior, basta notar que a fungio F (x)=f(x)—k%,
estd nas condi¢des exigidas no teorema 1.

Vamos mostrar que éste iltimo teorema e, con-
seqfientemente, o teorema 1, estio intimamente
ligados as propriedades de conexdo do conjunto

de pontos de um intervalo. Para isso ponhamos
a seguinte importante definigdo:

Definig8o 1. Um conjunto E de pontos dis-se
conexo se, qualquer que for a sua decomposi¢do
em dois conjuntos ndo vasios e disjunitos, um pelo
menos désses dois conjunios tem um ponifo de
acumulagdo do outro.

Representando por. X' o conjunto dos pontos
de acumulacdo de um conjunto X, ou como tam-
bém se diz o derivado de X, podemos afirmar
que um conjunto £ serd conexo quando para
toda a decomposigdo do tipo:

(1) E=A4+B, A+0, B0, 4-B=0,
for sempre verificada a relacio
(2) A-B'+A4'-B+0,

Esta tiltima fé6rmula diz-dos que: ou 4-B'=£0
e entio em A existe um ponto ao menos de B'
e portanto um ponto de acumulagio de B; ou
A'- B0 e entio em B existe um ponto ao menos
de A4' e portanto um ponto de acumulagdo de 4 ;
ou 4:B'=£0e A'- B0 e os dois casos apresen-
tam-se simultineamente.

Vamos demonstrar que: u#m fnfervalo (a,b) ¢
um confunto conexo™ .,

Para isso consideremos uma decomposicdo arbi-
raria do tipo (1):

(@,0)=A+B, A+0, B0, A-B=0.

Por ser 4+ B=0, o ponto § pertence necessa-
riamente a um e s6 um dos dois conjuntos 4 e
B ; suponhamos que se tem & e B.

O conjunto 4 estd contido no intervalo (&, 8),
é pois limitado e tem um limite superior 5.

Se p=a, caso em que 4 se reduz ao ponto a,
# € um ponto de acumulagio de B, logo 4+ B'+0.

Se p+a e p=0b, caso em que B se reduz ao
ponto &, p & um ponto de acumulagio de 4,
logo 4 -B'50.

Se p+a e p=b, p € um ponto interior ao
intervalo (a,5), e por ser limite superior de A4,
& um ponto de acumulagio de 4, e pela mesma
razdo ainda, qualquer vizinhanga de p tem a

M) O leitor pode omitir a demonstraciio déste resultado
que é deveras natural. Mas se o leitor tiver a 4nsia de pro-
blemas, poderd, ao contrdrio, estudar a fundo a mesma
demonstraclio e procurar, por exemplo, demonstrar esta
proposicio mais geral: fodo o intervalo n-dimensional é
um conjunto conexo,

Isso permltir—lhe-la de um golpe, generalizar aos espacos
a um nd o de d Oes inteiras, o teorema 2,

que se vai demonstrar mais adiante.
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direita de » um ponto de B, logo p serd também
ponto de acumulagio de B, e portanto temos:
peAd' - B'50,

Mas sendo A4 - B=0, necessariamenteou é pe A4,
oué peB, Se pe.4, como étambém ped'-B'c B,
teremos: 4:B'50; se peB, como é também
peAdA' -B'c A, teremos: A'+ B0,

Em todos os casos possiveis se tem para a de-
composi¢do arbitraria que consideramos, a rela-
¢io (2): A-B'+4'- B50.

Em virtude da defini¢dio 1, podemos concluir
que o intervalo (@#,0) € um conjunto conexo.

c.q.d.

Para finalmente por em relévo as relagdes entre
o contefido do teorema 2, ou do teorema 1, e as
propriedades de conexdo do conjunto de pontos
de um intervalo, demonstremos o teorema 2,
seguindo uma nova ordem de idéas.

Consideremos entio uma fungido f(x) continua
nos pontos do intervalo (@, 5) e suponhamos que
[f(a@)+f(d)]. Seja 2 um ntimero real compreen-
dido entre f @) e f(b), e suponhamos que a fun-
¢do ndo tomava o valor # em nenhum ponto do
intervalo (a,d).

Designemos por 4 o conjunto dos pontos
xe(a,b) tais que f(x)<k, e designemos por &
o conjunto dos pontos x¢(a,b) tais que f(x)>k.
Sera evidentemente :

(ﬂ‘b)=A+Br A'B—O,
e como o ponto a'ﬁ)ertence a um dos dois con-
juntos e o ponto & certamente pertence ao outro,
serd:
A0, B0,

Tomemos um ponto x, pertencente a 4, sendo

por defini¢do f(xy)<#. Ponhamos

s=Rk—f (%), 0.

Como a fun¢do f(x) & por hipétese continua
nos pontos do intervalo e como xedc(a,bd), a
funcdo & continua em x,, e entdo, aquele valor
de >0, bem determinado para o ponto x,, cor-
responderd uma vizinhanga V, do ponto x, tal
que para cada ponto xeV, -(a,5) se tem
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o que d4 devido ao valor de «
fx)<k.

Portanto todos os pontos de V, - (a,5) perten-
cem ao conjunto 4 e o ponto x,, qualquer que
ele seja, ndo & ponto de acumulagéo de B. Tem-se
pois 4+ B'=0, Um raciocinio andlogo daria
Al - B=0, O intervalo (&, &) nfo seria um con-
junto conexo, e a contradi¢do resulta de se ter

admitido que f(x) ndo assumia em (a,5) o valor k.
O teorema encontra-se demonstrado.

Nesta demostracdo se vé dum modo claro que:
para a funcdo f(x) assumir o valor » compreen-
dido entre f(a) e f(b) é essencial que o conjunto
dos pontos do intervalo (a,b) seja conexo.

E essencial mas nio é nisso que reside toda a
esséncia do facto: o leitor que medite no papel
ndo menos essencial desempenhado pela conti-
nuidade da funcgio.

E evidente que o teorema 2, arrasta como con-
seqiiéncia o teorema 1, e tinhamos visto que o
teorema 1 implicava o teorema 2. Demonstrimos
de duas maneiras um mesmo facto pois os dois
teoremas sdo logicamente equivalentes.

Pois bem : na demonstra¢io que demos do teo-
rema 1, ressalta toda a importincia da continuil-
dade da funcdo.

O conceito de intervalo é complicadissimo, mas
nio inextricivel: das imensas propriedades topo-
légicas do conjunto de pontos de um intervalo
foi-se buscar uma, aquela que intervém decisiva-
mente no facto analisado. Seria um exercicio 1til
para um estudante de matemética decompor o
conceito de continuidade procurando dentro déle
aquela ou aquelas propriedades que jogam na
demonstragio.

Pode evidentemente dar-se o caso de ser o con-
ceito de continuidade, todo inteiro, a intervir .,
Somente um habito de meditagio e uma técnica
de andlise podera levar um estudante a pronun-
ciar-se sdbre éste ou outros factos semelhantes.

Todo o estudante de matemaitica numa escola
superior deveria ser orientado pelos seus mestres
neste caminho. Para isso é indispensivel que o
mestre possua o habito da reflexdo e a técnica
prépria da andlise que sdmente lhe poderio vir
das suas continuadas e prolongadas investigacdes.

Outro qualquer método de estudo, adoptado
por estudantes de matemitica e consentido por
mestres e metodélogos, diferente déste que se
apontou, podera conduzir o aluno, no final do ano
ou nas proximidades de um exame, a saber (?)
hipéteses e teses, a conhecer mesmo até, quando
tal lhe seja exigido, técnicas de demonstracio,
mas todos ésses conhecimentos serdo & superficie
da pele, e ndo terdo penetrado profundamente
no ser.

Em matemaética ou em qualquer outro ramo do
saber, mais valioso do que saber, &€... saber
reflectir.

1) Para o avallar, poderia estudar-se o comportamento
nas m cir tincias das func¢des, semi-continuas,
uniformemente continuas e aproximadamente continuas.




