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ao ramo positivol de ordenada minima (y|>0).
A condigdo y'"' =0 dd-nos x=2, que serd a abscissa
dum ponto B de inflexao (y,’” =1y, Tem-sc, entdo,

E} \/2x 1dx=fjx(71—1) dx; ou, pondo

2x—1=t2, S=y3/2. [ (:z+1) dt=y/6—2/3/3,

que é a drea pedida.

1549 — Integrar a equacio y'+y=2sec3x,
determinar a linha integral que passa pelo ponto
(0,1) onde y'=0, e calcular o raio de curvatura
nésse ponto. R: 7vata-se de uma equacdo linear
de 2. ordem, de coeficientes constantes. Usando o
simbolo D, a equagdo sem 2.2 membro escreve-se :
(D24+1) y=0, ¢ 0 sen integral geral serd y=A cos x+
+Bsenx; o método da variagdo das constantes
dd-nos A——secx+Cy, B=2tg x+C;; o integral
geral da equac¢do dada é, pois, y=(Ci—2)cos x+
+Cysenx+secx. As condighes iniciais ddo-nos
Cy=2, C;=0; @ equacio da linha integral pedida
d, entdo, y=secx, e fem-se Ry y=1.

1550 — Mostrar que a superficie 3s=3xy +
+2 22— 92223 & planificavel. Escrever a
equacdo do plano tangente com um tinico para-
metro, € determinar a aresta de reversio.
R: Tem-se s*—rt=0, Entdo, p=9(q), ¢ a equa-
¢do do plano tangente no ponto (X ,y ,z) escreve-se
Z=g(q)X+qY+V¥ q), sendo ¥(q)=z—o(q)x—qy .
Para y=0, tem-se p=q=0, logo¢ (0)=0; para
x2=y, fem-se p=—3x2,q =X, logo ¢(X)=—Xx"; isto
leva-nos a verificar que ¢ (q)=—q?. Tem-se enldo,
¥iq)=z+q’x—qy. Para x=y=0, fem-se z=q=0;
para x:=y, tem-se z=x33,q=x; logo ¥ (0)=0,
¥ (x)=x3%3, o que nos leva a verificar que ¥ (q)=
=q*/3. A equacdo do plano tangente é, enldo,
Z=—q*X+qY +q¥3. E a aresla de reversdo tem
para equagdes Z=X3[3 ¢ Y=X2.

F.C.P. —CAircuro INFINITESIMAL —exame final,
Junho de 1943.

1551 — Sendo p==co0s?0/2 a equacio de mma
linha plana, determinar o perimetro da curva e
os pontos de ordenadas maximas ou minimas,
R: Tem-se -ds=cos6/2-di; portanto, o perimeiro

é s=:2fcos&,’2-d =14, Como y=;seno, a condigdo

de mdximo ow minimo dé 0,==/3 0= ,0=0=x/D;
no pomlo 6,y lem um mdximo, no ponto 0y ndo
tem mdximo mem minimo, no ponto O3 lem
minimo.

1552 —Integrar a equagio (1—x) ¥/ +xy'—y=0,
sabendo-se que admite a solugdo y=x. Determi-
nar a linha integral que passa pelo ponto (0,1)
onde a tangente & paralela ao eixo dos xx, e cal-
cular as coordenadas do centro de curvatura nésse
ponto. R: Trata-se de uma equagdo linear de 2.2
ordemn. Poremos y=Cx e, variando a constanie,
obtem-se (1 —x)xC"+[2(1—x)4x2|C'=0, gue ¢
uma equacdo incompleta. Pondo C' =z e separando

dz 2 x 4
varidveis, obtem-se — + (—- + ~——) dx=0, cujo
z x 1—x

integral geral é z=Cqe*(1—x)/x2, Finalmenie,
obtem-se y=Cy x—C,e*, que é o iniegral geral pro-
curado. As condigdes iniciais, ddo-nos Cy=Cy=—1.
A linha integral pedida é, pois, y=e*—x; ¢ 0 sex
centro de curvatura no ponto (0,1) é o ponto (0,2).

1553 — Sejam x=u+tv, y=u+2v, s=e"¢(2)
as equacgdes duma superficie (S). Determinar
9 (7) de modo que (S) seja planificavel e deter-
minar as constantes de modo que (S) passe pelo
ponto (0,0,1) e seja tangente nesse ponto ao
plano x—2y+s5=1., R: Obtém-se ¢(v)=e"ts ¢,
em seguida, o (v)=e*",

Solugdes dos n.”® 1548 a 1563 de A. Pereira Gomes.

PROBLEMAS

As resolugdes de problemas proposios devem ser-nos remelidas alé ao dia 15 do més
anterior ao do aparecimento de cada niumero da Gazeta.

Para facilitar a organizagdo da secgdo, pedimos que cada resolugdo seja transcrita
numa folha de papel, utilisada sé de um lado (onde outros assuntos ndo sejam ira-
tados), com a sndicacdo do nome e da morada do aulor.

Das resolucies recebidas de cada problema proposito publica-se a melhor ou uma das
wielhores e mencionam-se 0s autores de tédas as resolugbes correclas e so destas.

PROBLEMAS PROPOSTOS

1554 — Resolver a equagdo biquadrada:
[2*+ v Z+22(1+ V)] [*+ V x (22 —1) ] =159600,
Problema proposto por ]. S. Faria de Abreu (de Penafiel).

1555 — Circunscrever um tetraedro a um tetrae-
dro dado, cujas fases passam por 4 rectas dadas.
Problema proposto por José Morgado (do Porto).
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ALGUMAS DAS SOLUGCOES RECEBIDAS

881 — Calcular o integral
x"dx

I —

= / VA1 2B% 1 C

posuivo) R: O integral é definido, pois sendo
B’—AC =0 o radicando do denominador da fun-
¢do integranda s6 tem raizses simples. Vamos
dedusir uma formula de recorréncia para o sen
cdlculo, Suporemos n>1.

x"dx
L(x)~ f\/Ax2+2Bx

X, '(Az +B) x—!—-Bx™!

= e e el =

A ¥ VAx2+2Bx+C

B2—AC+#0 (n inteiro

g Yz L
-KJ x~'dyAx242Bx + Cdx —

2 i R sl SR S VAZTIBxIC
A l VAxi;2Bx+C A~ e i

_n-1

x"’" VAx?12Bx+Cdx—— I,._, :
3
por oulro lado

-
fx““ VAx2+2Bx+Cdx

0

% l-“xn—! (Ax?+-2Bx 4 C) dx
! VAx24+2Bx+C

donds

x'/Ax?+2Bx+C_2n—1B i1
S A D Al

C-l,»
(n>1).
Coms esta formula de vecoryéncia redus-se o cdleulo

de 1, aos de 1y e 1y, que se efeciuam pelas regras
habituais.

884 — Estudar a convergéncia da série cujo
termo geral & u,,n-[sen (a ir %) ] 0<a< % "
R: Aplicando o critirio de Cauchy, temos

"yu,=sen (a-i-%) cujo limite para n infinito

é sena<<1. A série é pois convergente.

885 — Integra-se a funcgio e s"'(#>0) ao
longo dum contdrno formado por um raio OA4

segundo ox, um arco de circunferéncia 458 de

= AL +2BI,_,+Cl,_,;

centro O e raio OA, e um raio BO. sendo B tal
que u=AOB esteja entre 0 e =/2.

Fazendo crescer OA4 indefinidamente deduzir
do resultado os integrais definidos:

fu’f"’ e~ gen bu du.
o

f wt g~ cos bu du
R: Damos apenas os resultados, visto o enunciado

indicar o caminho a seguir e os cdleculos sereim
bastante longos :

J u*!e " cosbudu=(a2+b?) " cos [n arctg— ]1" (n)

[ u“~!e~**cos budu=(a?4b?)~**sen i_n arctg g]r{ n)

IJ'

et que T'(n) é a fun¢do de Euler T (n)=‘j A erdx.,
L]

886 —Dada a curva plana de equacio y'— Ax*=0
(A constante, p e g inteiros), pretende-se saber
em que casos o arco pode ser expresso na abscissa
por meio das transcendentes elementares.

R: Dada a curva y=y(X) o elemenio de arco é
dado por ds= V1 + y2dx. No caso presente temos
ds=[14-AVap2q2x¥212 dx. Redusindo esta dife-
rencial binémia @ forma candnica pela mudanca
de varidvel AV p* q® x¥ =t oblém-se
—2q

ds=B(1+t)2t""¥dt (B constante).
Sabemos que o integral de (1+t) t"dt pode expri-
mir-se pelas franscendentes elementares se forem
intesros m, n, ou m+n. No nosso caso vé-se
Sacilmente que essas condigies correspoudem a ser
oD

P=q P—q

1007—Proveque para » inteiro as fungdesde Bes-

set J,(s) verificam J,(y+2) = E In(P) T ()

inteiro par um dos nimeros

R: Podemos definir ]J.(z) por e=( )
4+m
= BJa@-t" (0. Aph

volvimento a ambos os membros da identidade

A6 (D _ (D), (D)

do éste d

UeH

gwjn (z4y)toe kijx ().t l_if; Jyye
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¢ figualando os coeficientes de t™ temos J,(z+y)=

- 2 J(@ Ji(y)= 2 J(2) Jua (¥) Q.e.d.

n—

1008 — Ache o reciproco de 1+¢ no corpo defi-
nido por fip)=p*—3p+1=0, R: Seja f(x)=
=x3—3x+1 g(x)=x'+1. Vamos calcular dois
polinémios a'e b tais que af+bg=1. O reciproco
pedido serd evidenfemente b(p). O algoritmo de
FEuclides aplicado a f ¢ g dd

f=x'g+(1—4x)
5 | 17
g=—fé(4x+lj (1—4x)+ﬁ
donde

16
lu._._.

Ji_‘
“s (4x+1,( 4x)

-=-;;g+1—7 4x4-1) (f—xg)

O reciproco pedido ¢ pois

& . N ST
(e 17 17°

1010 — Sdo dados um plano « e um ponto O
désse plano, Pede-se a equagio geral das superfi-
cies Z tais que, sendo M um ponto de £, MN a
normal em M (N ew), MP a perpendicular a
(P ew), sejaigual a uma constante dada a? a drea
do tridngulo ONP. Com os mesmos dados fazer
NOP=const. R: Tomando o para plano Oxy e
o ponto O para origem, a drea do triégngulo ONP
é dada por S=1[2.z(py—qx). 4 equacdo do pro-
blema é pois 2a?=z(py—qx). O sistema das caracte-
risticas desta equagdo as derivadas parciais admile
os inlegrais primdrios

x24+y?=R? ¢ 2z?44a20=C (em que y=xtgo).
Donde vem a solugdo do problema, dada por
z'+4alarctg y/Xx—o(x2+y?)=0 em que ¢ é uma
Sfungdo avbitrdria.

1011 - Demonstrar que, dados os pontos M; e M,
representativos dos complexos 5, e 2, se M,
descreve uma recta paralela ao eixo Ox, o ponto
M representativo do produto s s, descreve
uma recta paralela a OM,. R: Sejam z'y e z'ly
dois wvalores de zy. Serd arg(z'yz;—z'yz;)=
=arg [(z'i—z') z)]=arg (z'—2z'"y)+-arg z;—arg z; por
ser arg (z'y—2")=0. A igualdade arg (z'y2,—2""123)=
= arg z, prova a proposigdo enunciada.

Solugdes dos problemas anteriores de Mério de Alenquer.
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25 —ALBERT A. Aoriax — Introduction to
Algebraic Theories — The University of Chicago
Press, 1943,

Os que estudaram dlgebra abstrata sabem bem
que os seus métodos sido simultineamente mais
simples e faceis de assimilar e mais penetrantes
do que os processos classicos; mas os que toma-
ram contacto com a dlgebra abstracta nio ignoram
que seapresenta um grande obstidculo ao estudante
que deseja travar conhecimento com esta nova
orientacdo da élgebra. O principiante tem de
aprender primeiro a lidar com conceitos e a uti-
liza-los tio facilmente como se se tratasse de
nimeros, se bem que, depois de tal ter conse-
guido, note que tudo se desenvolve com mais
facilidade.

Tem por objectivo esta «Introducdo as teorias
algébricass auxiliar o estudante na sua tentativa

de vencer as dificuldades apontadas e de adquirir
os hibitos de raciocinio abstracto, que sfo o fun-
damento, nio s6 da dlgebra abstracta, mas de
quési todas as teorias matematicas de hoje. Visto
que éste livro tem o intuito de ser uma obra de
iniciagdo, ndo requere nenhum conhecimento pré-
vio — além de técnicas algébricas ja conhecidas
dos mateméticos do Renascimento — ainda que
uma boa vontade de trabalhar e pensar sejam
indispensaveis.

Os assuntos tratados neste texto sdo os que
naturalmente eram de esperar: matrizes, equiva-
léncia e semelhanca, e certos outros assuntos
ligados. Tal impde o estudo de alguns elementos
da teorfa dos polinémios — por razdes de ordem
técnica—e dos espacos lineares, estudo éste indis-
pensdvel para a compreensio do significado real
dos conceitos relativos as matrizes. Indicagdes da
técnica de generalizacio — tio importantes no



