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gulo, € menor que o perimetro e maior que o
semi-perimetro do referido tridngulo. R: Desi-
gnemos por a, b, ¢ ¢ as medidas dos lados opos-
tosa A, B ¢ C, ¢ fagamos AM=x, BM=y ¢
CM=z. D¢ propriedades conhecidas dedus-se :

a<z+y, b<x+z, e<y+x donde a+b+c=
=2p<2(x+y+z) o p<x+y+z e ainda a+

+b>x+y, b+e>y+z, cta>z-+x donde
4p>2(x+y+z) ou 2p>x+y+z, c q. d
Nota — Em cada um dos grupos I e II sdo de
resposta obrigatéria o 1.° problema e umea das
duas questdes seguintes. £ também de resposta
obrigatéria uma das questdes do grupo 1II
Solugdes dos n.”™ 1527 a 1554 de Manuel Zaluar.

MATEMATICAS SUPERIORES

Exames de [reqiiéncia e finais

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMATICAS GERAIS

F. €. L.— Avrcesra Superior — Um ponto do exame
final de 1941-42.

dy
1535 — Calcule 35 sendo

Vsenxy oo

o ol g arc sec x*

1536 — Dada a circunferéncia de equacio
2%+ 92=10, determine uma tangente tal que a
4rea do tridngulo formado pela tangente e a parte
positiva dos eixos seja igual a 32.

1537 — Dada a formula cos B=—cos 4 - cos C+
+sen.4 -sen C-cos b deduza dela por meio das
relagbes entre os elementos dum tridngulo e do
seu polar, uma férmula relacionando 3 lados e um
angulo e torne logarftmica a expressfo obtida
para o cédlculo do elemento a.

1538 — Reduza aos seus eixos e classifique a
quadrica s?—232—4xy+8x+4+12y—16=0.

I. 8. C. E. F. — Exame final — 15 de Julho de [942.

1539 — Estudar e representar geométricamente
a funcio y-—¢v~. Utilizar-se-4 o desenvolvimento
em série da func¢do exponencial para o cileunlo
das ordenadas dos pontos de inflexio com um
érro inferior a 102,

1540 — Dada a variavel complexa s=2x 414y
determinar o lugar dos pontos (x, y) do plano

s—
ra os quais ¢ [——
e e fs+1

1541 — Dada a funcgfio assim definida

{ ) xX—a

SH Y iy e

b4 1+ﬂ“‘_"’
y(@)=0

estudar a existéncia da sua derivada no ponto «a.

para x=ta

I. 8. C. E. F. — 1.2 CapEira — Exame final, 10 de Outu-
bro de 1942,

1542 — Dada a equagio a®—2axi4 (a®+5%) a3+
0+ 522 —10ax + 5 (a® + )= determinar @ e b de
modo que ela tenha as raizes +7 e —i#. Nessa
hipétese resolve-la. R: Substituindo x na equa-
¢do dada por +i e —i vem

5(a?+b’)—2a—5+i[ 1—10a—(a2+b?)]=0

5(az+b?)—2a—5+i[—1+10a+(a2+b?)]=0
5(az+b?)— 2a—5=0 ( a=0
g (a%+b?)+10a—1=0" | (a?+b?)+10a—1=0 o
a=0
bz=1
(*241)(#3+5)=0 e (x+1)(x+"V3) [(+—"VB[2p+
+3°y/25/4]=0.

donde

- Finalmente, tem-se x°+ x3+5x2+5=0,

" x4+ y—5+3=0
1543 — Dados os trés planos |, ¥— y+5+1=0
x+38y—3s=0
verificar que formam uma superficie prismaética,
determinar a direcgio das arestas e a drea da
secgdo nela determinada por um plano perpendi-
cular as arestas. R: O sisfema constituido pelas
Irés equacdes é incompativel, visto que a caracte-
ristica da matris dos coeficientes das incognitas ¢
2 ¢ a da matyrizs dos coeficientes e dos termos conke-
cidos é 3. Qualgquer dos sistemas formado por
duas ou trés equagdes dadas é compativel ¢ indeter-
minado de grau 1. Logo os trés planos sintersec-
tam-se dois a dois, mas ndo os irés, e formam
uma superficie prismdtica. A diveccdo das arestas
édadovector i+j—KAN({—j+k)=—2(j+k).
Um plano perpendicular as arestas é, por exemplo,
o plano de equagdo y-+z=0. OUs pontos de encon-
fro déste plano com as irés arestas sio
A (-2, —1/2, 1/2y, B (-9/2, 3/4, —3/4),
C(—8/4, 1/8, —1/8).



GAZETA DE MATEMATICA

25

A drea do tridngulo [ABC] ¢
S=1/2mod [(B—A) A (C—A)]=25/16.
1544 — E dada a equaqﬁo

(x)= O<xr<oo).

Diga se, para valores muito grandes de x, o valor
numérico de ¥ (x) € grande ou pequeno. Porqué?
2: _(log 2’ 3
(101 5Lll:2‘=oo depois
de 108 aﬂ:mf&s da regra de 'Hopital. Logo y(x)
€ muifo grande para valores muito grandes de x .

Solucdes dos n.%® 1542 a 1544 de A. Sd da Costa

R: Procuremos lim

I. 8. T. — MatemaTicaAs GErAis — exame final —
20 de Outubro de 1942,

1545 — Calcular o valor de

@y @y "y, i a,, a,

-1 x O .5 0 0
oy NP ite v Y 0
0 0 0 -1 x

R: Trata-se dum determinante de ordem n+1
Multipliguemos a 1.° coluna por x*, a 2.° coluna
por x™, ... @ coluna de ordem n por x e some-
mos ordenadamente todos éstes produtos a coluna
de ordemm n-+1, Desenvolvendo o determinante
obtido segundo os elementos da sua vltima coluna,
vird: A=(—1)-(agx*+a,; X"+ ... +a, , x+8a,)x<

—1 x 0 ... 0
0 1 x .. 0
o 00 .. -1
Como fdcilmente se reconhece, éste deferminante é
{(—1)", e portanio A=a,x"+a, X" '+...+a,, X+a,.
1546 — Estudar e representar graficamente a

funcio ¥ ot Determinar, em particular,

(x—1)2
as tangentes no ponto de abscissa 3 e num ponto
de inflexdo. R: A fungdo dada é continua nos
intervalos abertos (—oo ,+1) e (+1,+0). O ponto
x=1 ¢é um ponto dec descontinidade infinita de 1.9

espécie porque x!-in-r{l-o y=+oco e xH?M y=+co. ds

assinlotas @ curva sdo, como facilmeniec se vé,
x=1 ¢ y=0. A origem é um ponto da curva. Por
ser: y=—(1+x/(x—1), y'=2(x+2)/(x—1)*
e y'=—6(x+3)/(x—1)° conclui-se, facilmente, que
a fungdo é crescente no intervalo aberto (—1,+1)
e decrescente nos intervalos aberfos (--co0,—1) e
(+1,+00); o ponto (—1,—1/4) é de minimo. O
ponto (—2,—2/9) é de inflexdo ¢ a concavidade da
curva estd voltada no sentido das ordenadas nega-
tivas no intervalo aberto (—oo ,—2) e no sentido
das ordenadas positivas no intervalo aberto
(—2,400). A eguagdo da tangente a curva :

a) - no ponto (3,3/4) é y—3/4=-1/2-(x—3).

b) — e no ponto de inflexdo (—2,—2/9) é y+2/9=
=—1/27-(x+2) por ser respectivamente y'(3)=
=—1/2 e y'(—2)=—121. 4 imagem geomélrica
de y seria agora de construgdo imediata.

1547 — Estudar a coénica
dxy—39?+4x —14y — 7 =0 (eixos rectangulares)
Determinar, em especial, a sua equacéo referida
aos eixos de simetria. R: Trata-se duma conica
género hipérbole, ndo degenerescente porque se tem
B2—AC=4>0 ¢ ;=120 (I; dnvariante cibico).
O seu centro é o ponto (2 ,—1) e as direccles assin-
toticas sdo m=0 e¢ m=4/3; portanto, as suas
assintotas sdo as rectas de equagbes: y=—1 e
y+1=4/3 x—2). E fdcil ver que a conica dada tem
por direcgdes principais 2 ¢ —2 e qQue 0s Seus €ix0s
tém, pois, por equacdes: y+1=2(x—2) ¢ y+1=
=—2(x—2). Os seus vértices sdo os pontos de
coordenadas (0,—7+ V/42), (0,—7—/42) ¢ (7/4,0)
A sua equagdo, referida aos eixos de simelria, que
é da forma ax®—By?+v=0, obtém-se, facilmente,
ll = 3=a -+ B

pois terd que ser: Izy=— 4=0a8 , donde,
| L= 12=a8y

(o= 1 a=—4

, B=—4 ou B= 1 (o que equivale a trocar

{ y=-38 T=-3

os eixos enitre si) e portanto: x2—4y?—3=0 ou
4x2—y2+3=0.
Solugdes dos n. 1545 a 1547 de O, Morbey Rodrigues.

CALCULO INFINITESIMAL

"F.C.P.—CArcuro InFinNiTESiMAL — Exame Final,
Junho de 1943,

1548 — Sendo 2x y2=2x2+4 »? a equacio de uma
{inha plana, determinar a abscissa dum ponto 4 de
ordenada minima, e a abscissa dum ponto B de

inflexdo. Calcular a 4rea limitada pela curva, o
eixo dos xx e as paralelas ao eixo dos yy tiradas
pelos pontos 4 e B. R: Resolvendo em ordem

ay,vem y=+1 \/2x - A condiglo y'=0 dd-nos
x=1, gque serd a absnssa da ponto A (pertencente



26

GAZETA DE MATEMATICA

ao ramo positivol de ordenada minima (y|>0).
A condigdo y'"' =0 dd-nos x=2, que serd a abscissa
dum ponto B de inflexao (y,’” =1y, Tem-sc, entdo,

E} \/2x 1dx=fjx(71—1) dx; ou, pondo

2x—1=t2, S=y3/2. [ (:z+1) dt=y/6—2/3/3,

que é a drea pedida.

1549 — Integrar a equacio y'+y=2sec3x,
determinar a linha integral que passa pelo ponto
(0,1) onde y'=0, e calcular o raio de curvatura
nésse ponto. R: 7vata-se de uma equacdo linear
de 2. ordem, de coeficientes constantes. Usando o
simbolo D, a equagdo sem 2.2 membro escreve-se :
(D24+1) y=0, ¢ 0 sen integral geral serd y=A cos x+
+Bsenx; o método da variagdo das constantes
dd-nos A——secx+Cy, B=2tg x+C;; o integral
geral da equac¢do dada é, pois, y=(Ci—2)cos x+
+Cysenx+secx. As condighes iniciais ddo-nos
Cy=2, C;=0; @ equacio da linha integral pedida
d, entdo, y=secx, e fem-se Ry y=1.

1550 — Mostrar que a superficie 3s=3xy +
+2 22— 92223 & planificavel. Escrever a
equacdo do plano tangente com um tinico para-
metro, € determinar a aresta de reversio.
R: Tem-se s*—rt=0, Entdo, p=9(q), ¢ a equa-
¢do do plano tangente no ponto (X ,y ,z) escreve-se
Z=g(q)X+qY+V¥ q), sendo ¥(q)=z—o(q)x—qy .
Para y=0, tem-se p=q=0, logo¢ (0)=0; para
x2=y, fem-se p=—3x2,q =X, logo ¢(X)=—Xx"; isto
leva-nos a verificar que ¢ (q)=—q?. Tem-se enldo,
¥iq)=z+q’x—qy. Para x=y=0, fem-se z=q=0;
para x:=y, tem-se z=x33,q=x; logo ¥ (0)=0,
¥ (x)=x3%3, o que nos leva a verificar que ¥ (q)=
=q*/3. A equacdo do plano tangente é, enldo,
Z=—q*X+qY +q¥3. E a aresla de reversdo tem
para equagdes Z=X3[3 ¢ Y=X2.

F.C.P. —CAircuro INFINITESIMAL —exame final,
Junho de 1943.

1551 — Sendo p==co0s?0/2 a equacio de mma
linha plana, determinar o perimetro da curva e
os pontos de ordenadas maximas ou minimas,
R: Tem-se -ds=cos6/2-di; portanto, o perimeiro

é s=:2fcos&,’2-d =14, Como y=;seno, a condigdo

de mdximo ow minimo dé 0,==/3 0= ,0=0=x/D;
no pomlo 6,y lem um mdximo, no ponto 0y ndo
tem mdximo mem minimo, no ponto O3 lem
minimo.

1552 —Integrar a equagio (1—x) ¥/ +xy'—y=0,
sabendo-se que admite a solugdo y=x. Determi-
nar a linha integral que passa pelo ponto (0,1)
onde a tangente & paralela ao eixo dos xx, e cal-
cular as coordenadas do centro de curvatura nésse
ponto. R: Trata-se de uma equagdo linear de 2.2
ordemn. Poremos y=Cx e, variando a constanie,
obtem-se (1 —x)xC"+[2(1—x)4x2|C'=0, gue ¢
uma equacdo incompleta. Pondo C' =z e separando

dz 2 x 4
varidveis, obtem-se — + (—- + ~——) dx=0, cujo
z x 1—x

integral geral é z=Cqe*(1—x)/x2, Finalmenie,
obtem-se y=Cy x—C,e*, que é o iniegral geral pro-
curado. As condigdes iniciais, ddo-nos Cy=Cy=—1.
A linha integral pedida é, pois, y=e*—x; ¢ 0 sex
centro de curvatura no ponto (0,1) é o ponto (0,2).

1553 — Sejam x=u+tv, y=u+2v, s=e"¢(2)
as equacgdes duma superficie (S). Determinar
9 (7) de modo que (S) seja planificavel e deter-
minar as constantes de modo que (S) passe pelo
ponto (0,0,1) e seja tangente nesse ponto ao
plano x—2y+s5=1., R: Obtém-se ¢(v)=e"ts ¢,
em seguida, o (v)=e*",

Solugdes dos n.”® 1548 a 1563 de A. Pereira Gomes.

PROBLEMAS

As resolugdes de problemas proposios devem ser-nos remelidas alé ao dia 15 do més
anterior ao do aparecimento de cada niumero da Gazeta.

Para facilitar a organizagdo da secgdo, pedimos que cada resolugdo seja transcrita
numa folha de papel, utilisada sé de um lado (onde outros assuntos ndo sejam ira-
tados), com a sndicacdo do nome e da morada do aulor.

Das resolucies recebidas de cada problema proposito publica-se a melhor ou uma das
wielhores e mencionam-se 0s autores de tédas as resolugbes correclas e so destas.

PROBLEMAS PROPOSTOS

1554 — Resolver a equagdo biquadrada:
[2*+ v Z+22(1+ V)] [*+ V x (22 —1) ] =159600,
Problema proposto por ]. S. Faria de Abreu (de Penafiel).

1555 — Circunscrever um tetraedro a um tetrae-
dro dado, cujas fases passam por 4 rectas dadas.
Problema proposto por José Morgado (do Porto).



