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a p e n a s u m a p e q u e n a p a r t e do e x c e s s o d e a r q u e 
no i n v e r n o c o b r e a q u é l e s c o n t i n e n t e s é g a s t a e m 
p r o d u z i r o e x c e s s o d e p r e s s ã o v e r i f i c a d a d u r a n t e 
o v e r ã o s ô b r e o s m a r e s d o m e s m o h e m i s f é r i o . 
A m a s s a e x c e d e n t e , q u e S p i t ä l e r " 0 ' c a l cu lou s e r 
s n p e r i o r a u m a d e z e n a d e b i l iões d e t o n e l a d a s , 
d e s l o c a - s e po i s d e N o r t e p a r a S u l n a p a s s a g e m 
d o i n v e r n o p a r a o v e r ã o ( h e m i s f é r i o no r t e ) , f i c a n d o 
s u j e i t a a u m m o v i m e n t o d e s e n t i d o c o n t r á r i o na 
p a s s a g e m d o v e r ã o p a r a o i n v e r n o . 

E s t e m o v i m e n t o d e p e r í o d o a n u a l d e u m a t ão 
g r a n d e m a s s a d e a r t e m c o m o c o n s e q ü ê n c i a u m 
i l o s locamen to , i g u a l m e n t e d e p e r í o d o a n u a l , d o 
po io d e f i gu ra da T e r r a , q u e fo i e s t u d a d o p o r 
S p i t a l e r e d e q u e r e s u l t a , s e g u n d o o s t r a b a l h o s 
d e R a d a u , u m d e s l o c a m e n t o t r i p lo p a r a o poio d e 
r o t a ç ã o . É d e e s p e r a r , p o r o u t r o lado, q u e ôle d ê 
o r i g e m a u m a v i b r a ç ã o do c e n t r o d e g r a v i d a d e ( l " 
da T e r r a p a r a u m e o u t r o l ado da sua p o s i ç ã o 

«a* Spitaler, Die Ursache der BreitenSchwankungen, 
Wien 1897. 

<<U Escrevem OK contrafeitos «centro de gravidade da 
Terra-, Só o desejo de nSo fugir « regra gera! nos levou a 
isso porque entendemos t)ue esta designação se deveria 
inclusivamente aplicar no caso de corpos sujeltoaã acção 
<la gravidade. Para a Terrn ou qualquer outro planeta prefe-
ríamos empregar a designação de 'centro de atracção^. 

m é d i a , r e s u l t a n d o d e s s a v i b r a ç ã o v a r i a ç õ e s n a 
inc l inação , e m r e l a ç ã o a o e q u a d o r , d a v e r t i c a l d e 
q u a l q u e r l u g a r ã. s u p e r f í c i e da T e r r a e , p o r t a n t o , 
va r i açOes d e p e r í o d o a n u a l n a s l a t i t udes . S e n d o 
a s s i m , é d e r e c o n h e c e r q u e u m a p a r t e d o t ê r m o 
a n u a l n ã o é p r o p r i a m e n t e d e v i d a a u m des loca -
m e n t o d o po lo à s u p e r f í c i e da T e r r a m a s s i m a 
u m d e s v i o da ve r t i c a l . V o l t a r e m o s a fiste a s s u n t o 
q u a n d o t r a t a r m o s do t è r m o d e K i m u r a . 

T e r m i n a a q u i a i d a d e an t iga — d e i x a i - m e c h a -
m a r - l h e a s s i m — da v a r i a ç ã o d a s l a t i tudes . A s u a 
i d a d e m o d e r n a p r i n c i p i a c o m a d e s c o b e r t a do 
t è r m o d e K i m u r a q u e t e r á d e s e r o b j e c t o d e f u t a r o 
a r t i g o p o r q u e è s t e já vai l ongo e a s e c ç ã o d e 
A s t r o n o m i a n ã o foi c r i a d a p a r a a b o r r e c e r o s le i -
t o r e s da «Gaze ta d e M a t e m á t i c a » . 

B I B L I O G R A F I A 

A l é m d o s l i v ro s e a r t i g o s já c i tados , m a i s os 
do i s s e g u i n t e s t r a b a l h o s p o r t u g u e s e s : 

Variações de latitude, p e l o P ro f . J . C u s t ó d i o de 
Mora i s , C o i m b r a , 1914, ( D i s s e r t a ç ã o d e D o u t o r a -
m e n t o e m M a t e m á t i c a ) . 

O deslocamento dos poios à superfície da Terra, 
p e l o P ro f . L , C a b r a l d e Mora is , L i s b o a , 1903. 
( D i s s e r t a ç ã o d e c o n c u r s o p a r a P r o f e s s o r d e Ma-
t e m á t i c a da E s c o l a Po l i t écn i ca ) . 

T E M A S D E E S T U D O 
A N O Ç Ã O DE GRUPO T O P O L Ó G I C O " 

por Hugo Ribeiro 

(Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura) 

« T h e c o n c e p t of a c o n t i n u o u s , o r w h a t is t h e 
s a m e th ing , topo log ica l g r o u p , a r o s e in m a t h e m a -
t ics f r o m the s t u d y of g r o u p s of c o n t i n u o u s t r a n s -
f o r m a t i o n s . A g r o u p of c o n t i n u o u s t r a n s f o r m a -
t ions , e . g, g e o m e t r i c t r a n s f o r m a t i o n s , c o n s t i t u t e s 
hi a n a t u r a l w a y a topo log ica l man i fo ld . It a p p e a -
r e d l a t e r t ha t f o r t h e t r e a t m e n t of t h e g r e a t e r 
p a r t of t h e p r o b l e m s a r i s i n g in t h i s c o n n e c t i o n i t 
is no t n e c e s s a r y to c o n s i d e r a g r o u p a s a g r o u p 
of t r a n s f o r m a t i o n s , b u t m e r e l y to s t u d y t h e g r o u p 
in t r in s i ca l ly , r e m e m b e r i n g h o w e v e r tha t t h e r e i s 
d e f i n e d in it a a o p e r a t i o n of p a s s a g e to a l imi t . 

» Colaborando na presente secção da >Gazeta de Mate-
mática» o objectivo do autor é. unicamente indicar noções e 
resultados, provàvelmente ainda nSo familiares à maior 
parte dos leitores dêste jornal, e sugerir problemas com oa 
<iuale alguma vez tomou conhecimento numa medida íjuelhe 
permite ..a seu juízo!) uma exposição precisa (para que a lei-

T h u s a r o s e a n e w m a t h e m a t i c a l c o n c e p t — t o p o -
logical g r o u p , 

, . O n e of t h e c o n c r e t e c o n c e p t s of t h e t h e o r y 
of t opo log ica l g r o u p s is t h e c o n c e p t of L i e g r o u p , 
i n fac t t h e t h e o r y of topo log ica l grou p s t i rs t a r o s e 
in t h e t h e o r y of L i e g r o u p s . A s is u s u a l in r e l a t i -
v e l y o l d e r t h e o r i e s t h e t h e o r y of L i e g r o u p s l e f t 
u n s o l v e d s o m e of i t s f u n d a m e n t a l p r o b l e m s . W e 
d e v o t e t h e s i x th c h a p t e r of th i s look to t h e s o l u -
t i o n of t h e s e p r o b l e m s » . . 

O q u e p r e c e d e é p a r t e d o p r e f á c i o d e P o n t r j a g i n 
a o s e u l iv ro * , l i v r o q u e , c r e m o s , cons t i tu i a e x p o -

tura ilío apresente obstáculos escusados) mas breve (exi-
gindo um esfûrco salutar do estudioso e excluindo os leito-
res contemplativos) e contendo IndlcaçOea bibliográficas pa-
ra o desenvolvimento do texto e o prosseguimento do estudo. 

» Topological Groups, Traduzido do russo por Emma 
Lehmer, Princeton Mathematical Series, 1959. 
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s i ç ã o d e c o n j u n t o m a i s d e t a l h a d a e m a i s r e c e n t e 
s ô b r e ê s t e a s s u n t o . E s t a o b r a c o n t é m do i s c a p í -
t u l o s i n t r o d u t ó r i o s n o s q u a i s s e d e s e n v o l v e m r e s -
p e c t i v a m e n t e o s conce i t o s d e g r u p o e e s p a ç o to-
pológico . 

U m g r u p o t opo lóg i co é u m g r u p o c o m u m a 
e s t r u t u r a topo lóg ica d e c e r t o t ipo , r e l a t i v a m e n t e 
à q u a l a s o p e r a ç õ e s do g r u p o s ã o f u n ç õ e s c o n -
t í nuas . Mais p r e c i s a m e n t e : S e j a G u m g r u p o 
( a b s t r a c t o ) c o m a o p e r a ç ã o d e m u l t i p l i c a ç ã o • e d e 
e l e m e n t o s x , y , ••• c u j o s i n v e r s o s s e r e p r e s e n t a -
r ã o r e s p e c t i v a m e n t e p o r x~* y~l, •' - ; s e j a e m G 
d e f i n i d a u m a e s t r u t u r a topo lóg ica , is to é, s e j a d a d o 
u m p r o c e s s o d e te r , c o m c a d a c o n j u n t o d e e l e -
m e n t o s d e G, o s u b - c o n j u n t o d e G d o s s e u s e l e -
m e n t o s («pon tos» ) d e a c u m u l a ç ã o ( c o n j u n t o d e r i -
v a d o ) ou, o q u e ê e q u i v a l e n t e , o s e u f e c h o ( r e ü -
niSo do c o n j u n t o e m q u e s t ã o e d o d e r i v a d o ) , e 
e s p e c i a l m e n t e s e j a e s t a e s t r u t u r a topo lóg ica a 
d u m e s p a ç o 7 \ ; s e j a a i n d a p a r a c a d a e l e m e n t o 
y d e G , x-y ( isto r e p r e s e n t a e n t ã o u m a c o r r e s -
p o n d ê n c i a u n í v o c a , x -*• x • y , d o c o n j u n t o G n o 
c o n j u n t o G!) u m a f u n ç ã o c o n t í n u a d e x ( r e l a t i -
v a m e n t e a o e s p a ç o a n t e r i o r ! ) e, p a r a cada e l e -
m e n t o x ( é a g o r a u m a c o r r e s p o n d ê n c i a y * • y ) 
u m a f u n ç ã o c o n t í n u a d e y ; s e j a , f i n a l m e n t e , t a m -
b é m x-i u m a f u n ç ã o c o n t í n u a d e x. O g r u p o G 
ê e n t ã o u m g r u p o topo lóg ico ( r e l a t i v a m e n t e à q u e l a 
e s t r u t u r a topo lóg ica ) . 

R e c o r d e m o s o s i g n i f i c a d o d e c a d a u m d o s c o n -
c e i t o s a n t e r i o r e s (g rupo , e s p a ç o T t , f u n ç ã o c o n -
t i n u a ) p a r a q u e f i q u e a q u i i n t e i r a m e n t e e n t e n d i d a 
a de f i n i ção a n t e r i o r e p o r q u e I s so n o s va i s e r 
úti l n o q u e s e g u e : 

U m c o n j u n t o n ã o vaz io , G , é u m g r u p o r e l a t i -
v a m e n t e a u m a o p e r a ç ã o • (a mu l t i p l i c ação do 
g r u p o ) , q u e f az c o r r e s p o n d e r u n i v o c a m e n t e a c a d a 
p a r ( o r d e n a d o ! ) <x,y> ( p o d e s e r x*=y/) d e 
e l e m e n t o s x e y de G u m e l e m e n t o a^x • y d e G, 
se , e s ó se , e s t a o p e r a ç ã o ê a s soc i a t i va e ta l q u e 
há e m G e l e m e n t o s z e u p a r a o s q u a i s s • x-*y 
e x • u=y*>. ( P r o v a - s e e n t ã o q u e G c o n t é m u m 

a) Para o estudo da noção de g r u p o , teoria e aplicações 
consulte-se qualquer dos seguintes livros: Zassenhaus, 
Lehrbuch der Gruppentheorie, erster Band, Hamburger 
Mathematische Einzelschritten, 1937, Teubner, Berlin; At-
meld a Coata, Elementos da Teoria dos grupos. Centro de 
Estudos de Matemática, 1942, Põrto; Speiser. Die theorie 
der Gruppen oon endlicher Ordnung, 5. Auflage, 1857, 
Springer, Berlin ; B. L. van der Waerden. Moderne Alge-
bra 1,3. Auflage, 1937, Berlin. Sublinhamos aqui, sômente, o 
seguinte importante teorema <Cay1ey): Qualquer grupo 
pode sempre considerar-se como um grupo de permuta-
ções. 

e l e m e n t o ú n i c o (a u n i d a d e do g r u p o ) , e , t a l q u e 
x • • x ^ x q u a l q u e r q u e s e j a o e l e m e n t o x d e G 
e t a m b é m , q u e , p a r a c a d a e l e m e n t o x d e G h á u m 
e l e m e n t o ú n i c o (o i n v e r s o d e x) aT"1 p a r a O q u a l 
jr~* • x—x • x~~i . U m c o n j u n t o G é u m e s p a ç o 
T\, r e l a t i v a m e n t e a u m a o p e r a ç ã o (o f echo d o 
e s p a ç o ) q u e f az c o r r e s p o n d e r u n i v o c a m e n t e a 
c a d a s u b - c o n j u n t o X d e G u m sub-conj t iuEo 
X d e G , se , e s ó se , e s t a o p e r a ç ã o v e r i f i c a a s c o n -
d i ç õ e s XUY^-XUY (U r e p r e s e n t a a o p e r a ç ã o d e 

r e ü n i S o d e c o n j u n t o s ) , X=X e X^X se X é 
c o n s t i t u í d o p o r u m «ponto» ún i co ( P r o v a - s e 
e n t ã o q u e é, p a r a cada c o n j u n t o X não vazio , 
XczX—isto é : cada e l e m e n t o d e X é u m e l e -
m e n t o d e X — e, s e s u p o z e r m o s , c o m o s e m p r e 
f a r e m o s , q u e G t e m m a i s do q u e u m e l e m e n t o , 
a s s e g u r a r n o - n o s d e q u e s e t e m p a r a o c o n j u n t o 
vazio , 0 , 0 = 0 ) . A o p e r a ç ã o foi a q u i s u p o s t a 
d a d a d i r e c t a m e n t e . E la p o d e p o r é m o b t e r - s e l i-
g a n d o a c a d a e l e m e n t o x d e G u m a famí l i a d e 
s u b - c o n j u n t o s d e G ( a s v i z i n h a n ç a s d e A) v e r i f i -
c a n d o , e s t a c o r r e s p o n d ê n c i a , c e r t a s c o n d i ç õ e s 
E n t ã o , uni e l e m e n t o x d e G p e r t e n c e r á ao f e c h o X 
d u m s u b - c o n j u n t o X s e , e s ó se , t õ d a s a s v i z i n h a n -
ç a s d e x c o n t ê m e l e m e n t o s d e X . ( E s t e p r o c e d i -
m e n t o t e m g r a n d e i m p o r t â n c i a , e s p e c i a l m e n t e n o 
d e s e n v o l v i m e n t o da t e o r i a d o s g r u p o s t o p o l ó g i c o s 
q u e p a r e c e t e r s i d o s e m p r e s i s t e m a t i c a m e n t e 
p r o s s e g u i d a d ê s t e m o d o 3 ' ) . U m a c o r r e s p o n d ê n c i a 
u n í v o c a / ( f u n ç ã o d u m e s p a ç o T\,G, e m s i m e s m o 
é c o n t í n u a e m todo o e s p a ç o s e / ( X ) c f ( X ) 
q u a l q u e r q u e s e j a o s u b - c o n j u n t o X d e Gv. f é 
Cont ínua e m todo o e s p a ç o se , e s ó se , é c o n t í n u a 
e m c a d a p o n t o x d o e s p a ç o , i s to é, ( C a u c h y ) s e , e 
s ó s e , p a r a c a d a x e cada v i z i n h a n ç a d e f ( x ) há 
u m a v i z i n h a n ç a d e x tal q u e p a r a t o d o s o s s e u s 

p o n t o s , y , f ( v ) p e r t e n c e à q u e l a v i z i n h a n ç a d e 
/ ( * ) -

P o d e m o s a g o r a d i z e r b r e v e m e n t e : G è u m 
gr u p o t o p o l ó g i c o r e lati v ã m e n t e à s o p e r a ç õ e s . e 
se , e s ó se , e s t a s v e r i f i c a m ( a l é m d a s c o n d i ç õ e s 
i m p o s t a s s i m p l e s m e n t e à o p e r a ç ã o d o g r u p o ) a s 

s e g u i n t e s c o n d i ç õ e s : XUY = X'OY, X , 

Para o estudo dos espaços Ti Vejam-se : Kuratowsfíl, 
Topologte 1, 1933, Varsovie; Alexandroff und hopf, Topo-
logie 1, Band, 1955, Springer, Bertin, p. 58, Para um estudo 
sistemático das retaçftes entre as noções de fecho e de Visi» 
nhança em diversos espaços abstractos veja-se Trabalhos 
do Seminário de Análise Geral, 1941, Lisboa, ou Portuga -
llae Mathematica, vol. 1,2, 3, Lisboa. 
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—-1 . . . 
X d X'1 q u a i s q u e r q u e s e j a m os s u b - c o n j u n t o s 
X e y d ò C e (#)-(*). Y . x c Y ^ , x-Ycx.Y 
q u a i s q u e r q u e s e j a m o s u b - c o n j u n t o Y e o e l e -
m e n t o x , 

A e s t r u t u r a topo lóg ica d u m g r u p o t opo lóg i co 
é s e m p r e homogénea; d a d o s do i s e l e m e n t o s q u a i s -
q u e r x e y há s e m p r e u m a p e r m u t a ç ã o d o e s p a ç o 
e m si m e s m o ( p o r e x e m p l o , a m u l t i p l i c a ç ã o à d i -
r e i t a p o r aT* • y ) q u e t r a n s f o r m a x e m y, e e s t a 
t r a n s f o r m a ç ã o é c o n t í n u a e t e m u m a i n v e r s a 
(a m u l t i p l i c a ç ã o à d i re i t a p o r • q u e è t a m -
b é m c o n t í n u a — há u m a h o m e o m o r f i a q u e f az 
c o r r e s p o n d e r y a x. I s to i nd i ca q u e a s p r o p r i e -
d a d e s topológicas l oca i s {re la t ivas á s v i z inhanças ) 
s ã o a s m e s m a s e m todos os pon to s , e b a s t a r á p o r -
t a n t o e s t a b e l e c e - l a s n u m p o n t o ún ico , q u a l q u e r , 
q u e p o d e s e r , p o r e x e m p l o , a u n i d a d e d o g r u p o . 
E s t a o b s e r v a ç ã o é p r ó p r i a do p r o c e d i m e n t o u sua l , 
a c i m a a p o n t a d o , n o d e s e n v o l v i m e n t o d a t e o r i a 
d o s g r u p o s t o p o l ó g i c o s . 

É t e m p o d e i n d i c a r a l g u n s e x e m p t o s i m p o r t a n -
t e s d e g r u p o s t o p o l ó g i c o s : 1.°) O g r u p o ad i t i vo 
G d o s n ú m e r o s r e a i s e, n ê l e , a e s t r u t u r a t o p o l ó -
gica h a b i t u a l . 2,°) O g r u p o adi t ivo G d o s v e c t o -
r e s ( t r a n s l a c ç õ e s ) d u m e s p a ç o e u c l i d e a n o , R", a 
ii d i m e n s õ e s ; ê s t e e x e m p l o g e n e r a l i z a i m e d i a t a -
m e n t e o a n t e r i o r e, s e n = 2, é f u n d a m e n t a l m e n t e 
o g r u p o ad i t i vo d o s n ú m e r o s c o m p l e x o s . 3.°) O 
g r u p o G cias r o t a ç õ e s , do e s p a ç o o r d i n á r i o , e m 
t õ r n o d u m p o n t o O. O b t é m - s e e m G u m e s p a ç o 
d i s t a n c i a d o ( e p o r t a n t o u m e s p a ç o T{) s e a c a d a 
r o t a ç ã o d e a m p l i t u d e ç , c o m 0 < ç < i r , s e f az 
c o r r e s p o n d e r s o b r e o e ixo r e s p e c t i v o , e n o s e n -
t ido p a r a o q u a l é d i r ec to o s e n t i d o do m o v i m e n t o , 
o p o n t o c u j a d i s t ânc i a a O é tgo /2 , t o m a n d o en tSo 
p a r a d i s t ânc i a d e d u a s r o t a ç õ e s a d o s p o n t o s c o r -
r e s p o n d e n t e s . O e s p a ç o p r o j e c t i v o a 3 d i m e n s õ e s , 
r e p r e s e n t a a q u i , o e s p a ç o d a s r o t a ç õ e s e m t ô r n o 
d e O . Ê s t e g r u p o , q u e n S o é, ao c o n t r á r i o d o s 
a n t e r i o r e s , a b e l i a n o , p o d e a i n d a c o n s i d e r a r - s e 
c o m o u m g r u p o d e m a t r i z e s o r togona i s , 4,*) O g r u p o 
m u l t i p l i c a t i v o d o s n ú m e r o s c o m p l e x o s (de m ó -
d u l o 1), c o m a e s t r u t u r a topo lóg ica o r d i n á r i a 
da c i r c u n f e r ê n c i a . Ê , f u n d a m e n t a l m e n t e , o g r u p o 
ad i t i vo d o s n ú m e r o s r e a i s q u a n d o s e c o n s i d e r a m 
igua i s do i s n ú m e r o s q u e d i f e r e m d u m in te i ro . 
5.°} O c a s o t r iv ia l d o s g r u p o s t opo lóg i cos d i s c r e -
to s p a r a o s q u a i s o f e c h o d e cada s u b - c o n j u n t o 
é ê s t e m e s m o s u b - c o n j u n t o . A s u a t e o r i a é a t e o -
ria, p u r a m e n t e a lgébr i ca , d o s g r u p o s . 

U m m é t o d o u s u a l d e o b t e r n o v o s g r u p o s t o p o -
lógicos a p a r t i r d e g r u p o s t opo lóg i cos d a d o s t o 
da o p e r a ç ã o q u e f o r n e c e o « p r o d u t o d i r e c t o » " 3 ' 

d e do i s ou m a i s ( m e s m o i n f i n i t o s n u m e r á v e i s ) 
g r u p o s t o p o l ó g i c o s d a d o s . A s s i m , o g r u p o t o p o -
lógico d o 2.° e x e m p l o ê o p r o d u t o d i r e c t o d e n 
g r u p o s t o d o s igua i s ao do L ° e x e m p l o ; o « toro» 
é o p r o d u t o d i r e c t o d e do i s g r u p o s t o p o l ó g i c o s 
igua i s a o s d o 4.° e x e m p l o , e t c . 

N a t e o r i a d o s g r u p o s t opo lóg i cos e s t ã o e s t a b e -
l ec ida s m u i t a s p r o p o s i ç õ e s q u e e r a m já b e m c o n h e -
c i d a s n o s e x e m p l o s a n t e r i o r e s . R e l a c i o n a m - s e f r e -
q ü e n t e m e n t e , n a q u e l a t e o r i a , o s c o n c e i t o s s e g u i n -
t e s da T e o r i a d o s G r u p o s e d a T o p o l o g i a , e n t r e 
o s q u a i s há u m a c o r r e s p o n d ê n c i a n a t u r a l : s u b -
g r u p o e s u b - e s p a ç o , h o m o m o r f i s m o e c o n t i n u i -
d a d e , i s o m o r f i s m o e h o m e o m o r f i s m o , g r u p o f a c t o r 
e e s p a ç o c o c i e n t e , e t c . C e r t o s g r u p o s topo lóg icos , 
c u j a e s t r u t u r a topo lóg ica t e m p r o p r i e d a d e s pa r t i -
c u l a r e s , p o d e m e s t u d a r - s e c o m o g r u p o s t o p o l ó -
g icos d e m a t r i z e s " . I n v e s t i g a ç õ e s s ô b r e e s t a p o s -
s i b i l i d a d e t ê m s i d o s i s t e m a t i c a m e n t e p r o s s e g u i d a s , 
e a s s im s e d e s e n v o l v e m , p o r e x e m p l o , os e s t u d o s 
da i n t e g r a ç ã o e m g r u p o s t opo lóg i cos 

V o l t e m o s à d e f i n i ç ã o d e g r u p o t o p o l ó g i c o : 
A o p e r a ç ã o d e m u l t i p l i c a ç ã o e m G i n d u z n a t u -
r a l m e n t e u m a o p e r a ç ã o d e m u l t i p l i c a ç ã o e n t r e os 
s u b - c o n j u n t o s X,Y ••• d e G ; e es ta , com a s o p e -
r a ç õ e s d e r e ú n i ã o U e d e i n t e r s e c ç ã o n d e c l a s -
s e s dá l oga r a u m c o n h e c i d o cá lcu lo d e « c o m p l e -
xos» d a m g r u p o : Com efe i to , s e s e f ixa q u e X-Y 
é o s u b - c o n j u n t o c o n s t i t u í d o p e l o s e l e m e n t o s d e G 
q u e s ã o i g u a i s a o p r o d u t o ( s e g u n d o a mul t ip l i ca -
ção d o g r u p o ) d e u m e l e m e n t o d e X p o r u m e le -
m e n t o d e Y, e a i n d a q u e A'"1 é o s u b - c o n j u n t o 
c o n s t i t u í d o p e l o s i n v e r s o s d o s e l e m e n t o s d e X , 
p o d e r ã o f a c i l m e n t e e s t a b e l e c e r - s e v á r i a s l e i s d ê s t e 
cá lcu lo (a d i s t r i b u t í v i d a d e d e • r e l a t i v a m e n t e a U , 
p o r e x e m p l o ) i m p o r t a n t e s na t e o r i a d o s g r u p o s . 
V e r i f i c a - s e f a c i l m e n t e q u e o c o m p l e x o . Í ^ O é 
u m g r u p o se , e s ó se , A ' - X~f czX (ou, o q u e é O 
m e s m o , X - X ~ * U X = X ) 3 ' . D o p o n t o d e viarta 
d ê s t e c á l c u l o d e c o m p l e x o s d u m g r u p o q u a l q u e r 
( n ã o s e s u p õ e a i n d a q u e s e j a t opo lóg i co ) os c o m -
p l e x o s c o n s t i t u e m u m a á l g e b r a d e B o o l e c o m p l e t a 
a t ó m i c a ( e s p a ç o a l g é b r i c o c u j o s e l e m e n t o s s e c o m -
b i n a m c o m a s o p e r a ç õ e s U e PI c o m o o s s u b -
c o n j u n t o s d e u m c o n j u n t o ) o n d e d u a s o u t r a s o p e -
r a ç õ e s ( a d e mul t ip l i cação , e a d e t o m a r o i n v e r s o ) 
v e r i f i c a m c e r t a s c o n d i ç õ e s . A o p e r a ç ã o s e r á 
u m a n o v a o p e r a ç á o ( u m a c o r r e s p o n d ê n c i a ) pa r a 

» André Weil, L'intégration das les groupes topolo-
giques. Publications de l'Institut Mathématique de Cler-
mont Ferrand, Act. Sc. e Itid. n,°86B, 1940, Hermann, Paria. 
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os e l e m e n t o s d e s t a á l g e b r a d e Boole , e v e r i f i c a - s e 
f ac i lmen te (a p a r t i r d a s c o n d i ç õ e s a c i m a e d a s 
d e f i n i ç õ e s já dadas ) q u e a q u ê l e cá lculo d e c o m -
p l e x o s è o d e u m g r u p o topo lôg ico r e l a t i v a m e n t e 

a e s t e f e c h o se , e s ó se , Ã T T F ^ - V U F , X ^ X , 
X• Y c : X • q u a i s q u e r q u e s e j a m X e Y e 
X=X q u a n d o X é u m á t o m o ( c o m p l e x o d e u m 
ú n i c o e l e m e n t o d e C ) ( D e m o n s t r a - s e agora , 
i m e d i a t a m e n t e , p o r e x e m p l o , q u e s e A' é u m 
s u b - g r u p o X t a m b é m é u m s u b - g r u p o : D e fac to , 
s e X^O e X=f=G e s e X-X~l(zX ê X-X GL 
C Ã ^ C J ) , 

E s t a f o r m u l a ç ã o , q u e s e n o s a f igu ra s i m p l e s , 
s ign i f i ca d e c e r t o m o d o , u m a a l g e b r i z a ç ã o d a n o -
ção do g r u p o topolôgico , e t em, p o r v e n t u r a , i n t e -

u> Antonio Montetro, et Hugo Ribeiro, Les fonctions 
continues et tes espaces partiellement ordonnés, Portu-
^aHse Mathematica, fol . 4,1943, Ltsboa, 

r e s s e n o e s t a b e l e c i m e n t o d e a l g u n s r e s u l t a d o s dit 
s u a t e o r i a g e r a l . S a b e - s e p o r e x e m p l o , q u e a e s -
t r u t u r a topo lóg ica d u m g r u p o topo lôg ico é s e m p r e 
a d u m e s p a ç o r e g u l a r E ê s t e r e s u l t a d o d e v e 
p o d e r o b t e r - s e fáci l m e n t e s e s e r e c o r r e ã c a r a c t e -
r i z a ç ã o q u e A n t ó n i o M o n t e i r o d e u d o s e s p a ç o s 
r e g u l a r e s 7 ' . A f i g u r a - s e - n o s a i n d a q u e , com l e v e s 
mod i f i cações , as t r ê s p r i m e i r a s c o n d i ç õ e s a p o n t a -
d a s p a r a o cá lcu lo d o s c o m p l e x o s d u m g r u p o to -
polôgico, s e v e r i f i c a m a i n d a n o u t r o s c á l c u l o s m u i t o 
d i s t i n t o s ( e q u e e l a s s ã o e s p e c i a l m e n t e i n t e r e s -
s a n t e s n o cá lcu lo d a s r e l a ç õ e s b iná r i a s ) . P r o c u r a -
r e m o s d e t a l h a r e s t a o b s e r v a ç ã o n u m n o v o a r t igo . 

104^, S e t e m b r o , Zt t r ich 

?> Antânio Montelro, La notion de fermeture et tes 
axiomes de séparation, Portugaliae Mathematica, Vol, 2, 
1941, Ltsboa, p. 290 ou Allais da FaC. Ci rn ci as do Pûrto, 
tomo X, tBil, Pûrto, p. 1®. 

Á L G E B R A 

por A. Ai 

E m s e g u i m e n t o da e x p o s i ç ã o f e i t a n o s c u r s o s 
d o Centro de Estudos Matemáticos do Pôrto s ú b r e 
Grupos e Aniis, s e r i a útil, n o s t ê r m o s da m e -
m ó r i a f u n d a m e n t a l d e E. Steint te ( A l g e b r a i s c h e 
T h e o r i e d e r K ö r p e r , J o u r n a l f ü r d i e r e i n e u n d 
a n g e w a n d t e M a t h e m a t i k , B a n d 137, p á g s . 167 a 308, 
1910), c o n t i u u a r o t r a t a m e n t o d a s a m p l i a ç õ e s a lgé -

M O D E R N A 

sida Cos t e 

b r i c a s d o s c o r p o s c o m u t a t i v o s , e x p ô r o t e o r e m a 
f u n d a m e n t a l r e l a t i v o à e x i s t ê n c i a d u m t i p o d e 
e q u i v a l ê n c i a d e c o r p o a l g é b r i c a m e n t e f e c h a d o , 
a m p l i a ç ã o d u m c o r p o d a d o , e d a r o s t e o r e m a s r e -
l a t i vos à s a m p l i a ç õ e s t r a n s c e n d e n t e s ( O s c u r s o s 
r e f e r i d o s i n s e r e m t o d o o c o n t e ú d o da m e m ó r i a 
c i t ada , a t é págs . 240). 

F Í S I C A T E Ó R I C A 
por A. Almeida Cos t e 

T e m i n t e r è s s e j u s t i f i c a r o s r ac ioc ín ios q u e v ã o 
s egu l r - s e , u t i l i zando s i m u l t a n e a m e n t e d a d o s e x p e -
r i m e n t a i s e m é t o d o s da A n á l i s e M a t e m á t i c a . 

C o n s i d e r e m o s u m á t o m o c o m p o s t o d e u m n ú -
c l eo e d e f+1 e l e c t r õ e s . N a a u s ê n c i a d e c a m p o 
ex t e r i o r , a f u n ç ã o d e f ô r ç a é 

/ M 7,5 

^ - S - f r 
t t j e" 

o n d e Ze r e p r e s e n t a a c a r g a d o núc l eo , r,„ a d i s -
t ânc i a e n t r e a s p a r t í c u l a s d e í n d i c e s / e m , e 
o n d e o i n d i c e z e r o s e r e f e r e a o n ú c l e o . A e q u a ç ã o 
d e SchrÕdinger c o r r e s p o n d e n t e é 

/ £±í h1 C±1 '+•* í11 \ 

i^O 

I n t r o d u z i n d o a s c o o r d e n a d a s x,, ••- d o c e n t r o d e 
g r a v i d a d e e a s c o o r d e n a d a s r e l a t i v a s 
j r ^ — t ê m luga r a s i g u a l d a d e s 

- I — 

P o r e l a s s e ve r i f i ca q u e U d e p e n d e ü n i c a m e n t e 
d a s c o o r d e n a d a s r e l a t i va s . N a s n o v a s c o o r d e n a -
d a s , a e q u a ç ã o d e Schrõdittger e s c r e v e - s e 

( M • = «A -f fn + • • • + i i ( + 1 ) . 

E s t a e q u a ç ã o p a r t e - s e n a s d u a s s e g u i n t e s ( o n d e 
s e s u p r i m e m a s l i n h a s ) : 

- f i r ^ T * * " , 
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l , A J 

Nesta última, v a m o s desp reza r a quan t idade 

em íace d e 
s t 

ou -- em face da un idade 1. S e n d o 
Pu / 

0*U+P-H ) = ^O-I-FI » I 

obtém-se , na mesma ordem d e aproximação, 

— , n a — + - - - v'** + * — r x . 

A equação em causa to rna-se na s e g u i n t e : 

<-

I<1 

f j j -3 \ 

Pondo d e par te as variações d e E, e o nosso 
p rob lema é u m p rob lema d e núcleo fixo e d e 
e lect rões móveis em tôrno des se núcleo, q u e pode 
s u p o r - s e na origem das coordenadas . 

V a m o s e sc r eve r (1) s o b a fo rma 

(2) 

com 

( A + B J f f - ^ . + P H - f t . 

' h-

S T T - S ^ — S 
í < l ' • l 
i j f k 

Ze* 

i^n 

(z<? \ 

** „ / 1 \ 
„ "V+l - /> 
2{«m V*H/ 

H< ,5 / 

A equação (3) par te-se agora em 

(3) < Â + B ) Í , 
(4) <A'4-B<) 

A equação (3) r e spe i t a aos / p r ime i ros e lectrões . 
O seu t ra tamento s u p õ e - s e ter s ido feito do modo 
s e g u i n t e : e s tudou-se Aty^Efy, q u e respe i ta ao 
s i s tema dos r e fe r idos / e lec t rões pos tos em f r en te 
do núcleo com «protecção» ( A b s c h i r m u n g ) ; em 
seguida, sob a forma d e «per turbação», in t rodu-
ziu-se B = a c ç ã o mútua — protecção. 

Admi t indo q u e os espec t ros aos qua is s e s t i p õ c 
aplicável a doutr ina em desenvolv imento (espec-
t ros h idrogenoides dos alcal inos) se expl icam su-
pondo f ixos Et e ijj, (es tado fundamenta l ) , s o m o s 
levados à equação (4) . Podemos dizer, em pr i -
mei ro lugar, q u e ao s is tema, d e es tado de te rmi -
nado, const i tuído peios f p r ime i ros electrões, s e 
jun tou o e lec t rão de o rdem f + 1 , s o b o qual actua 
um campo central com «protecção», tudo regulado 
pela equação 

( A + B M - 1 - A ' í - . E h 

e, em segundo lugar, que o res to da acção mútua , 
en t r e o electrão d e ordem / + 1 e a «carcassa» do 
núc leo e dos f p r ime i ros electrões, é introduzida 
pelo ope rador B'. 

A equação A'+l—JEJ44 co r r e sponde ao prob lema 
usual dum elec t rão em f r e n t e dum núcleo, sob a 
acção duma fôrça do t ipo q> (r) , que não é uma 
fôrça de Coulomb. S e não exis t isse a «protecção» 
it>,+, , os va lores p róp r io s const i tu i r iam um s i s -
t e m a discre to ; 

Estí; EÍ^E^-f—E- ; El„=• — E!. , 5 ; * • •. 

Por s impl ic idade, e s c r ev e rem o s JV=1S+2*H (-
+ (« —1)! + 1 e p o r e m o s 

O valor p rópr io Eu tem uma degenerescênc ia de 
grau n ' . A in te rvenção de <PfH d imint ie essa de-
generescência , pois Ef, d e s d o b r a - s e nos valores 
p róp r io s 

(5) E (ff, 0 ) , E{n,l),...,E{», /),..., £-(«,*-!), 

onde a E ( n , l) c o r r e s p o n d e u m degenerescênc ia 
de grau 2 / + 1 , O cãlcnlo dos va lores (5) faz-se 
de t e rminando as ra ízes í d u m a equação da forma 

= 0 , 

brfjs.—> 
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q u e q u á s i s e r e d u z à f o r m a 

fcl-t b, a • i u 0 . . - 0 

àtt Ô « r t - b., 0 0 

t u 4a • • fe-í 0 . 0 
0 0 0 o - ç . 0 

0 0 0 o . • o - í 

o n d e » = /{/— l ) - f l , e / s e s u p õ e g r a n d e , O s í a 

c o r r e s p o n d e n t e s a v a l o r e s g r a n d e s d e / s e r i a m , 
po is , nu los , f a c t o q u e j u s t i f i c a r i a a t e n d ê n c i a do 

e s p e c t r o d o s h i d r o g e n o i d e s p a r a o e s p e c t r o d o 
h i d r o g ê n i o , q u a n d o l a u m e n t a . 

A i n t e r v e n ç ã o d e B' a l t e r a r i a os n í v e i s da e n e r -
gia m a s n ã o a d e g e n e r e s c ê n c i a . 

F i n a l m e n t e , « r e s p o n s a b i l i z a n d o » o e l e c t r ã o d e 
v a l ê n c i a p e l o f e n ó m e n o d e Zteman p r o v e n i e n t e 
da i n t e r v e n ç ã o d u m c a m p o m a g n é t i c o u n i f o r m e 
( n ã o m u i t o in t enso) , o e f e i t o c o r r e s p o n d e n t e po-
d e r i a e n t ã o t r a t a r - s e c o m o s e h o u v e s s e u m ú n i c o 
e l e c t r ã o n u m c a m p o c e n t r a l , m e s m o p a r a o cál-
cu lo d a s i n t e n s i d a d e s l u m i n o s a s ( p r o b a b i l i d a d e s 
d e t r a n s i ç ã o e m q u e i n t e r v é m o n ú m e r o q u â n t i c o 
m a g n é t i c o m) . 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
JUNTA DE INVESTIGAÇÃO MATEMÁTICA 

A «Gazeta d e Ma temá t i ca» t e m o p r a z e r d e 
c o m u n i c a r a o s s e u s l e i t o r e s a c r i a ç ã o da Junta de 
Investigação Matemática, a c o n t e c i m e n t o da m a i o r 
i m p o r t â n c i a p a r a o d e s e n v o l v i m e n t o e o r i e n t a ç ã o 
d o m o v i m e n t o m a t e m á t i c o p o r t u g u ê s c o n t e m p o -
r â n e o . 

P u b l i c a m o s a s e g u i r a acta da f u n d a ç ã o da J u n t a 
q u e t e v e l uga r n o d ia 4 d e O u t u b r o d e 1943; n e l a 
s e a p r e s e n t a m os o b j e c t i v o s a a l c a n ç a r d i s p e n -
s a n d o q u a l q u e r o u t r o c o m e n t á r i o . 

Atendendo à necessidade de : 

— Promover o desenvolvimento da investigai ao 
matemática; 

2,° — Realizar trabalhos de investigai.to necessários 
à economia da nação e ao desenvolvimento das outras 
ciências ; 

— Sistematizar e coordenar a inquirição científica 
dos matemáticos portugueses; 

4.0 — Vincular o movimento matemático por tuguês 
com o dos outros países e em especial com o dos países 
ibero-americanos; 

5.0 — Despertar na juventude estudiosa portuguesa 
o entusiasmo pela investigação matemática e a fé na 
sua capacidade criadora ; 

resolvem os signatários promover a criação duma Jun ta 
de Investigação Matemática convidando a ingressar 
nela todos aquêles a quem o empreendimento interesse. 

A. de Mira Fernandes 
António A. Monteiro 
Riu' Luis Uomes 

A «Gaze ta d e Matemática!» a p r o v a n d o , e v i d e n -
t e m e n t e , e s t a in ic ia t iva p õ e a s s u a s p á g i n a s a o 
s e r v i ç o da J u n t a e p e d e a t o d o s o s q u e p o r e la s e 
i n t e r e s s a m p a r a c o m u n i c a r e m a s u a a d e s ã o à 
« J u n t a d e I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á t i c a » . — R e d a c ç ã o 
da «Gaze ta d e M a t e m á t i c a » — L i s b o a . 

g O QUE É A «PORTUGAUAE MATHEMATICA»? 

por Hugo Ribeiro 

(bolseiro do I. A. C. em ZQrich) 

A « P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i ç a » t e m s ido r e p e t i d a -
m e n t e a n u n c i a d a na n o s s a «Gaze ta» . O s n o s s o s 
l e i t o r e s s a b e m já q u e s e t r a t a d e u m a r e v i s t a d e 
c o l a b o r a ç ã o i n t e r n a c i o n a l e d i t a d a p o r A n t ó n i o 
Monte i ro , a ú n i c a r e v i s t a p o r t u g u e s a q u e pub l i ca , 
e x c l u s i v a m e n t e , t r a b a l h o s o r ig ina i s d e M a t e m á -
t ica . Mas é t e m p o d e d a r a seu r e s p e i t o a l g u m a s 
i n f o r m a ç õ e s m a i s e , e m espec ia l , d e p r o c u r a r 

e x p l i c a r a o p ú b l i c o l a rgo e i n t e r e s s a d o , q u e ê j á 
o d o s l e i t o r e s da «Gaze ta» , c o m o s e r v e e la o d e s e n -
v o l v i m e n t o d o s e s t u d o s m a t e m á t i c o s e a i m p o r -
t ânc i a q u e a s u a p u b l i c a ç ã o t e m p a r a o s e s t u d i o s o s 
p o r t u g u e s e s d o p r e s e n t e e d o f u t u r o . É o q u e , 
r á p i d a m e n t e , p r o c u r o f a z e r n a s l i n h a s q u e s e g u e m 
a s q u a i s , e m p a r t e , d e s e n v o l v e m o p r e f á c i o d e 
A n t ó n i o M o n t e i r o n o p r i m e i r o v o l u m e da r e v i s t a . 


