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P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas ate ao dia i j do mês 

anterior ao do aparecimento de cada número da G a z e i a . 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel. utilizada sã de um lado (onde outros assuntos não sejam tra-

tados), com a indicação do nome e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto pubtica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 

1 7 0 4 —Num circulo de centro O , marque-se sôbre 
o raio OA , um ponto C; encontrar sôbre a circunfe-
rência um ponto P tal que o ângulo OPC seja má-
ximo. 

(Bach, Letras e Matemática — Poltier — Nov. 1888), 

1 7 0 5 — ' D e m o n s t r a r que se num tr iângulo, os três 
ângulos A,lí,C, são respect ivamente proporcionais 
aos números 2 , 3 , 4 , (etn-se : cos vl/2 = (it + c)/2é . 

1 7 0 6 —i Sabendo-se que o niimero 13zy45a « d i v i -
sível por 792, achar os três a lgar ismos x , y , z . 

1 7 0 7 — T r ê a operários executam em cer to praso 
uma obra que, dividida igualmente pelos t rês . t oma-
ria o mesmo tempo a um dèles, menos dois d i a s a 
outro e mais t rês ao terceiro. De quantos d ias é o 
praso ? 

Problemas 1704 a 1707 propostos por J. S, Faria de Abreu 
tde Pena li ei). 

A L G U M A S D A S S O L U Ç Õ E S R E C E B I D A S 

1 4 4 0 — Calcular o limite da soma de unia suces-
são de fracções, cujos numeradores estão em progres-
são ar i tmética e os denominadores em progressão 
geométrica. Condição de convergência, (Aplicação 
numériea : 1/2 + 2/4 + 3 / 8 + 4/16 + • •) . R : O limite 
pedido é u soma ÍS da série de termo geral 

_ a + r (n —1) 
bq» {b =£ Oft . Tal série é absolutamente 

convergente paru | q | > 1 , como se pode verificar pelo 

critério de D' Alembe.rt. Com efeito, Jim — " " - • J u„ q 
Para | q — I é visivelmente divergente. Escrevendo 

r n a —r 
ar

 —- -—— + vê-se que a série potle ser conside-
b q" - 1 bq" - 1 

rada como a somo, das duas séries de termas gerais 
t n a — r 

— e J eonverqcn tes absolutamente para 
b q—1 bq"-1 

| q | > 1 . Ora, estas feries têm por valores: a segunda, 
a —r 

soma dos lermos duma p. g, decrescente S t
 — r— — 

b (1 — l /q ) 
e a primeira, produto do factor finito r /b peto valor 

da série dc ten>u> geral S, = — * • Com 
q - ' b (1—l/q)* 

efeito, para \ y | < 1 - — - = 1 + x + x* + - - , donde, por 

derivaqão, se obtém a série de termo geral iix" -1 cujo 

valor é, por conseqüência, on para 
( 1 - x ) ' (1—l/q)* F 

1 * 1 " jf]'<1' É' ® ̂  Sl + 

1 2 3 
Aplicação numérica : -4 ! 1- • •• Fazendo na fór-

- 2 4 8 
mula precedente a = 0 L> = 1 r = 1 q = 2 , arha-st S = 2 , 

Solução de Alberto Pais (de Lisboa). 

1 5 0 7 — Resolver o s is tema de equações : 
xt+y'1— (ji. + y) = 48,üi;+(/ + a^ = 31, R: Pondo x + y = u 
xy = V, será ; y- - - u-— 2v e o sistema proposto escre-
ve-se: u1—2v — u = 48 e u + v = 31, Eliminando v, resulta 
a equação u- + u —110 = 0 , donde u j = 10 u ^ = — 1 1 , 
valores a que eorretpowlem os de v, v j —21, v* — 42 • 
Tem-se, então, para determinar x e y os dois sistemas 
x + y = 1 0 , x y = 21 e x + y = — 1 1 , x y — 4 2 , de que são 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 32 

resolventes a* equações t 3 — 10t + 21 = O e t3 + l l t + 
-T-42=0 ; respectivamente. Acha-se x j = 7 , }'i = 3 ; 
* i = 3 i y - j B s j = - l l / 2 - t - 1 / 4 7 / 7 2 , y , = - l l / 2 -
^47(72, x ( = —11/2 t /47 í/2 , y 4 = - 1 1 ,,'2+ / « í / 2 . 

SoltiçíSo de Alberto Pais (de Lisboa). 
Enfiaram também soluções correctas: Angel Chain {de 

Gijon-Espanha), Carlos A. GonçalfleK Gomes (do Porto), 
Paul Richard (de Portalegre) e T. Ferreira Rato (S. Ti a jo-
-Cabo Verdet. 

1508—• Sobre as t r í s arestas de um triedro t r i -
rectângulo marquem-se três comprimentos OA — a. 
ÜB=b. üC—c e trace-se o t r iângulo [ABC]. Deter-
m i n a r : 1 . "— a expressão da área deste t r i ângu lo ; 
2.° — a dis tância OD=d do ponto 0 ao plano ABC; 
3 . ° — o que devem ser b c e , quando sendo dados 
ti e d, p a r a que o t r iângulo ABC tenha uma super-
fície dada, R : Í.° — Seja BC — « . ÃB = -f , CÃ = p e 
p = (a + |i + 7>/2 . Será a. = + , £ t/a* + c3 , 
- f = t / a 1 + b- . Ora, a área S do triângulo é dada pela 
expressão conhecida ila Geometria elementar com o nome 
de fórmula de Herão ; S ^ p (p — a) (p — fl) (p—f) 
donde, substituindo p , «, p e -j pelos valores atras acha-
dos p efectuando as operações e necessários simplifica-
ções, se tira S = l / a b ' + a ' c L ' + b? e^/2 . 2."— U volume 
tio tetraedro [CO AB] e dado peia expressão 

V — — í * b ^ c — - a b e . A distância d da altura do 
3 \ 2 / 6 

tetraedro referida ao vértice O . Portanto V — Sd/B™ 
abe a b e 

- a b e / 6 . Lotjo 4 - — = — ' 

abe - M U . . 
—/)<• ri - -—- conclai-se que hc = 2Sd.'a. isto c, 

2S 

b e c são inversamente proporcionai*. 
SotucSo resumida baseada na solução de Paul Richard 

ide Portalegre). 

1509 — Mostrar que 
: . Ti (n + l ) . . . (n + p + 1) 

' it 
E : Da identidade £ i (i + 1) (i + 2) . . . (i + p + 1 ) — 

i=l 

- J S i f i + 1 ) - " ( ï + p + l ) - n ( n + l ) ( n + 2 } > . . ( n + p + 1 ) 

deduz-se 

V i (i + 1) ••• (i + p - H l ) = 2 ( i - l ) i (i + 1) ( i + P > -
i - j n—1 
Substituindo na 1.' identidade 2 i (i + 1) • ( i + p + 1 ) 

por 2 (i — 1) i •-- (i + p) cem £ i (i + 1) - • 
i-i i 

. . . (i + p) [i + p + 1 — (í — 1) ] = n ( n + 1 ) I - . ( n + p + 1) 
n 

ou (p + 2) ( i + 1 ) ••• (i + p) = n (ii + l ) . . . ( n + p + 1 ) . 
i 

Dividindo por (p + 2) ambos os membros da última 
identidade : 

u (n + 1) (n + 2) . . . (n + p + 1) 
Vi (i + 1) (i + p) = 

i-t p + 2 
q, e. d . 

Solução de Paul Richard (de Portalegre), 
Enviou também soluçflo correcta J. S, Faria de Abreu 

(de Penafiel). 

1510 — P e l o ponto médio do lado AB dum t r iân-
gulo | A B C ] traç.a-se uma recta a r b i t r á r i a ; desi-
gnando por N e P os pontos de encontro dessa recta 
com BC e AC respectivamente, mostrar que têm 

BN NÇ MN 1 PN 
lugar as relações: = = " • e = - • 

AP CP AC 2 PC 
R : Pelos vértices do triângulo dado abaixem-se per-
pendiculares ( A Q , B R , CS , ) sôbre a recta arbitária 
e do vértice A , trace-se A T paralela oo lado oposto 
BC = a ; resulta: [AMT] = [BMN] . ' , A T - N B , MT = 

— — Ã P Ã Q CN CS 
—MN , B K = A Q donde •= \ -=—=•> midti-

CP C S NB BR 
Ã P CN , , , 

pliçando membro a membro, ue.m X — - — 1 donde 
^ C P N B 

CN 
C P 

BN P N TN 
Ã C 

2MN MN 1 P N 
Ã C 2 * P C ' A P PC AC A C 

Solução de J. S. Faria de Abreu (de Penafiel). 
Enviaram também soluções correctas: Alberto Pais (de 

Lisboa) e Paul Richard (de Portalegre). 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de livros 

e outras publicações de matemática de que os autores ou editores enviarem dois exemplares à Redacção 

2 9 — Î L I O V I C I , G. ET R O B E R T , P . - Géomé-
trie— L i b r a i r i e d e L ' e n s e i g n e m e n t T e c h n i q u e — 
L é o n E y r o l l e s , E d i t e u r — Pa r i s , 1937. V i l + 3S0pâgs . 

E s t a o b r a q u e faz p a r t e da co lecçâo « L e s m a t h é -

m a t i q u e s p o u r l ' E n s e i g n e m e n t S e c o n d a i r e » d e s t i -
n a - s e a o s a l u n o s da c l a s s e d e m a t e m á t i c a s , a o s 
c a n d i d a t o s ã s g r a n d e s Esco la s ( S a i n t - C y r , l n s l î t u t 
A g r o n o m i q u e , etc.) e a o s a l u n o s d a s E s c o l a s N o r -
m a i s s u p e r i o r e s e d e e n s i n o p r i m á r i o . 


