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1 5 7 2 — V e r i f i q u e a i d e n t i d a d e c o s ( 2 f f — C}«= 
— (3«^ —Já2) > A/a1 s e n d o B e C â n g u l o s d e um 
t r i â n g u l o r e c t â n g u l o e m A , e b , c e a os l ados 
o p o s t o s a é s s e s ângu los , R : Como B = it/3 — C , 
teremos (1) c o s ( 2 B - C ) = c o s f r r - 3 C ) = - c o s 3 C = 
= c o s C (3—4 cos 3 C ) , No triângulo rectângulo em 
questão, sabemos que se verifica a relação 
b = a c o s C -*• c o s C = b /a que substituído no a." 
membro de (1) condueirá a c o s (2B — C) = b /a -
• (3—4b z /a 2 ) = b / a 3 • ( 3 a ! - 4 b * ) c. q . v . 

1 5 7 3 — É d a d o um t r i a n g u l o i s ó s c e l c s [ABC] 
d e b a s e ÃB =2a. E x p r i m a a d i s t â n c i a e n t r e os 
c e n t r o s d a s c i r c u n f e r ê n c i a s i n s c r i t a e c i r c u n s -
cr i ta a o t r i â n g u l o e m f u n ç ã o da b a s e e d o â n g u l o 
o p o s t o . V e r i f i q u e a p a r t i r da r e l a ç ã o o b t i d a q u e 
o t r i â n g u l o é e q u i â n g u l o s e os d o i s c e n t r o s co inc i -
d i r e m . R : Designemos por O e O' , respectiva-
mente, os centros das circunferências circunscrita 
t inscrita ao triângulo dado e por C H a altura 
relativa ã base A B . E sobre a recta C H que se 
encontram, evidentemente, OiO'; escolhendo sobre 
ela um sentido positivo, e considerando segmentos 
orientados, teremos em qualquer caso, isto é, para 
qualquer valor de C , a relação,- O O = O H — Õ T í . 
Desenhando uma figura dedu3-se fácilmente que : 
Õ H = a co tg C í 0 + 1 = a tg (ir/4 — C/4) e, portanto, 
Õ Õ ' = a [cotg C —tg fn/4 —C/4)] , O caso de coinci-
dência dos centros O O ' —0 corresponde aos valores 
de C (0 < C < 2^) , rais es da equação . 
co tg C —tg (tt/4 — C/ l ) = 0 , que i fácil de ver ser veri-
ficada para C = it/3, caso do triângulo equilátero. 

1 5 7 4 — N u m c í r cu lo d e c e n t r o C e r a i o R í r a c e 
d o i s r a i o s CA e CM q u e f o r m e m e n t r e s i u m 
â n g u l o d a d o K . Calcule , e m í u n ç S o d e R e d e a , 
o v o l u m e d o s ó l i d o g e r a d o p e l o t r i â n g u l o [C.AM\ 
q u a n d o faz u m a ro taçSü c o m p l e t a e m t ò r n o da 
t a n g e n t e à c i r c u n f e r ê n c i a n o p o n t o A . R : O vo-
lume gerado V è a diferença dos volumes V t e 

V , , respectivamente dos dois sólidos seg tantas .-
1) — T r o n c o d e c o n e d e r e v o l u ç ã o , de raios das 

bases R t M P , de geratris R e de altura A P em 
que P Í o pi da perpendicular baixada de M sobre 
a tangente á circunferência no ponto A . 

2) — C o n e d e r e v o l u ç ã o , de geratris A M , altura 
A P ti raio da base M P , 

Vê-se fácilmente que ÃM = 2 R - s e n * / 2 , M P = Á M -
• sen a/2 —2R - s e n 2 a/2 , A P = Ã M • cos« , R s e n * . 
lendo em atenção as expressões dos volumes dutn 
tronco de cone de revolução e dum cone circular 
recto, respectivamente: V ' = n h r 1 + r j r r , ) / 3 
(li altura, r e r, raios das bases), V , r = - i r r - h / 3 
( r raio da base e h altura) teremos, no nosso caso; 
V, =T7/3 - R sen a - ( R i + 4 R ! • seu* a / 2 4 2R 5 - s e n " */2) t 

V5 = s / 3 • R s e n a • 4R - s e n J « , - 2 , 
V ' = V, - V j - t t R 3 / 3 • s e n a. • (1 + 2 s c n ! a/ÜJ . 

1 5 7 5 — S ô b r e a s t r ê s a r e s t a s d e u m t r i e d r o t r í -
r e c t â n g u l o d e v é r t i c e V m a r q u e r e s p e c t i v a m e n t e 
os c o m p r i m e n t o s FÃ ^ 3a, VB = VC = 3a . 
D e t e r m i n e a d i s t ânc i a d o v é r t i c e V a o p l a n o d o 
t r i ângu lo [ABC| . R : A distância V H do vértice 
V ao plano do triângulo [ABC] não é mais do 
que a altura relativa à hipotenusa dum triângulo 
[VA1>] rectângulo em V , de ca te tos V A = 3a e 
V D (altura do triângulo [BVC] rectângulo em V 
e isésceles) e hipotenusa A D ( a l t u r a do triângulo 
[ A B C ] ) . É fácil ver que se tem V D - = 3 a , Ã D = 
— 3a t /2 e que portanto 3a • 3a = V H - 3 a f / 2 — V H 
- 3 a t / 2 / 2 . 

SoluçOes dos a.01 1570 a 1575 de Orlando M. Rodrigues. 

C O R R E C Ç Ã O 
Problema 1 5 2 4 , pág . 22, do n.° 17, onde se 15 diâ-

metro deve ler-se raio, A ser o diâmetro e não o raio 
igual a 13,17 m deveria ter-se lj = 13,17sen 25° 43 '51" = 
= 5,714 m . j . s .Pau lo . 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
Exames d e f r e q ü ê n c i a e f inais 

ÁLGEBRA SUPERIOR-MATEMÁTICAS GERAIS 
F. C . L . — A L G E B U A S U P E H I O K -

1943-44. — Ponto n.° 4. 
exame da freqüência, 

1 5 7 6 — P a r a que valores de -a converge a siírie 
& 1 / 2 » W 1 / 2a> \ 3 , 

+ — \ -I- _ + • • • ? R : A serie c/os x - 1 2 \ x - l / 3 \ i - l / 

módulo* converge para os valores de I tain que 
2 I I I „ 

í . e., paru os valores de \ cujas imagens 

-«.) os pontoe do interior da circunferência com centro 
na imagem de —4/3 e raio 2 / 3 ; para êsxex valorei a 
série diííla converge absolutamente. Para os pontos da 
circunferência a série dos módulos é a serie harmónica 
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t a convergência nunca é absoluta. Para x =1 /3 a série 
converge ; para X " "—1 o série diverge. 

1577 — Primitivar 
sen 2x + cos Í; 

—x3 cos 2 i—1 
R : Primitive-se o 1." lermo por partes j«indo Vr = x* j 
obter-se-à 4/3 • x3 ( l og i -1>3) . 0 3° têrmo é a derivada 
de are sen x/8fc. A'o3." têrmo, considere-se que sen 2x = 
2 sen x cos x e cos 2x —1 = —2 sen2 x ; decomponha-se : 
os termos obtidos serão os derivadas de —iog ( sen x t 

1 
s r * 

2 sen x 

5 J 8 — C a l c u l e o valor da derivada da função 
^ = loge'u["*rt para . R: Será y=arcsen l / x = 
= arceoseex e portanto 

yi — ,1- --.- e V ' (2) = 
x ^ i — 1 - w 2 v/3 

I I 

1579 — Sendo À j e A2 as secções que definem \ /5 
quais são as que definem 3 ^ " ? K : Consideremos 
todos os racionais Cj . tais que pa ra algum numera a^ 
de A2 , se tenha C| <3""a. Esses números constituem uma 
secção inferior CJ, da totalidade, dos números racionais, 
0 '' é por definição o número definido jWfi secção Ci. 
"4 secção , contigua de Cj . ê a outra que também 
define o número e e' constituída pelos números racionais 
Cj tais que para algum número 3| da A) se tenha 

< 3~"i. 

1580 — Diga quais sao para o conjunto 
1 + {— 1)" + (— 1)"/« os números l, L , x , A e os seus 
pontos de acumulação, fii l = — 1 , L = 5/2 , 1 = 0 e 
A 2 ; 0 c 2 são os únicos pontos de acumulação* 

1581—Mostre que a sucessão 1 + 1/3, 1-1-13 + 1/9, 
l-t-l /3-t-l/9 + l /27 , - é convergente e indique o seu 
limite. R : Admitindo que « „ = 1 + 1/3 +1 /9 4 hl/3n=* 

3 1 
= o ... tem-se lim u„ = 3/2 e. a sucessão é conver-

2 2 • d" 
gente. 

1 582 — Determine os complexos cujos afixos são os 
outros dois vértices do quadrado de que são dois vér-
tices opostos os afixos de 2—i e 2 + 3 i . R : Suo 
i e 4 + i . 

1583 — Escreva na forma trigonométrica o número 
cujas raízes quàrticas têm por afixos os vértices do 
quadrado inscrito na circunferência de centro na ori-
gem e raio 2 , tal que o afixo situado no 1." qua-
drante tem por argumento tt/6 . 
R : 2* (cos2*/3 + isen2n-;3) . 

1584 — Indique a razão pela qual a série alterna 
5/4 — 7/6 + 9/8h é divergente, embora seja 
| «,,-h [ < | lí„ 1 . R : Porque lim u„ = l . 

1585 — Por que motivo é x > log (1+a f /n .') ? 
R : Para x > 0 1 + • •+x n /n ! + • - • > l + x°/n ! e 
portanto x > log (1 + x"/n ') -

1586 —Como é constituída a sucessão w „ - * o , 
caso a não seja ponto de acumulação de (ít„) ? 
R : Todos o« termos a partir dessa certa ordem são 
iguais a a. 

1587 — 0 cociente de duas funções f ( x ) e f (-c), 
continuas no ponto i = u , é também continua nesse 
ponto? Justifique a resposta. R : E se 
não é se (p(n) = 0 . Neste caso a função toma para x = 0 
um valor infinito ou indeterminado. Neste último caso 
pode restabelecer-se a continuidade pondo que o valor da 

função para x = 0 è lim f(«> 
ç W 

1588 — Como diferem duas funções cujas derivadas 
diferem por uma expressão da forma Ê i + OJ;? 
R; .4 suu diferença é uma Junção e* + axz/2 + b em 
que b é uma cojistante. 

I l l 

{ » 1 
é continua no ponto 0. 

1589 — Verifique se a função 
• sen xjx para , 

para j ; = 0 
lí : E, porque lim f (x) = 1 = f (0) . 

* 

1590 — A partir da relação entre a derivada duma 
função e a da sua inversa, deduza a expressão da de-
rivada da função inversa da tangente hiperbólica, 

sh v 
R : De y = A r g t g t h x tem-se, invertendo x = thy 

dx ch ! y — sh2y dy cb3y 1 
donde ~— — — — c — 

dy cb Jy dx eh Jy- sh^y 1— 

1591 — Justifique a convergência absoluta da série 
1 —1/23 + 1/31 e conclua, daí, justificando também, 

a natureza da série 2 (— n* para os vários 

valores de x. R : Considerando a série u„ dos 

módulos da 1," e pondo 
1 + « (n + l)3 

tem-se 

__ | sen nx | 1 
lim na. = 3 e a série converge, T isto que ^—- < — 

a 2." série também é absolutamente convergente, qualquer 
que spja x , finito. 

Soluções dos n ." 157ti a 1591 de Q. Ramos de Castro. 

n 
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F, C. L. — ÁLGEMLÍ. SUFEHIOH—Pontos do 1.° exame 
de freqüência, (943. — P o n t o n.° 3. 

ï 
1 5 9 2 — Pr imit ivar 

3 cos 
. . + a r c tg + x -

( x - 2)1+1 - sen x2 

1 5 9 3 — Derivar y = 2e"c*tn 1 ' i . 

1 5 9 4 —Com uma das combinações 

| y = l0K | ^ u + l x c o s jr u | | y — 2 a rceen (M+1) 
| u = sen (i-t-*) | « = ^ + 1 
componha uma função e calcule o valor tia 1." derivada 
pa ra . 

I I 

1 5 3 5 — Por que motivo dois números irracionais 
correspondem entro si outros números i r racionais? 

1 5 9 6 — Se (wc) tem elementos em (r — — > r + —^ 

— por maior que seja o número natural n e qualquer 
que seja o número racionai r cm (tt, b) — quais são 
os pontos de acumulação ile (as) neste intervalo ( a , b) '? 

1 5 9 7 — S u b s t i t u i n d o - s e aj pelo número irracional 
1 
— no polinómio de coeficientes inteiros ax- +bx, + c , 
A 
obtém-se como resultado certo número inteiro fí . 
Nesta hipótese, por que operações algébricas se pode 
calcular partindo de números inteiros, 

1 5 9 8 — Que relação há entre os limites máximos 
d o s c o n j u n t o s * V/IT„ e " ? («„ > 0 ) , 

1 3 9 9 — Quando a série simplesmente con-

vergente, de que natureza é 2 ( —1)"»,? Porquê? 

1 6 0 0 — Como se dispõem no plano os pontos em 
. i , n 

que a acrie é convergente? — ( z - a ) " 
a:" 

1601 — Por que razão é e1 > —; ? ( j ; > 0) 

1« 
1 6 0 2 — Calcule as raízes n do número i 1 . 

1603 — Do que natureza é a sucessão dos valoreg 
1 

de sen — quando JC tende pa ra zero ao longo da suces-

1 
«17 + — 2 

1604 — Conhece a lguma função contínua no inter-
valo (0 ,1 ) cujos valores nésse intervalo possam exce-
der - por menor que seja t ? 

I I I 

1 6 0 5 — Provar que, tendo f ( x ) derivada ( f in i ta ou 
infinita) no ponto x=*a, também / ( j ; ) + ) . j í (i, cons-
tante) tem derivada nesse ponto. 

1606 — Quando os afixos dos valores X " a e os de 
Y"'J i ã o vértices dum hexágono regular, que re lação 
liga X e I " ? 

1 6 0 7 — S a b e achar rapidamente a derivaila do 

ordem n de ? 

F. C, L, —ALOEBKA S O T - E R I O B — e x a m e de freqüênc ia , 
1943-44. - P o n t o n.° 5. 

1 6 0 8 — Pr imit ivar 
(sen x - c o s ;t)J / 2 —as lo 

y " l - c o ? 2 ^ r V 2 ~ 

1609 — Calcule o valor da derivada da função 
y = — (e*)«] pa ra x = 

1610 —Com alguma das combinações 
y— arc sec (log l /u) r y ~ Sog (are tg e") 

í/x i u ^ l + t g ^ - l ) i : 
componha uma função dc função e calcule o valor da 
sua 1,* derivada para x ^ l . 

I I 

1 6 1 1 — S e a soma e o produto dos números i r ra -
cionais A e D são conjuntamente racionais que ope-
rações algébricas é necessário executar par t indo do 
números inteiros para obter A e B'f Porquê? 

1612 — So u„ não tende para limite algum, mas 

—-—— tende para um certo limite que valor tem es te 
«2 + 1 
l imite? 

1 6 1 3 — T e n d o - s e 0 < u „ — a < S a par t i r de corta 
ordem n (í) , a par t i r do que ordem se tem u^ — a 1 < S ? 

1614 — Qual a natureza da série 2 ( e " * ' - l ) ? 

1615 — Quais são os valores de «** ? 

1616 — Qual o valor exacto do módulo da soma 
de dois números imaginários de módulos 2 e 3 cujos 
argumentos diferem por it/4 ? 

1617 — Sendo 2 u„ simplesmente convergente, 
que se sabe da sucessão | iS„ | ? 

1618 — Corno se enuncia o teorema de Weters t rass 
para as funções cont ínuas? 

1619 — Seja f ( x ) uma função continua e diferente 
de zero no ponto a : - 0 , e seja í.„ o limite inferior dos 
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valores de —— no intervalo (—l / . i , l /n ) . Tende ).„ 
f(

x

) 
para algum l i m i t e ? P o r q u ê ? 

1620—• Apliéando-88 a fórmula de Taylor ao poli-
nómio f ( z ) no' ponto s — í , que forma toma esse po-
linómio Ï 

l t l 

1 6 2 1 — T o m a n d o - s e os n primeiros termos da sé-

rie i + l / 2 t + l / 3 * + l / 4 * + obtém-se S com êrro in-

ferior a l / 2 n e superior a • * ,- • P o r q u ê ? 
2 (/? + 1 ) 

1 6 2 2 — .Qual o menor valor (inteiro) de « quando a 
£ 1 

s'"rie é convergente Ï 
a ri*~- i f n 

1 6 2 3 — Supondo f (s) diferente de zero no ponto re f 

provar que existe um circulo de centro neste ponto 
dentro do qual / (s) só toma o valor f (a) quando z — a. 

F . C. L. — MATEMÁTICAS GEÉLAIH — I." E x a m e de f re -

qüência, 1943,— Ponto n.° 1. 

( 
1 6 2 4 — Calcular , com êrro inferior a IO"3 , o valor 

de tbz pa ra z —1. R : Tem-se Sb 1 = 1 + 1 / 3 1 + 1/5! H . 
Pondo k = uc+1/up = ( 2 p - l ) l ( 2 p + l ) r = l / 2 p t á p + l ) re-
con/iece-se que o critério de d' Alembert permite concluir 
da convergência da xérie. Seguindo o método indicado 
na Gaze ta de Matemát ica n.° 11, p. 5, tem-se 

L (ri) — — — — - Reconheee-se que tomando 
' (2p + l ) ! — (2p —1) 1 

3 têrmos o êrro sistemático é inferior a 0,0002 c por-
tanto q-ue calculando 1/6 e 1/120 ate aos dévimas-milé-
simos s h l cem calculado a menos de. 0,000-1 < 0,001. 
Serú s b l - 1 + 0 , 1 6 6 7 + 0,0083 = 1,1750. 

1 6 2 5 — Pr imi t ivar 
1 .,=-

—" e 
V" x 

• + sen i ch x . 
sen (2x + 1 ) 

R: OI." termo e' a derivada de . Para o 2' termo, 
recorde-se que P cosec u - u'*=log I t g u/2 | . Para o 3.°, 
primitive-se por partes ( P u v ' = uv — P u ' v ) pondo 
v'™ch x , uma vez para obter esta identidade, outra 
para calcular P u ' v . Obtém-se finalmente 
e + 1 / 2 log tg | x +1 /21 + 1/2 (sen x cb x - cos xsb x) . 

1626 — Calcular pa ra z —K a segunda der ivada da 
pr imi t iva pedida no problema anterior, R : A 2.' deri-
vada da primitiva duma função y (x) é a 1.' derivada 
ilessa /unção, Neste caso 
y ' ( i ) ( l / x - l / S x 3 " ) e 2co t (2x+ l ) cosec(2x+l) + 
+ cos x cb x + sen x sh x donde y ' (JT) , 

II 
1627 — Como se dis t ingue na representação deci-

mal um número racional dum número i r rac iona l? 
K : .1 dizima dum racional é periódica, a dum irra-
vioucit não. 

1 6 2 8 - Qual o limite de uma sucessão decrescente 
l imitada ? 

1 6 ^ 9 — Módulo e argumento principal de 

R : 1 e jt/2 , 

1 6 3 0 — Quando é real o produto de dois imaginá-
rios ? R : Quando um e* o produto do conjugada do outro 
por um número real, como se conclui procurando as 
relações entre a , b , x c y para que (a + bi) (x-t-iy) 
tenha nulo o coeficiente de i . 

1631 —Def in indo-se e* como limite duma potência 
do expoente n , qual a base dessa po tênc ia? 
R : e ' - l i m (1 + z/n)". 

1 6 3 2 — De que natureza è a série formada pelos 
cubos dos termos duma série al ternada simplesmente 
convergen te? R : A série é alternada e como dó 
H m u„ = Q vem l i m u ^ = 0 , convergente. Pode ser sim-

pies ou absolutamente convergente domo se infere nos 
casos correspondentes a uJ = ( - l ) * / n ' w e u„ = ( — l ) ' / n . 

1 6 3 3 — P a r a que vaiores de x converge V] nat*» ? 

u„j.t n + 1 
R : Pondo u„ — | nx"> | tem-se — _ - - | x | i . 

u„ n 
A série é absolutamente convergente para | x | < 1, diver-
gen te para x. | > t . Para. x — | 1 | a serie dos mádidos 
diverge e portanto a série dada lá pode convergir sim-
plesmente ; paru x ™ + 1 , }>or exemplo, diverge. 

1 6 3 4 — Que se quere s ignif icar ao disser que / (z) 
tende pa ra A ao tender = p a r a a ? R : Que f(x) e 
definida para os valores pelos quais z tende para a t 
que os valores que assume constituem uma sucessão cot\-
vergente de limite A . 

1 6 3 5 — Q u e valor tem no ponto x—0 a 4.* deri-
vada de cos x + R : A 4." derivada de x3 e 
nula i a de X'' eoB x é um polinómio do 5grau em x 
sem termo independente cujos coeficientes são finito» 
para x —0 e que portanto também se anula para x —0. 

1 6 3 6 — Km que teorema se fundamenta o método 
de pr imit ivação por subst i tuição ? R : No teorema da 
derivação duma função de função, 

III 
1637 -— Pode aplicar-se o teorema do limite da soma 

1 1 1 
ao cálculo do limite de 1- — i + — (« — 3 par-

2 n 2 n 2 n 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 23 

celas) f B i O limite da soma .i —3/8n r 1/2 c it soma 
dos limites das parcelas 0 . 

1 6 3 8 — Expr imir sh em sh j; c c l i x . 
(e* — e1) (e* +• e*) ii _ , ,- i i 

R : s h 2 x = 
e " — e 

2 2 

1 6 3 9 — Com a lguma das combinações 

• = 2 sb at cb x . 

V' x are sen u 

1 

y = a r e sen u 

soe1 

t / j i + l 
compor uma função de função e achar-se a derivada 
p a r a j ; = 0 . R : Na 3.°, u > 2 e a função y (u) não c 
definida no conjunto dos calores dn função u (x) . Na I a 

já o é. Aplicando o teorema da derivação dama função 
de função obtém-se ao cabo y ' (0) = are Sen cos' 1 . 

f . C. L. — M A T E M Í T I C A S ÜÊBAIS—• l.° exame de Ire-
qfléncia, 1942-43, — Poeto O.» 3. 

I 
1 6 4 0 — Der ivar 

— (sen xí + l ) - f i + 3rc see l o g 3 i f I ' . 

1641 — P r i m i t i v a r 
x ;r + '1 

y y i + ç f i (x + l ) í + 4 
+ cos* i . 

1 6 4 2 —Calcu la r , com êrro inferior a —r a soma da 
ir LM 

, . 1 t / 2 v/3 l / n s e n e n -)- + — • - + . . . + • 1 

2 + 1 ^ 3- + 1 J I 2 + 1 

I I I 
1643 — Quando o número posi t ivo a não é eubo do 

alguiu número racional, que se entende por 3 a ? 

1 6 4 4 — Que são o l imite superior L e o limite mí-
nimo k de um conjunto (x) 1 

1 6 4 5 — Que valores tOin 1, L , X e A no conjunto 
dos termos de uma sucessão crescente formada por 
números do intervalo (0,1)? 

1 6 4 6 — Que módulo e a rgumento principal têm o 

quadrado de ? 
( 2 - 0 ' 

1 6 4 7 — S e o segmento que une os afixos de z e a' 
è paralelo ao eixo dos y y , de que natureza é a dife-
rença 3— Z1 1 

1 6 4 8 — Pode uma série convergente conter uma 
infinidade de termos superiores aos termos correspon-
dentes de uma séríe d ivergente de números posi t ivos? 

1 6 4 9 — Se numa sério do termos posit ivos .Sj„ tende 
p a r a um limite, de que na tu reza é a sé r i e? P o r q u ê ? 

1 6 5 0 — Para que valores de a: converge a soma d a s 

séries 5 2 " 3 1 * e S — x" ? 

1 6 5 1 — S e f (x) cresce com x no in terva lo (a , 6) , 
que valores têm os l imites l ti L no conjunto dos va-
lores de f (x) ? 

1 6 5 2 — Q u e expressão tem a de r ivada de ordem n 
de um polinómio inteiro em x. de g rau n . 

I I I 

1 6 5 3 — Quando 11„ a e — > ò , que pode con-

cluír-se da sucessão i>„? 

1 6 5 4 — Cinco pontos equidis tantes sôbre a c i rcun-
ferência j s | = 3 são sempre afixos das ra ízes q u i n t a s 
de um número ? Porquê ? 

• ía — 1) 
1 6 5 5 —Aver iguar se a serie l + • g j ™ + 

a (s—1) U—2) 
+ • g— — • - i — • é convergente, (a è real , não 

inteiro). 

F, C. P , — MATEMÁTICAS G E R A I S — E x a m e d e F r e -

qüência— Fevereiro de 1943. 

1 6 5 6 — Considere-se o plano i r , de te rminado de 
modo a conter o ponto ( 1 , 2 , 1 ) como pé da perpen-
dicular ba ixada da origem sobre êle. De t e rmina r 
seguidamente a equação dum novo plano que conte-
nha o ponto de cota 2 do eixo Oz e que in te rcep te te 
segundo uma recta parale la ao plano acOs, de modo 
que os pontos desta recta se encontrem à d i s tanc ia 1 
do último plano. R ; Equação do plano i r : Êsteplano 
contém o ponto P ( 1 , 2 , 1 ) e é perpendicular à recta 
x - l = ( y - 2 ) / 2 ~ z - l definida pelos pontos P e 0 ( 0 , 0 , 0 ) . 
A sua equação é, portanto, x -r 2y -f 7. = G . E q u a ç ã o do 
plano a: Seja A x - f - R y - f - C z ^ l ti equação do plano a 
(segundo plano do enunciado). Como contém o ponto 
A (0 , 0 , 2) , tem-se 2C = 1 , ou C—1/3 . A sua inter-

* , >- tu í x + 2 y + 1 = 6 
secção com o plano ir é a recta r) •! 

' l Ax + By + Cz = l 
ou seja (x —a) 'p—(y —b)/q = z / l com 

a = (2 — 6B)/(2A —li) ; b = ( 6 A - 1 ) / ( 2 A - B ) 
p = ( B - 2 C ) / ( 2 A - B ) e q = { C - A ) ( 2 A - B ) . 

Como a recta r tem de ser paralela ao plano xOz (y — 0) , 
tem-se ( C - A ) / ( 2 A - B ) - 0 ou A = C - l / 2 . Por outro 
lado, a recta r está à distância 1 do plano xO/,. P o r -
tanto ( 6 A - 1 ) / ( 2 A - B ) - l ouseja 4A + B - 1 e B=c —1-
A equação do plano é, pois, x —2y-|-z = 2 . 

1 6 5 7 — D e t e r m i n a r as equações da circunferência) 
definida como se segue: a) Passa pelo ponto (2 ,3 , 1/2) 
da recta x=*tj-2, y=»2í + 3 , ==í - f l /2 ; b) encontra-se no 

plano definido por aquela e pela recta 1 — x = - - — - -
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— e) tem como centro a interseccão das duas 

rectas. B : Determinemos, em priilieiro lugar, as coor-
denadas do centro da circunferência. Como dia o enun-
ciado, é o ponto de intersecção das rectas r) x — 2 = 
= <y — 3)/2 = z—1/2 (visto que t - x - 2 , t - ( y - 3 ) / 2 e 
t - z-1 2) e s) ( x - l ) / - l = y + l 2 ~ z / - 2 . Portanto, 
e'o ponto eomum aos três planos 2x —y = l ; 2x — 2 z = 3 
e 2x —z = 2 . Queçe dizer C (1/2 , 0 , - 1 ) , A circunfe-
rência dada será definida pela equação da esfera de 
centro no ponto C e que passa pelo ponto A {2 , 3 , 1 ,'2) 
e pela equação do plano das rectas T e s. Raio da 
esfera r 2 - ( 2 - l / 2 ) ' + 3 !+ (1/2+ l ) 2 - 2 7 / 2 . Equação da 
esfera ( x - . 1 '2) ' + y= + (z + l ) 2 27/2 . Equação do 
plano. -í equação dos planos que contêm a recta r é .* 
2x —y —1 + k (2x —2z—3)=-0, ou seja (2k + 2 ) x - y -
— 2kz — (1 + 3 k ) —0 Pura que este plano seja paralelo 
« direcção definida pela recta s t preciso que: 
— ( 2 k + 2 ) - l + 4 k = 0 , donde k = 3 2 . A equação do 
plano é, portanto, 10x — 2y —6z = l l . Finalmente, a 
circunferência fica definida pelo si ti te ma : 

f ( x - l / 2 ) í + y 2 + ( z + 1)z = 27/2 
1 10x —2y—6z —11. 

1 6 3 8 — Determinar (em geometria p lana) : a) a equa-
ção da parábola cujo vértice tem, em relação ao sis-
tema de eixos fixado, as coordenadas ( 2 , 1 ) , cuja 
directriz é paralela a Oy e cujo parâmetro p tem o 
valor 2 . b) determinar as coordenadas do foco e a 
equação da directriz. R r Como a directriz da pará-
bola. è paralela ao eixij Oy , o seu eixo é a recta V "1 
Mudando ti origem dos eixos para o ponto M ( 0 , 1 ) , a 
eqiLoção da parábola é y'"=- 4x' visto que se tem p — 2) . 
No sistema de eixos dado será, jxrrtanto, y2—2y = 4x — 1. 

1 6 5 9 — Determinar a equação da superfície cónica 

que tem como directr iz a elipse 

a? . =2 
— + v2 + - = 1 
4 ' 9 

s = 0 

e cujo vért ice é o ponto que divide ao meio o segmento 
de comprimento G, que une o ponto ( 0 , 4 , 4 ) com 
uiu ponto da pa r t e posi t iva do eixo 0.« . R : Determi-
nação das coordenadas do vértice : S e j a P (m , 0 , 0) 
o ponto da parte positiva do eixo Ox a que refere o pro-

blema. Tem-se \/ni' -r 16 + 16 = 3G e, portanto, m=»2 . 
™(J vértice é o ponto médio do segmento definido pelos 

pontos P (2 ,0 ,0 ) e M ( 0 , 4 , 4 ) . Quere dXxer V ( 1 , 2 , 2 ) . 
Determinação da equação da superfície cón ica : 
vl equação obtcui-sc eliminando o parâmetro k entre 
as eipiaçôes 

(1 + kx) '/4 + (2 + ky )2 + (2 + k z ^ ' / 9 = l e 2 + k z = 0 . 
Portanto: 4x5 + 16y2 + 1 3 z ' - 4 x z - l G y z = n . 

1 6 6 0 — S e n d o dado o sistema linear 2 j j + y + s = 0 , 
x + ky + z = 0 , 4.C — y + 3 3 - ^ 0 , fazer a sua discussão, 
supondo k arbi t rár io . Determinar k de modo que o 
s is tema admita soluções diferentes da solução nula e 
escrever a expressão gerai daquelas. 

SoluçOes dos n . " 1656 a 1689 de L. a . Mendonça de 
Albuquerque, 

I. S, C. E. F . — 1 . ' C A O E I B A — L.o exame de freqüência. 
17 de Fevereiro da 1943. 

1661 —- Es tudar a igua ldade 

R : Ê sabido que a igualdade ' *= ( ' z)p só e 
válida sem restrições no campo complexo se p e q forem 
primos entre si. Logo, se n for impar, a igualdade 
dada e' válida sem restrições, isto é, os dois radicais 
q\te nela figuram têm o mesmo número n de determinar-
ções que são respectivamente iguais. Se n fôr par 
n = 2m , o radical que figura no primeiro membro tem 
n = 2m determinações de módulos iguais à unidade e de 
argumentos (ir + 2kTr)/2ro (k = 0 , l , 2 , - - 2ra —1) entre 
as qual? se encontram as n/2 -111 determinações do 
radical do segundo membro. Com efeito, estas são tam-
bém de módulo unitário e os seus argumentos são 

+ 4k' ir)/2m (k' = 0 , 1 , 2 • •. m - 1 ) -

1 6 6 2 — Determinar um polinómio de grau oão 
superior a 4 que tome os mesmos valores que a fun-

x + 1 
ção y (x) — para —4 , — 2 , 0 , 2 , 4 . 

1 6 6 3 — Num círculo dado inscreve-se um hexágono, 
neste um circulo, neste um novo hexágono e assim 
sucessivamente até se construírem 71 hexágonos e n 
círculos. Sejam At Aj • • • An, A', A't • • • A'„ , respectiva-
mente as áreas dos círculos e as dos hexágonos cons-
truídos. Calcular o cociente 

A, + - 4 t + • • +A„ 2ir 
A',+Aíj +A'n ' 3 y 3 

SoluçOes dos n . " 1661 e 16(3 de A, Sá da Costa. 
I. S, C. £ . F. — 1.* C A O K I R A — E." exame de freqüência 

extraordinário, 25 dB Fevereiro de 1943. 

1 6 6 4 — Resolver a equação (ar. — í>)" = (a — èx)* . 
Considerar, em part icular , o caso n — A. 

, x + y + z —3í-=0 
, 1 x—y+z— í~2ií^0 

1 6 6 5 — Resolver o s is tema < 
I X — J / - 3 + t— 2u — 0 
f x + y - s — t~0 

e determinar aquelas soluções em que duas e só dua3 
incógnitas tomam o valor zero. j Existe a lguma solu-
ção própria em que mais de duas incógnitas tomem o 
valor zero ? 
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1 6 6 6 — São dadas duas circunferências de raios R 
c t com os ceotros à d i s tânc ia d. Determinar sâbre 
a l inha dos centros um ponto P tal que os segmentos 
das tangentes t i radas dele p a r a cada uma das circun-
ferências sejam iguais . Calcular , nessa hipótese, as 
á reas dos t r iângulos isóscetes com vértieo em P e 
circunscritos às duas circunferências. 

ma-se uma pirâmide. Calcular a de modo que o volume 
dessa pirâmide se ja máximo ( o < J) . R : É fácil ver 
que P Q * » Q R — R S = S P = a [12 c que a altura da pirâ-
mide é um cu trio dum triângulo rectângulo, por exemplo 
[VOP], em que V c' o vértice da pirâmide, V P a hipo-
tenusa (VP—AP) e Dl ' o outro eateto, semi-diagonal 
do quadrado, base da pirâmide. Como 4 O P = a e 

I. $ . T . - S U T ^ T X C * * G i u i * - f ex. de freq. 1942-«. ^ + l - + W r A : 

1 6 6 7 — Prove que, sendo io = 
2 s - í 

o afixo do 

= iv descreve a circunferência de raio 1 , com 
centro na origem dos eixos =1) , quando o 
af ixo de jb= .13 •+• iy descreve a mesma circunferência 

= . K : Tem-se, conto facilmente se vê: 
2 x + ( 2 y — 1 ) Í 

w 2_T_|_ / M Que mostrar que ] iv | = 1 Aten-
dendo lis eondiçoes impostas no problema e a que o 
módulo dum quociente é o quociente dos módulos do divi-
dendo f do divisor, virá : 

M 
t / ( 2 - y ) 3

+ x 3 

t / 5 - 2y 
t / 4 - 2 y + y* + x* 

1 / 5 - 2 y 
C. q. p. 

1 6 6 8 — Trace os eixos rec tangulares Oto e Oy . 
Desenhe os quadrados de vértices P (a , 0) , Q ( 0 , n) , 

S { 0 , - 4 ) e .d. (1 , i ) , B C— 1 , 1 ) , 
C ( — 1 , — 1) , J J ( 1 , — 1 ) . Suponha as f iguras dese-
nhadas em car tão e que se suprimem os t r iângulos 
[APD\, [DSC\ , [CltD] , [BQA], Levantando os 
t r iângulos [.4F(<!] , [ItQTt] , [C^V] o [ D S P ] cm 
tôrno respect ivamente de PQ. QR, RS a -SP, for-

VÕ— t / a i - 2 a 4 - 2 - a 2 = l/'2 ( 1 - a ) . O volume da pirâ-
mide [VPQRS] será pois í ( a ) - 2 / 3 - a 1 t / 2 (1—a) . Hi 
que determinar a de modo que esta função real, por ser 
a < 1 (por hipótese), seja máxima, ou, o que d o mesmo, 
que o seja a função F (a) = (1 — a ) . Tem-se; F ' ( a ) = 
—4a 3—5a<—a' ( 4 - 5 a ) — F ' (a) = 0 — a = 0 (solução 
nem inierésse) e a = 4 /5 . Ê fácil ver que F " ( 4 / 5 ) < 0 
e que portanto a=*4/5 é o valor de a para o qual o 
volume em questão e" máximo. 

1 6 6 9 — M o s t r e que, se 6 w — — •—- i será 
l / l—"Hajc-tz? 

(.t; —a) y 4-fl —2ax-i x*) y' — 0. Derivando y obtém-se 
y' = — (x —a) (1 —2ax -f x'-')-3'3 e fàcilmcnte se deduz a 
relação proposta. 

1 6 7 0 — Calcular o verdadeiro valor de 
2 sen 6 —sen 0 cosi) —t 
— - — — para 8 = 0 . R : A função dada, 

para 0 = 0 , apresenta uma indeterminação da forma 
0 /0 . Aplicando a Regra de t'Hospital, vem : 

2 cos 9 — cos3( + sen - 9 — 1 2 cos 0 —cos 29—1 
li in 77—5 = lim — — = s e c ' 0 - 1 ( h + 0 tg í f l 

— 2 sen 0 + 2 sen 20 
- 2 t g a s e c ' i ~ e o s 3 0 ( 2 c o s O " » - 1 1 -

Sotuçfíea dos n.°" 18fi7 a Ifi70 de O. Morhey Rodrigues. 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

— I." exame de freqiiên-

- São dadas duas rec-
outra frontal. Conse-

L. T . , dado pelos traços, l i : Mudando de plano ver-
tical (ou horizontal) de projecção para qualquer plano 
de perfil, transformam-se planos dados em. }Uanos dr 
tôpo (ou verticais) : o seu ângulo é o dos setus traços. 

F, C. C. - G K O X E T I U Í I)(>.v':: ITIVA 

ç ia . Fevereiro da 1943. 

1671 — Geometria de Monge — 
tas enviesadas, unia de perfil e 
truir, pa r uma mudança de planos de projecção, que 
as suas p r o j e c ç õ e s horizontais fiquem paralelas. 
K : Considere-se o jilano que contém unta das certas c é 
paralelo à outra. A mudança de planos de projecção 
que transforma aqttêlc plano num plano vertical resolve 
o problema. 

1672 — Geometria de Monge—.Determina o ângulo 
do primeiro plano bisscctor com um plano paralelo à 

1 6 7 3 — Geometria cotada — São dados : um ponto .4 
de 4,3 m de cota e duas rectas de declives 1 e 173 
que o não contêm mas pertencera a um plano projec-
tante que passa por êle. Representar a recta que con-
tem o ponto /I e define com as rectas dadas ura t r i ân -
gulo isóaceles. Escala 1 : 1 0 0 . í t : Rebote-se o plano 
dos ri' 'dos sobre o plano de comparação. 

Soluções dos n . " 1G71 a 1873 de L. Q. M. Albuquerque. 
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C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L - A N A L I S E S U P E R I O R 

F, C . P . — CÁLCCLO INFINITESIMAL — E x a m e s f ina i s — 

Novembro de 1943. 

1674 — Calcular a área limitada pela curva 
y=x:j2 + 2/ ^ x , os eixos e o ordenados e uma paralela 
ao eixo dos yy t i rada pelo ponto de ordenada mínima» 
R : Para abseissn do ponto de ordenada mínima, 
obtèm-sc x-1 . A área peditla será : 

!• /x* 8 \ 25 
x - j T -

n 

1675 — Calcular o comprimento do arco tia curva 
y = 2 c o s ( / x , r=2ser» a par t i r cio ponto corres-* 

pondente a x = 0 . R : Será s = J ^ / l i í dx = 
u 

= ( l - f x ) - l o g ( i /TTx— / x ) . 

d-y dy 
1576 — Dad3 a equação 2 J I x, lazer 

d d x 
a mudança de variável x—y (/) e determinar o de 
modo que a transformada não contenha y'. Integrar 
a equação. R : Obtém-se + — + 
= ; donde. _ 2 a u " = 0 . Esta equação leva a 

t i b 
q> — - — I — t - r b 3 ; fazendo, por exemplo, a = 1/4 , b = 0 , 

4a a 
e substituído na equação transformada, vem y ' ' + 2 y = 
= 2t2. Integrando esta equação, tem-se, 
y = Ci -eos v/2t + Cj • sen l / ã t + t 1 — 1 , o», finalmente, 
y = C| eos j/2x-)-Gisen t/2x + x — 1 . 

Soluções dos n.Da 1671 a 1676 de A. Pereira Gomes. 

1, S . A.' ( ' IL.<(-:.(> I X F I N I T E S L Í I AL I; ILAB PnOBJUHLIDADJÍS 
— Alguns pontos dos exames de IreqQência e finais 
do ano de 1942-1943. 

1677 — M o s t r o q u e sen x (1 -f- cos .c) é máximo 
quando se «= K/3 . R : y' = 2 cos1 x + cos x + 1 . Como 
X = 5C/3 é uma das raízes de y' = 0 e y" ( JT /3 ) < 0 , é 
de facto x = RR/3 a abscissa de. um dos pontos de máximo. 

1678 — É dado o rectângulo [ABCD] e um ponto P 
era BC. Prolongue AP e DC e determine o ponto 
de encontro Q. Que posição deve ter a recta APQ 
para que a soma das áreas ABP e PCQ seja mínima? 

R : Fazendo ÃB = L , íiC = 1 , ÜP = x será Si — 

= L-x/2 * S * = -
1 L (l -

Logo S » = - L 
2 x ' - 2 x l + P 

dS 1 2xS+l l , . -
i: — = - L • — . Prosseguindo obteiu-se i = l / l í 2 

11 x 2 Xs 

u, chamando i ao Angulo P A B ; t g a = 
L / 2 

1 6 7 9 — Determine um ponto P numa l inha recta 
dada tal que a soma das distâncias de P a dois pon-
tos fixos que não pertençam à recta seja mínima. 
Supõe-se que a. recta e os pontos são çomplanares. 
R : Sejam Pf e P j os pontos fixos e r a recta dada. 
Tome-se a recta para eixo d ris abscissas e para eixo das 
ordenadas a ortogonal passando por P ( ; sejam P ; (0, y ; t 
e P2 j y2) . Representemos por d[ e d2 as distâncias 
de P j e. P j ao ponto P (x , 0) a determinar. Procura-se 
o min imo ilc f (x) = d j + d s = V x̂- y; -f \J (x; — x) ! + vi . 

Derivando e igualando a zero, obtem-se: 

Xj-X 
( / ( X í - x j i + y l 

v W y i 

ou. cos a - c o s ß (fazendo a = P [ P 0 

e p= i r—P z PO), e. como f ' (x) < 0 trata-se, de facto, de 
um mínimo. 

1680 — A soma dos perímetros duma circunferên-
cia e dum quadrado ê constante. Mostro que a soma 
das áreas das duas li goras é mínima quando o diâ-
metro do circulo fôr igual ao lado do quadrado-
R : Será P = ird + 41 = C c S = (0-11)3 /4«= 1 ; . Deri-
vando, igualando a sero e atende/alo à primeira igual-
dade vem l = d e como S " > 0 trata-se de facto dum 
mínimo. 

1681 — C a l c u l e l—j"x sen 2xdj;. R ; Fazenda 
sen 2x —2x cos 2x 

i = x e dv = sen 2xdx cem / = 

1682 — Calcule 
' x (3 — x?) are tg J; 

i 

x (3 —x7) 

dx. R: Por J { L - . T I ) 3 « 

x , 
partes fazendo u = a r c t g x e dv = obtetn-se 

J 
'x ( 3 - \ í ) are tg x , l4-x 2 

LI x— =arc tgx — are sou V + 1 • 
(l-x*)"3« l / i - x s 

1683 —Calcu le Jxdy — yrtx. ao longo da elipse 
V' 

h = 1 percorrida no sentido direi-to. 
9 4 F 

1684 —Qual c o carácter da série de termo geral 
u„ = 3°"* + í » ? Será "\/V„ = 3*"+^ , Para t i > 0 diver-
gente I ÍÍ < 0 convergente; a = 0 o termo geral da 
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série é uma progressão geométr ica de razão 3 ' con-
vergente p a r a 6 < 0 é d ivergente pa ra b > 0 . 

Soluções dos n . " 1677 a 1(384 de F. Carvalho Araújo. 

I. s . C. E. F , — 2 . « CAKKIKÀ — L® e x a m e de freqüência , 
17 de Fevereiro de 1943. 

* A 
1 6 8 5 — Mostrar que, se a série dupla V 2 " i f j 

l'or absolutamente convergente , a série simples JS u a , 
i^ i 

cujo termo geral é « i = ( i*i+ i ! a - i2 'F«a- ïH t -o l a ó 
uma série convergente e o seu valor é S . K : Uma 
série dupla absolutamente convergente pode ser substituída 
pela série simples constituída pelos mesmos termos, logo, 

A a» 
S z 2. = a i t + a + a2 1 + a u + a 3 I + a3, H . 

_l série simples é absolutamente convergente f , por con-
seqüência, podemos substituir um numero finito pela JÏÎÎI 

soma efectuada ^ 
S — a j i - t - a i ï + a u + a j } + a I Î + a31H = a u + ( a ^ + a^i) + 

+ (aij + a j ; + a-i) + • • —Uj+Uj+Uj - ) . 
« 

- í série ^ u* é, portanto, convergente e a sua soma é S . 
si-l 

1686 — E s t u d a r a convergência do in tegral impró-

u d u 
prio 1 

í ua 
"J * R : Façamos a subuti-

arc sen ti 

1E/1 

í* sen x d x 
tutçao u = sen x , vem I — J — — que é, como I , uni 

0 
integral impróprio da. 1.' espécie convergente por ser 

sen x 
lim ™ 0 para a = l / 2 . 
i-M» yf-x. 

1687 — E s t u d a r a dependência linear do sistema 
/ 2 ( X ) - í ' + 3X + 1 , / j ^ - j í - i . A t x ) -

— , 2 ^ + 7 ^ + 5 . R : 1." reso lução: 
O icronskiano da siste/na é identicamente nulo, pois tem 
duas linhas de zeros. Pela mesma, razão, são nulos os 
complementos algébricos dos elementos ilc qualquer linha. 
Consideremos o sistema funcional constituído, por exem-

plo, pelas primeiras quatro funções dada a. Cl loroiis-
kiano deste sistema é nulo identicamente por possuir uma 
Unha de zr.ros. Os complementos algébricos dos elementos 
da última tinha são respectivamente 4 1 . 22 , G6 , —22 . 
Logo as quatro funções são linearmente dependentes e 
os parâmetros serão, por exempla, -1, 2 , 3 , —2 , Por-
tanto as cinco funções dadas são linearmente dependeu-
tes sendo 4 , 2 , 3 , — 2 , 0 , por exemplo, um xis te MU 

de parâmetros. 2.* reso lução: Se as funções dada* 
forem linearmente, dependentes será possível determinar 
um sistema de cinco números a , b , c , d , e , não simitl-
tàneamente nulos, tais que o polinómio a f j (x) + bf 2 (x) + 
+ c f j (x)-t-dt'| (x) + ef s (x) seja identicamente nulo. Esta 
condição leva ao sistema homogêneo 

b + e + 4 d + 2 e - 0 
a + 3 b — c + 2 d + 7c = C) 
3a + b + 7 d + 5e = l) 

donde 
a = — 2d— e 
b = — d—2e 
c = - 3 d 

que jbrtiere para quaisquer valores não simidt&nctt-
mente nulos atribuídos a d e a e KM sistema de parâ-
metros da combinação linear homogénea existente entre 

funções dadas. Por exemplo, para e = 0 e d<=—2 
encontra-se o sistema ti que conduziu, a 1." resolução. 

1688 —Determinar os máximos e mínimos da função 

H : Xote-se que 

F f y ) -

donde 

= J 

h f * 

l / l + y 

t / í 
dx 

o 

F< M 

3 1 / i + y 

6 ( 1 + y p 
.1 equação F ' (y) = 0 admite as raízes y = 0 , y — — 4/3 f 

a segunda, das quais não pertence ao domínio da função 
F fy) que é defin ida no campo real para y > — l . 
A primeira raiz y = Q corresponde a um mínimo para 
F (y) visto que é sempre F (y) > 0 . 

Soluções dos n . " 1SS5 a I6H8 de A. Sá da Costa. 

I. S . C. E. F. — 2.* C A D E I R A — E x a m e de f r e q ü ê n c i a 
(extraordinário). 24 de Fevereiro de 1943. 

- t dg 1 6 8 9 — Es tuda r o in tegral / * ( * ) = * / ^ ( l o g ?/)l. 
M 

TT inteiro e > 1 e JS > 1 . Relacionar f„ (A) com 
/ „ ( x ) , ut i l izando uma integração por par tes . 

1 6 9 0 — C a l c u l a r o in tegral 

j * 1 + kx d x 
,) 1— kx y/x — jZ 1*1 < 1 -

1691 — V e r i f i c a r que as equações pa ramé t r i ca s 

[" x = log t g í / 2 + 2 cos 8 
l y= '2 sen 0 

I j; = t — 2 tgh t 
l y=2/cbsh t 

0 < i < 
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representam a mesma curva. Calcular a área l imitada 
pela curva, pelo eixo dos .r.t; e por duas ordenadas. 

1692 — Mostrar que f {x) = j-3 - V ^ - l e / f (as)— 
- = a:3 * 3 \/x são infini tamente grandes equivalentes 

quando x é inf ini tamente grande. Achar a par te pr in-
cipal da sua diferença / ( x ) — / j ( i ) . 

1. S. T. — C Í L C C L O — l,° exame de freqüência, 1942-43. 

1 6 9 3 — M o s t r a r que as derivarias segundas 

62 li 

definidas pelo sistema 

1694 — S e n d o »„(x) = 
— log ( 1 + n2 

dx 
e fa (*) = log ( h + 1 ) 

= tp„ ( I ) — (x) , a série 2 / „ será in tegrável 
ÍI=I 

termo a termo no intervalo (0 , x) ¥ 

1 6 9 5 — A que condição deve sat isfazer a função 
T+I 

f ( x ) pa ra que o in tegral j lo g f f â d x seja uma pr i -

mi ti va de logas? Se fôr / (1) — 1 . i jual é a expressão 

de / (x) quando x é inteiro e positivo'? 

1 6 9 6 — Es tudar a convergência do in tegral impro-
17 

' (sen í)""1 • cos l 
pr io 

/ (sen • coí 
. / 1 — 2 s e n í 

dt. 

I. S. T.—-CÁLCLLO—l.° exame de freqüência. 1942-43-

1 6 9 7 — Mostrar que as derivadas parciais 

^ , , - . 
— e — da função implíci ta s do .r e y, definida 
o x oy 
pela equação & + :: + = — w)1 são indepen-
dentes de m e JÍ no ponto (0 , í), m — n ) . Calcular, 

, - , 4?í no mesmo ponto, a der ivada 4.1- i>/ 

1698 - — Es tuda r a convergência do integral impró-
cc 

pr io : I í m - t ) " 1 sen [«(« + *)*] dii. 

coes : < 

e - das funções implíc i tas s e u de x e de y, 

X -f y + z 4- u = 0 
l o g * + ]ogy + logz + Iogu = 2 

se tornam infini tas em qualquer ponto ( i , j | , t , t i ) no 
qua l as duas variáveis z e u são iguais . 

1 6 9 9 — Es tudar a dependência do sistema de fun-

, / , (.r.) = 4i3—3x* + 1 
A ( x ) = 2x3 + 4 

f / 4 (x) ~ - 5.I-3 1 -

1 7 0 0 — Es tuda r a convergência do produto inf i -

nito 71 (1+b„) sendo «q=i4 = uz = 0 , e, p a r a 

1 1 1 1 
V,n yn n íi I I n 

F, C, P. — Aai i . i sE SüPintiOK — 2 . ° exercicio de revisão. 
1942-43. 

1701 — I n t e g r a r a equação 

( l + xí) )' + Íj/í í—4 (1 + a:) j/S.-(-6jíg—0 . 

a) Temos o sistema 

r (1 + x ) í rfy+2 (1 + a ) y ria-O 

1 (l+a;)2ííyt—2 (l+ai) y dq + tiyqdx = 0 . 

A 1.* equação dá y ( l + an)3 = C e, subst i tuindo na 2.*, 

vem dp — 
2 C 6 Ca 

dq — n dx . In tegrando : (1-t-í-)3 (1 + *)* 

p o r t a i i t o p~rh9=/\y(1+*)M -

Integrando, temos e = x f |y (1 + íc)S| + ^ | y (1 + a;)í( . 
b) Fazendo z ^ f l + j :)1 ; /^ e substi tuindo, t emos : 

(a-2 |3) ( a - 2 e - l ) = . 0 . a = 2p , « — 2 ^ - 1 

A solução é : z = xf | y ( l + x ) * ; + 4 jy Ç l+x )* | . 

1 7 0 2 — í : dada a linha x=t, y=t2, s=fi. a) Por 
um ponto .1 desta lintia t irar uma recta a paralela 
ao plano xOy que encontre o eixo dos zz. b) Mos-
t rar que a recta a existe no plano osculador à tinha 
uo ponto A. c) Determinar as linhas assintóticas que 
passam pelo ponto ( 2 . 2 , 1 ) da superfície lugar das 
rectas a>. íi : a) t ' . y—t?t, bj Plano osculador : 

{2v — r v s j y 

e \ zx3 = y 3 l z = 1 . 
1 7 0 3 — Determinar a relação que deve existir entre 

tá e Í.' pa ra se obterem linhas de curva tura da super-
fície + y = v—u, z=uv . K : Ttmos: 

dM | N A dN = 0 ait (u ! + 2)"1 dv = (ví + 2 ) , ' í d u . Inte-

grando, lemos —u = C j i/v^ + 2 — v | . 

Soluções dos 1701 a 1709 de J , Rios de Sousa. 


