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1572 —- Verifique a identidade cos (28— Ci=
=(3a?—48%) - b/a® sendo B e C angulos de um
tridngulo rectanguloem 4, e 4, ¢ e @ os lados
opostos a ésses angulos. R: Como B==2-C,
teremos (1) cos (2B—C)=cos (r—3C)=—cos3C=
=cos C(3—4 cos2C). No tridngulo rectangulo em
questdo, sabemos que se verifica a relagdo
b=acos C— cos C=Db/a gue substituido no 2.°
membro de (1) condusird a cos(2B—-C)=Db/a-
-(3—4b?/a?)=b/al. (3a—4b?) c.q.v.

1573 — E dado um tridngulo isésceles [4BC]
de base AB—2a, Exprima a distancia entre os
centros das circunferéncias inscrita e circuns-
crita ao tridngulo em funcdo da base e do angulo
oposto. Verifique a partir da relagdo obtida que
o triingulo é equidngulo se os dois centros coinci-
direm. R: Designemos por O e O', respectiva-
wmente, 0s centros das circun feréncias civcunscrita
e inscrita ao tridngulo dado ¢ por CH a altura

relativa @ base AB. E sébre a recta CH gque se
encontram, cvidentemente, O ¢ O'; escolhendo sébre
ela um sentido positivo, & considerando segmentos
orientados, teremos em qualgquer caso, isto é, para
qualguer valor de C, a relagdo: OO0 =OH—O'H .
Desenhando wma figura dedus-se facilmente que :
OH=acotgC e O'H=atg(x/4—C/4) e, portanto,
O0'=a [cotg C—tg (=/4—C/4)]. O caso de coinci-
déncia dos centros O0'=0 corresponde aos valores
de C(0<C< 2x), raises da equagdo .
cotg C—tg(n/d—C/4)=0, que é facil de ver ser veri-
ficada para C=n=/3, caso do tridngulo equildtero.
1574 — Num circulo de centro C e raio R trace
dois raios CA e CM que formem entre si um
dngulo dado «. Calcule, em fungio de R e de a,
o volume do sélido gerado pelo triangulo [(J4M]
quando faz uma rotagdo completa em tdrno da
tangente a circunferéncia no ponto 4. R: O wo-
Iume gerado V é a diferenga dos volumes Vi e

V., respectivamente dos dois sdlidos seguintes -

1) — Tronco de cone de revolugdo, de rafos das
bases R ¢ MP, de geratric R e de altura AP em
que P é o pé da perpendicular baixada de M sobre
a tangente a circunferéncia no ponto A .

2) — Cone de revolugio, de geralris AM , altura
AP ¢ raio da base MP.

Vié-se facilmente que AM=2R:sen 22, MP—AM -
.sena/2=2R-sen?a/2, AP=AM :cosx/2=Rsena,
Tendo em alengdo as expressoes dos volumes dum
ronco de cone de revolugdo e dum cone circular
recto, respectivamente; V' =zah r*+4ri+rr,)/3
(h altura, r e r, raios das bases), V'==r"h/3
(r raio da base e h altura) reremos, no nosso caso;
Vi==/3:- Rsenz-(R*4+4R*- sen*«/24 2R*-sen*2/2),
Vyo==n/3-Rsena-4R -sen'«,2,

V =V, —V,=xR¥%3.sena-(1+2sen*22).

1575 — Sobre as trés arestas de um triedro tri-
rectangulo de vértice V marque respectivamente
os comprimentos VA =3a, VB=VC=3ay2.
Determine a distincia do vértice 7 ao plano do
triangulo [ABC|. R: A distancia VH do vértice
V ao plano do tridngulo [ABC] ndo é mais do
que a altura relativa a hipotenusa dum fridngulo
[VAD] rectangulo em V, de catetos VA=3a e
VD (altura do triingulo [BVC) rectangulo em V
¢ isgsceles) e hipotenusa AD (altura do triangulo
[ABC)). E facil ver que se fem VD=3a, AD—
=3a /2 e que portanto 3a-3a=VH-3ay/2 - VH=
=3ay/2/2.

Solugdes dos n.°* 1570 a 1575 de Orlando M. Rodrigues.

CORRECGAO

Problema 1524, pdg. 22, do n.® 17, onde se 18 did-
metro deve ler-se raio. A ser o diametro e nilo o raio
igual a 13,17 m deveria ter-se l;=13,17sen 25°43' 51" =
=5,T14m. 1. S. Paulo.

MATEMATICAS SUPERIORES

Exames de freqiiéncia e finais

ALGEBRA SUPERIOR- MATEMATICAS GERAIS

F. C. L.—Avcrura Surerion—I1.¢ exame de freqliéncia,
1943-44, — Ponto n.° 4.
I
1576 — Para que valores de = converge a sirie

2z 1/2zx\2 1 223
—_—— — —— ses . ‘rie o
e (.‘n—l) + 3 (x—l) ++:-2? R: A série dos

modulos converge para os valores de x tais que

2| x| o 3 .

|x—1 |<’.1 , i.e, para os valores de x cujas imagens
siio os pontos do interior da circunferéncia com centro
na imagem de —1/3 e raio 2[3; para ésses valores a
série dada converge absolutamente. Para vs pontos da
circunferéncia a seérie dos modulos € a série harmdnica
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€ a convergéneia nunca € absoluta. Para x=1[3 a série
converge ; para x=—1 a série diverge.

1577 — Primitivar

- 1 sen 2+cos
- 2x)2 1 2 e ——————

(Bey logim Vadk —ax? cos 2z—1

R : Primitive-se o 1.° termo por partes pondo v'=x2%;
obter-se-a 43+ x3 (logx—1,3) . O 2.° térmo € a derivada
de arc sen x/2k . No 3.2 térmo, considere-se que gen 2x=
2senxcosx e cos 2x—1=—2sen?x; decomponha-se :
o8 térmos obtidos serdo as derivadas de —log |senx |

1
2 sen x

518— Calcule o valor da derivada da fungdo

y=log el ara =2, R: Serd y=arcsenl/x=
=are cosec X e portanto

Al
xyxi—1

}rf;-_.

Kl T

11

1579 — Sendo Aj e A; as secgdes que definem /5

quais sdo as que definem 3-Y5? R: Consideremos
todos os racionais ¢y, fais que para algum nimero 2s
de A, se tenha ¢y <3~"2. Esses nimeros constituem wna
secgdo inferior Cy, da totalidade dos niimeros racionais,
8-V% ¢ por definigio o nimero definido pela secgio Cy .
"A secgdo Cy, contigua de Cy, € a outra que também
define o nivmero e ¢ constituida pelos nimeros racionais
Uy tals que para algum atmero a; de Ay se tenha
Ca <37,

1580 — Diga qguais sfio para o conjunto
1+ (—1)"+(—1)"/n os nimeros {, L, 5, A e os seus
pontos de acumulagio, R: 1=—1, L=5/2, a=0¢e¢
A=2; 0 e 2 sio os dnicos pontos de acumulagdo.

1581 — Mostre que a sucessdo 1+4+1/3, 1+1 3+1/9,
1+13+1/9+1/27, - & convergente e indique o seu
limite. R: Admitindo que u,=14+1/34+1/9+4--. +1/3"=

3 1
=§—-ﬁ‘ tem-se ‘l*Lra u,=3/2 e a sucessio € conver-
gente.

1582 — Determine os complexos cujos afixos sfo os
outros dois vértices do quadrado de que sfo dois vér-
tices opostos os afixes de 2—7 e 243i. R: Sdo
ie441.

1583 — Escreva na forma trigonométrica o nimero
vujas raizes quarticas tém por afixes os vértices do
quadrado inscrito na circunferéneia de centro na ori-
gem e raio 2, tal que o afixo situado no 1.° qua-
drante tem por argumento =/6.

R: 24 (cos 2%/3 +1 sen 2x/3) .

1584 —Indigue a razfio pela qual a =érie alterna
5/4—7/6+9/8+--. ¢ divergente, embora seja
| %yt | <[] R: Porque limu,=1.
n—==%

1585 — Por que motivo & x> log (1+="/n /) ?
R: Para x>0 e*=1+- -+x"n!l4+..>1+x"n! e
portanto x>log (1+x"/nl).

1586 — Como ¢ constituida a sucessio u,— a,
caso a nio seja ponto de acumulagio de (u,)?
R: Todos os térmos a partir dessa certa orvdem sdo
iguais a a.

1587 — O cociente de duas fungdes f(z) e 9 (z),
continuas no ponto z=a, ¢ também continua nesse
ponto? Justifique a resposta. R: E se o (a)+#0;
nio € se ¢ (a)=0. Neste caso a fungio toma para x=0
um valor tnfinito ou tndeterminado. Neste wltimo easo
pode restabelecer-se a continuidade pondo que o valor da

4 g i F A
Jungdo para x=0 ¢ l,l.r:iqa )

1588 — Como diferem duas fungdes cujas derivadas
diferem por uma expressio da forma ¢ 4-an?

R: A sua diferenga € uma fungio e*+ax?/2+b em
que b € uma constante.

111

1589 — Verifique se a fungdo
=sen x| 0
f (=) tjen A= ﬁ:: ::0 & continua no ponte ==0.
R: E, porque lim f (x)=1=f(0) .

]

1590 — A partir da relagdo entre a derivada duma
funcfio e a da sua inversa, deduza a expressio da de-
rivada da funcdo inversa da tangente hiperbdlica.

shy
R: De y=Argtgthx tem-se, invertendo x=thy = chir
o dx _ch?y—sh?y dy  eh?y 1
i dy ch?y © ax ch?y- shty 1—x2

1591 — Justifique a convergéneia absoluta da série
1—1/2341/33—-.. e conclua, dai, justificando também,

sen 7

= 7,
- x
a natureza da série E: (—1)+* ——,— Para os virios
n
4

valores de ». R: Considerando a serie 2 u, dos
3 1 n? My
médulos da 1.* ¢ pondo 1—-*1 (a1) i,

|sennx| _ 1
___.__{_

tem~se

lim na=3 e a série converge. Visto que :
o= i ~ n3

a 2.2 série tamhém ¢ absolutamente convergente, qualquer
que seja x , finito.
Solugdes dos n.”" 1576 a 1591 de G. Ramos de Castro.
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F. C. L.— Aceesna Surerior — Pontos do 1.° exame
de freqiiéncia, 1943, — Ponto n.® 3.

I
1592 — Primitivar

2r—3 cos xz*
———— t+arctgxitx .
(v—2)2+1 : sen «?

1593 — Derivar y—2eresen=z lulta=i

1594 — Com uma das combinagdes
[ y=log| Vu+Ixcoswu| | ¥=2arcsen (u+1)
l u=gen (z+ ) | w=2?+1
componha uma fungfio e calcule o valor da 1.# derivada

para z=0.
I1

1535 — Por que motivo dois mimeros irracionais
correspondem entre si outros mimeros irracionais ?

1 1
1596 —Se (x) tem elementos em ( G e o ;)

— por maior que seja o mimero natural n e qualquer
que seja o mimero racional r em (a,b) — quais sio
08 pontos de acumulagio de (z) neste intervalo (a,b)?

1507 — Substituindo-se = pelo nimero irracional

e polinémio de coeficientes inteiros axz?+bz+ec,

obtém-se como resultado certo numero inteiro d .
Nesta hipdtese, por que operacies algébricas se pode
calenlar A partindo de ndmeros inteiros.

1598 — Que relacio hd entre os limites mdximos
dos conjuntos "Va, e "Yna,? (2, >0).

1599 — Quando a série Eu,, é simplesmente con-
vergente, de que natureza ¢ 33(—1)"u, ? Porqué ?

1600 — Como se dispéem no plano os pontos em

que a série 2( ﬁ)
z—a)"

"
1601 — Por que razdo é e*> 37 (5>0)

“_ﬂ
1602 — Calcule as raizes n do mimero 2 .

¢ convergente 7

1603 — D¢ que natureza ¢é a sucessio dos valoreg

1
de sen - quando x tende para zero ao longo da suces-
1

sdo u,= ?

™

nr+—

2
1604 — Conhece alguma fung¢do continua no inter-
valo (0, 1) cujos valores nésse intervalo possam exce-

der T por menor que seja & ?

IT1

1605 — Provar que, tendo f(x) derivada (finita ou
infinita) no ponte z=a, também f(z)+iz (» cons-
tante) tem derivada nésse ponto.

1606 — Quando os afixos dos valores X3 e o8 de
Y1 gdo vértices dum hexdgono regular, que relagio
liga X e ¥Y?

1607 — Sabe achar rapidamente a derivada de
?

ordem n de
z—1

F. C. L.—Avrcesra Suresion—1.° exame de fregiéncia,
1943-44. — Ponto n.® 5.

1
1608 — Primitivar

P (sen m—cos )t \/2_7__:a+]og 3
~ 1—cos 2z 2+ x2

1609 — Calcule o valor da derivada da fungio
y=[1—(e*)*]*==** para =z=0.
1610 — Com alguma das combinagies
y=arcsee (log1fu) [y=Ilog (arc tgev)
{u-l;:c { w?=1+4tg? (x2—1)
componha uma fun¢io de fungdo e calcule o valor da
sua 1.* derivada para =z=1.

11

1611 — Se a soma e o produto dos mimeros irra-
cionais 4 e B s3o conjuntamente racionais que ope-
ragoes algébricas é necessdrio executar partindo de
ndmeros inteiros para obter A e B? Porqué?

1612 — Se u, nfo tende para limite algum, mas

B tende para um certo limite que valor tem éste
U, +

limite?

1613 — Tendo-se 0 <u,—a <35 a partir de certa
ordem = (&), a partir de que ordem se tem »}—a*<<37?

'
1614 — Qual a natureza da série 2 (e‘m -1)?
1615 — Quais sio os valores de V? ?

1616 — Qual o valor exacto do mddulo da soma
de dois mimeros imagindrios de modulos 2 e 3 cujos
argumentos diferem por =/47?

1617 — Sendo 2 u, simplesmente convergente,
que se sabe da sucessio | S, |7

1618 — Como se enuncia 0 teorema de Weierstrass
para as fungdes continuas ?

1619 — Seja f(x) uma fung¢do continua e diferente
de zero no ponto =0, e seja 3, o limite inferior dos
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‘al d - interval 1/a,1 Tende 3, My
VARIROE O £ () %o dudetvalo. (=1paAm) - Tends 3, 1627 — Como se distingue na representacio deci-

para algum limite ? Porqué ?

- 1620 — Aplicando-se a férmula de Taylor ao poli-
nomio f(z) no ponto z=i, que forma toma ésse po-
linémio ?

11T
1621 — Tomando-se os n primeiros térmos da sé-
rie 141/2241/32+1/424 -. obtém-se S com érro in-

ferior a 1/2n e superior a - Porqué ?

o
2(n+1)
1622 — Qual o menor valor (inteiro) de = quando a

< 1
sirie E ————— ¢ convergente ?
T nx—\/n

1623 —Supondo f' (z) diferente de zero no pento a
provar que existe um circule de centro neste ponto
dentro do qual f(z) sd tomao valor f(a) quando z=a.

F. C. L.— Maremdiricas Gerats — |.° Exame de fre-
qiiéncia, 1943. — Ponto n.° 1.

1624 — Caleular, com érro inferior a 103, o valor
de shz para z=1. R: Tem-se sh1=1+1/314+1/5!+--..
Pondo k=u,fu,=(2p—1)! (2p+1)!=1/2p (2p+1) re-
conhece-se que o critério de d' Alembert permite concluir
da convergéneia da série. Sequindo o método indicado
na Gazeta de Matemdtica n.” 11, p. 5, tem-se

1
TR Ty Y

3 térmos o érro sistemdtico € inferior a 0,0002 e por-
tanto que calculando 1/6 e 1/120 até aos décimos-mile-
simos shl vem caleulado a menos de 0,0004 < 0,001 .
Sera sh1=1+0,1667+0,0083=1,1750.

1625 — Primitivar

+ Reconhece-se que tomando

RN 1
——eVEH 4 — — 4 genzchax.
(s sen (2ox+1)

R: O 1.° térmo ¢ a derivada de eV5+ | Para o 2. térmo,
recorde-se que P cosecu-u'=log|tgu/2|. Para o3>,
primitive-se por partes (Puv'=uv—Pu'v) ponde
vleschx, uma ves para obter esta identidade, oulra
para caleular Pu'v. Obtém-se finalmente

eVista 4+1/2logtg|x+1/2|+1/2 (senx ch x—cosxshx).

1626 — Calcular para z== a segunda derivada da
primitiva pedida no problema anterior. R: A 2. deri-
vada da primitiva duma fungdo y (x) € a 1.* derivada
tessa fungdo. Neste caso
¥'(x) = (1/x—1/2x*%) V543 _2 cot(2x+1) cosec(2x+ 1)+
+cos x ch x+sen x shx donde y' ().

mal um mimero racional dum mimero irracional ?
R: A dizima dum racional € periddica, a dum irra-
ciowal ndo.

1628 — Qual o limite de uma sucessio decrescente
limitada ?
1474

1629 — Mddulo e argumento principal de
R:1em/2.

1630 — Quando ¢ real o produto de dois imagind-
rios ¥ R: Quando um € o praduto do conjugado do outro
por um nimero real, como se conclui procurando as
relaghes entre a, b, x ¢ y para que (a-bi) (x+1iy)
tenha nulo o coeficiente de 1.

1631 — Definindo-se e* como limite duma poténcia
de expoente n, qual a base dessa poténcia?
R: er=lim (1+42z/n)".

1632 — De que natureza ¢ a série formada pelos
cubos dos termos duma série alternada simplesmente
convergente? R: A série ¢ alternada e ecomo do
limu,=0 vem limu® =0, convergente. Pode ser sim-

n—sx n—n
ples ou absolutamente convergente como se infere nos
casos correspondentes a u,=(—1)"/n'? ¢ u,=(—1)"n.

1633 — Para que valores de = converge 211::"'?

o4y n+1

R : Pondo u,=| nx™| tem-se - — | x[2.
n

A série € absolutamente convergente para | x | <1, diver-
gente para |x|>1. Para x=|1| a serie dos médulos
diverge e portanto a série dada sé pode convergir sim-
plesmente ; para x=+1, por exemplo, diverge.

1634 — Que se quere significar ao dizer que f(s)
tende para A ao tender = para a? R: Que f(z) e
definida para os valores pelos quais z tende para a e
que os valores que assume constituem uma sucessio con—
vergente de limite A .

1635 — Que valor tem no ponto xz=0 a 42 deri-
vada de y=wzbcosx+23? R: A 4° derivada de x3 ¢
nula ; a de x*cos x & um polindmio do 5.° graw em x
sem termo independente cujos coeficientes sdo finitos
para x=0 e que portanto também se anula para x=0.

1636 — Em que teorema se fundamenta o métode
de primitivagio por substituigdo ? R: No feorema da
derivagio duma fungdo de fungdo.

111
1637 — Pode aplicar-se o teorema do limite da soma

1 1
1 imi e e T o = = =
ao cdlculo do limite de on 2T e (n—3 par
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celas) ? R: O limite da soma a—3[2n ¢ 1/2 ¢ a soma
dos limites das parcelas 0.

1638 — Exprimir sh 2« em she ¢ chz.

e (_.—'.‘x (el L c:) (ex + cx)
2 2

1639 — Com alguma das combinagdes

Y =X arc sen u y=arcsenu

1

=2shxchx.

R: sh2x=

u= -1t =De™*

see?

Vae+1
compor uma fungio de fungBo e achar-se a derivada
para ©=0. R: Na 25 u>2 e a fungio y (u) nio &
definida no conjunto dos valores da fungdo u (x) . Na 1.
Ja o €. Aplicando o teorema da derivagio duma fungdo
de fungio obtem-se ao cabo y' (0)=are sen cos?1.

F. €. L. — Maremdricas Gerais —1.° exame de fre-
qfiéncia, 1942-43. — Ponto n.° 3.

I
1640 — Derivar
y=1/a2—(sen a24+1)"32 4 arc sec log 31+=* .

1641 — Primitivar
@® c44

= - + cosd .
Y e Vit® (z+1)2+4 ¥

: |
1642 — Calcular, com érro inferior a 0 asoma da

1.,.¥3 , e Vn

dik VR W
N S T o |

+ + e

11 |
1643 — Quando o mimero positive a nfio ¢ cubo de
algum nimero racional, que se entende por Va?

1644 — Que sio o limite superior L e o limite mi-
nimo % de um conjunto (x) ?

1645 — Que valores tém 1, L, 4 e A no conjunto
dos térmos de uma sucessdio crescente formada por
nimeros do intervalo (0,1) ?

1646 — Que mddulo e argumento principal tém o
quadrado de ?

1
@—

1647 — Se o segmento que une os afixos de z e 2
¢ paralelo ao eixo dos yy, de que natureza é a dife-
renga s—z! ?

1648 — Pode uma série convergente conter uma
infinidade de térmos superiores aos térmos correspon-
dentes de uma série divergente de mimeros positives ?

1649 — Se numa série de térmos positivos S,, tende
para um limite, de que natureza é a série? Porqué ?

1650 — Para que valores de = converge a soma das

. 1
séries 2 nd o e — " ?
n
1651 — Se f(x) cresce com x no intervalo (a,#d),
que valores tém os limites I ¢ L no conjunto dos va-

lores de f(x)?

1652 — Que expressio tem a derivada de ordem n
de um polindmio inteiro em =, de grau =n.

111

1653 — Quando u, ~a e t—" — &, que pode con-

cluir-se da sucessfio v, ?

1654 — Cinco peontos equidistantes sdbre a circun-
feréneia jz |=3 sldo sempre afixos das raizes quintas

de um nimero ? Porcu@ ?
a(z—1)
14m4 =g =

1655 — Averiguar se a série +

+ 1(5:13)_!( W) g

inteiro).

¢ convergente. (= ¢ real, ndo

F. C. P. — Maremdricas Gurats — I.° Exame de Fre-
gliéncia — Fevereiro de 1943.

1656 — Considere-se o plano =, determinado de
modo a conter o ponto (1,2,1) como pé da perpen-
dicular baixada da origem sbbre &le. Determinar
seguidamente a equagio dum novo plauo que conte-
nha o ponto de cota 2 do eixo Oz e que intercepte =
segundo uma recta paralela ao plano =0z, de modo
que os pontos desta recta se encontrem 4 distincia 1
do iltimo plano. R : Equacfio do plano =: Este plano
contém o ponto P (1,2,1) e ¢ perpendicular a recta
x—1=(y—2)/2=2-1 definida pelos pontos P e 0(0,0,0).
A sua equagio €, portanto, x+2y+2z=6. Equacgio do
plano a: Seja Ax+By+Cz=1 a equacdo do plano =«
(sequndo plano do enunciado). Como contém o ponto
A(0,0,2), tem-se 20=1, ou C=1/2. A sua inter-
x+2y+ z =6

ou seja (x—a)/p=(y—b)/q=2/1 com

a=(2—6B)/(2A-B); b=(6A—1)/(2A—B)

p=(B—2C)/(2A—B) e q=( C—A)'(2A—B).
Como a recta v tem de ser paralela ao plano x0z (y =0),
tem-se (C—A)/(2A—B)=0 ou A=C=1/2. Por owtro
lado, a recta r estd a distancia L do plano x0z. Por-
tanto (6A—1)/(2A —B)=1ouseja 4A+B=1e B=—1.
A equagdo do plano €, pois, x—2y +z=2.

1657 — Determinar as equagdes da circunferéneiar
definida como se segue: a) Passa pelo ponto (2,3, 1/2)
da recta @=t+2, y=2¢+43, z=t4+1/2; b) encontra-se no
2y+1_

2

plano definido por aquela e pela recta 1 —z—=
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= F =
g ¢) tem como centro a interseccio das duas

rectas, R: Determinemos, em primeiro lugar, as coor-
denadas do centro da circunferéncia. Como diz o enun-
éiado, ¢ o ponto de interseegdo das rectas T)x—2=
=(y—38)/2=2—1/2 (visto que t=x—2, t=(y—3)/2 ¢
t=2—12) e s)(x—1)/—1=y +1 2=z/—2. Portanto,
€ o ponto comum aos trés planos 2x—y=1; 2x—2z=3
e 2x—z=2. Quere dizer C(1/2,0,-1). A eircunfe-
réncia dada serd definida pela equagdo da esfera de
centra no ponto C e que passa pelo ponto A (2,3 ,1/2)
e pela equagio do plano das rectas r e s. Raio da
esfera r2=(2—1/2)'43*+ (1/2+1)2=27/2. Equacio da
esfera (x —.1/2)2+ y2 4+ (z +1)2=27/2. Equagdo do
plane. A equagdo dos planos que contém a recta r ¢:
2x—y—1+4k (2x—22—3)=0, ou segja (2k+2)x—y—
—2kz— (1+3k)=0. Para que éste plano seja paralelo
a direcgdo definida pela recta s € preciso que:
—(2k+2)—1+4k=0, donde k=32. A equagio do
plano ¢, portanto, 10x—2y—6z=11. Finalmente, a
circunferéncia fica definida pelo sistema :

{ (x—1/2)2+ y2+ (2+1)2=27/2
10x—2y—62=11.

1658 —Determinar (em geometria plana): a) a equa-
¢io da pardbola cujo vértice tem, em relagio ao sis-
tema de eixos fixado, as coordenadas (2,1), cuja
directriz é paralela a Oy e cujo paridmetro p tem o
valor 2. §) determinar as coordenadas do foco e a
equagio da directriz. R: Como a directriz da parda-
bola € paralela ao eizo Oy, o sew eiro € a recta y=1
Mudando a origem dos eixos para o ponto M (0,1), a
equogio da pardbola ¢ y'*=4x' visto que se tem p=2) .
No sistema de eizos dado serd, portanto, yi—2y=4x—1.

1659 — Determinar a equagio da superficie cénica

x? 22
3 : . — Rt —=
que tem como directriz a elipse 4 YT 9 1

2=0

e cujo vértice é o ponto que divide ao meio o segmento
de comprimento 6, que une o ponto (0,4,4) com
um ponto da parte positiva do eixo Ox. R: Determi-
nacgio das coordenadas do vértice: Se¢ja P (m,0,0)
o ponto da parte positiva do eixo Ox a que refere o pro-

‘biema. Tem-se Ymeé+16+ 16 =36 e, portanto, m=2 .

O vértice € o ponto médio do segmento definido pelos
pontos P(2,0,0) e M(0,4,4). Quere dizer V(1,2,2).
Determinagio da equag¢io da superficie cdnica:
A equagdo obtem-se eliminando o parametro k entre
as equagies

(1+kx)"/4 +(2+ky)*+(2+kz)"/9=1 e 24+kz=0.
Portanto: 4x24+16y2+13z2"'—4xz—16yz=0 .

1660 — Sendo dado o sistema linear 2u+y+42=0,
o4 ky+2=0, 4z—y+32=0, fazer a sua discussio,
supondo k arbitrdrio. Determinar & de modo que o
sistema admita solugdes diferentes da solucio nula e
escrever a expressdo geral daquelas.

Solugdes dos n.® 1656 a 1659 de L. G, Mendonca de
Albuquerque.

I. 8. C. E, F.—1.* Caperra — 1.2 exame de freqlidncia.
17 de Fevereiro dv 1943.

1661 — Estudar a igualdade
(iz)l.‘n____(;'lfn 2- {{2: _]) -

R : K sabido que a igualdade "\/2o=("\/z) 16 e
vdlida sem restrigies no campo complexo se p e q forem
primos entre si. Logo, se n for impar, a igqualdade
dada ¢ valida sem restrigies, isto ¢, os dois radicais
que nela figuram tém o mesmo nivmero n de determina-
gies que sdo respectivamente iguais. Se n for par
n==2m, o radical que figura no primeiro membro tem
n==2m determinagies de modnlos iquais & unidade e de
argumentos (x+2kr)/2m (k=0,1,2,. - 2m—1) entre
as quais se encontram as nf2=m delerminagies do
radical do segundo membro. Com efeito, estas sdo tam-
bém de miédulo unitirio e 08 seus argumentos sa@o -

(r+4k' x)/2m  (k'=0,1,2...m—1).

1662 — Determinar um polindmio de gran nio
superior 2 4 que tome os mesmos valores que a fun-

z+1
cho y{z)=: para z=—4,—-2,0,2,4.

1663 — Num circulo dado inscreve-se um hexdgono,
neste um ecirculo, neste um novo hexdgono e assim
gucessivamente até se construirem n hexdgonos e n
circulos. Sejam 4y A,.--A,, A] A} .- A, respectiva-
mente as dreas dos circulos e as dos hexdgonos cons-
truidos. Caleular o cociente

A|‘§‘A’+' g "!"A... - 2 ;
VAL A " 3v3
Solugles dos n."® 1661 e 1665 de A, S4 da Costa.

1. 8. C. E. F.— 1.2 Caperra — 1.7 exame de fregiléncia
extraordinario, 25 de Fevergiro de 1943.

1664 — Resolver a equagio (az—b)" = (a— bz)* -
Considerar, em particular, o caso n=4.
c+y+2—3t=0
z—y+3— ¢—2u=0
T—y—z+ t—2u=0
4 y—z— t=0
e determinar aquelas solugdes em que duas e s6 duas
incdgnitas tomam o valor zero. j Existe alguma solu-~
¢do propria em que mais de duas incégnitas tomem o
valor zero 7

1665 — Resolver o sistema a
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1666 — Sio dadas duas circunferéncias de raios R
e 7 com os centros A distincia . Determinar sibre
a linha dos centros um ponto P tal que os segmentos
das tangentes tiradas déle para ecada uma das circun-
feréncias sejam iguais. Calcular, nessa hipdtese, as
areas dos tringulos isdsceles com vértice em P e
circunscritos as duas circunferéncias.

I. 8, T.—Matexdricas Gerars—I.© ex. de freq. 1942-43.

1667 — Prove que, sendo m=2_-:-:1 o afixo de
42

w=u-+iv descreve a ecircunferéncia de raio 1, com
centro na origem dos eixos (12+v?=1), quando o
afixo de z=wm+y descreve a mesma circunferéncia
(x2+y2=1) . R: Tem-se, como facilmente se vé:
W= &;—%"T}:), + Hi que mostrar que |w |=1. Aten-
dendo s condigles impostas mo problema e a que o
midulo dum quociente € o quociente dos nédulos do divi-
dendo e do divisor, vird :

Vix+ 2y—1)2 VA +4y*—2y+1

w —_—— — e
Il V(@—y)+=2 V4—2y fyix3
_V5-3y ;
Vo—2y ' =g

1668 — Trace os eixos rectangulares Ox ¢ Oy.
Desenhe os quadrados de vértices P (a,0), @ (0,a),
R{(—a,0), §(0,—a) e 4(1,1), B(—1,1),
C(—1,-1), D(1,—1). Suponha as figuras dese-
nhadas em cartio e que se suprimem os tridngulos
(4PD), [DSC], [CRB], [BQA]. Levantando os
tridngulos [APQ], [BQR], [CRS] e [DSP] em
térno respectivamente de PQ, QR, BS ¢ SP, for-

GEOMETRIA

F. C. €. —Geomermis Descrrriva—L.© exame de freqiién-
cia. Fevereiro de 1943,

1671 — Geometria de Monge — S3o dadas duas ree-
tas enviesadas, uma de perfil e outra frontal. Conse-
guir, por uma mudan¢a de planos de projeccio, que
as suas projeccdes horizontais fiquem paralelas.
R : Considere-se o plano que contdn wma das vectas e €
paralelo @ outra. A mudanga de planos de projeceio
que transforma aquéle plane nwm plano vertical resolve
o problemu.

1672 — G'eometria de Monge — Determine o dngulo
do primeiro plano bisscetor com um plano paralelo i

ma-se uma pirimide. Caleular a de modo que o volume
dessa pirdmide seja mdximo (a<1). R: E facil ver
que PQ=QR=RS=SP=ay2 ¢ que a altura da pira-
mide € win cateto dum triangulo rectingulo, por exemplo
[VOP], em que V ¢ o vértice da piramide, VP a hipo-
tenusa (VP=AP) e OP o outro cateto, semi-diagonal
do quadrado, base da piramide. Como ¢ OP =a e
VP=y{I—a)+1=yal—2a+2, virda:

VO= /a2 —2a+2—a?= /2 (L—a) . O volume da pira-
mide [VPQRS] sera pois f(a)=2/3-a2y/2 (1—a). Ia
que determinar a de modo gue esta fungdo real, por ser
a<1 (por hipitese), seja mbzima, ou, o que ¢ o mesmo,
que o sgja a fungido F (a)=ab (1—a). Tem-se: F' (a)=
=4al—5Saf=al (4—5a) — I (a) =0 — a=0 (solugio
sem interésse) e a=4/5. K facil ver que F'' (4/5) <0
e que portanto a=4/b ¢ o valor de a para o gual o
volume em guestio € md.zimo,

=4

V1—2ar+4+x2
(r—a) y+(1—2ax+2?) y'=0. Derivando y obtém-se
v'=—(x—a) (1-2ax+x")"? ¢ facilmente se deduz a
relacdo proposta.

1669 — Mostre que, se ¢ y= 1 serd

1670 — Caleular o verdadeiro valor de
2senf—sendeosi—0
tg 6—o
para =0, apresenta wma indeterminagio da forma

0/0. Aplicando a Regra de {* Hospital, vem :
2 cos 6— cos? s+sen?a—1=]

para 6=0. R: A fungido dada,

. 2cosf—cos 20—1
m =

;Lmu secto—1 g0 tg?o
—2sen 0+ 2 sen 20
=lim —5 77— =Ilimcos?0 (2cos0—1)=1.
250 2tgosec?s g0 ( )

Solugdes dos n.”® 1667 a 1670 de O, Morbey Rodrigues.

DESCRITIVA

L. T., dado pelos tragos. R: Mudando de plano ver-
tical (ou horizontal) de projecedo para qualguer plano
de perfil, transformam-se os planos dados em planos de
tipo (ow verticais): o sew angulo ¢ o dos seus tracos.

1673 — Geometria cotada— Sdo dados: um ponto A
de 43 m de cota e duas rectas de declives 1 e 1/2
que o ndo contém mas pertencem a um plano projec-
tante que passa por éle. Representar a recta que con-
tém o ponto A e define com as rectas dadas um triin-
gulo isdsceles. Escala 1:100. R: Rebate-se o plano
dos dados sbbre o plano de comparagio.

Solugbes dos n.°* 1671 a 1673 de L. G. M. Albuquerque.
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CALCULO INFINITESIMAL-ANALISE SUPERIOR
T, | LR R A g — 1S 1. 2x2412 -
F-NE;e:abro g:ﬁ;:;o i B L bl ¢ fi; =5 L \:_ + Prossequindy obtem-se x=1[ /2
; -~ 1
1674 — Calcular a drea limitada pela curva o, chamando 2 uo angulo PAB | tez =] \/?

y=22/2+2/ V%, os cixos coordenados e uma paralela
a0 eixo dos yy tirada pelo ponto de ordenada minima.
R: Para abscissa do ponto de ordenadw minima,
obteém-se x=1. A drea pedida sera :

hx?2 25
A= — 4+ —dx=—
20 Odx 6

n

1675 — (‘aleular o comprimento do arco da curva
y=2cos &, ==2sen ¢y a partic do ponto corres-

x e
pondente a =0, R: Serd .<=} \/H_) dx=
: ¥
(4]

— Vs @ —log (VIF5— V).

e d2y , dy 1
1676 — Dada a equagiio 2& — + —= + y= x, fazer
dx? dx

a mudan¢a de varidvel x=g (f) e determinar p de
modo que a transformada nfio contenha y' . Integrar
a equagdo. R: Obtm-se 2¢¢' y!'+ (32 — 290" y' +o"3y=
=gu'd; donde o'2—2u0""=0. Esta equagdo leva a

t2 b
GEE +— t+b2; fazendo, por exemplo, a=1/4, b=0,
a a

e substitnido na equagio transformada, vem y'l42y=
=2t2. Integrando esta equagio, tem-se,
y=0Cy-cos V2t+4Cy-sen y2t4+t'—1, ou, finalmente,
y=0C, cos {/2x+C,sen y2x4+x—1.

Solucgdes dos n.”® 1674 a 1676 de A. Pereira Gomes.

I. S. A. — Circuno IxFisiTesiMAL E DAS PRORABILIDADES
— Alguns pontos dos exames de freqiiéncia & finais
do ano de 1942-1943.

1677 — Mostre que sen x (14 cos ) ¢ mdximo
quando x==/3. R: y'=2cos?x+cosx+1. Como
x==[3 € wma das raizes de y'=0 ¢ y" (=/3) <0, ¢
de facto x==/3 a abscissa de wm dos pontos de maxzimo.

1678 — E dado o rectangulo [ABCD] e um ponto P
em BC. Prolongue AP e DC e determine o ponto
de encontro (. Que posicio deve ter a recta APQ
para que a soma das dreas ADP e PCQ sejaminima?
R: Fasendo AB=L, BC=1, BP=x serd S;=
1L (1—x)? L1 2x*—2x1412
=Lxf2 e Sz—éf- Logo h—;L- S —

-

1679 — Determine um ponto P numa linha recta
dada tal que a soma das distincias de P a dois pon-
tos fixos que nfio pertencam & recta seja minima.
Supde-se que a, recta e os pontos sdo complanares.
R: Sejam Py e Py os pontos fixzos e v a recia dada.
Tome-se  recta para eixo das abscissas e para efxo das
ordenadas a ortogonal passando por Py; sejam Py (0,¥1)
e Py (x2,va) . Representemos por dy e dp as distancias
de Py e Py ao ponto P (x,0) w determinar. Procura-se
o minimo de f(x)=dj+dy= V3% +yi -V (xa— %) +y3 .

x
Derivando e igualando a zero, oblein-se: —————==
Vx4 ¥t

=——————— ou cosa=cosf (fuzendo z=I" E’b
Vot 33 &

—_—
e B=n—P3P0), e como t" (x) <O trata-se, de fucts, de
wm minimo.

X3—X

1680 — A soma dos perimetros duma circunferén-
cia e dum quadrado ¢ constante. Mostre que a soma
das dreas das duas figuras ¢ minima quando o did-
metro do circulo fdr igual ao lado do quadrado-
R: Serd P=xd+41=C ¢ S=(C—41)2d==1*. Deri-
vando, igualando a zero e atendendo a primeira igual-
dade vem l=d e como S">0 trata-se de focto dum

minimo.
1681 —Calcule I=f.c. sen 2ede, R: Fazendo
sen 2x — 2x cos 2x
4

" (3—a?) are tg ;
1682 — Calcule jﬁ—(—Tl—f_%;;;g—'nd’z. R: Por

u=x e dv=zen 2xdx vem I = + .

_xB=x)
partes fazendo u=are tgx e dv= (1—x2)o2 obtem-se
"x (3—x? te o 1+x2
i—Lﬂ'?cﬁd,\:= .t‘c—arc tex—aresenx+C.
. (1—x2)3/2 y1—xt

1683 — Calcule f wely —yde a0 longo da elipse
x2 v : = 3
G ) --i- =1 percorrida no sentido directo.

1684 — Qual ¢ o cardcter da série de termo geral

u, =39+ 2 Serd "y u,=3*+ . Para a>0 diver-
gente; a<0 convergente; a=0 o termo geral da
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série ¢ uma progressio geomdtrica de razio 3" con-
vergente para h<<0 é divergente para 6>0.

Solugdes dos n.*® 1677 a 1684 de F. Carvalho Aradjo.

— 2.2 Caperra — 1.2 exame de freqiiéncia,
17 de Fevereiro de 1943.

1685 — Mostrar que, se a série dupla S= ,‘2 ia,ﬁ
==l Bul

=
for absolutamente convergente, a série simples X u, ,
a=1
cujo termo geral & wug=dag+ag_ g3+ dag_ s+ +ayy ¢
uma série convergente e o seu valor ¢ §. R: Unma
série dupla absolutamente convergente pode ser subséituida
pela série simples constituida pelos mesmos termos, logo,

S=Z2 Zaaf=ay+ ag+ g4+ g3+ B2+ 2y + -+ -
ﬁ,ﬂﬂﬂ:l

A série simples ¢ absolutamente convergente e, por con-
segiiéneia, podemos substituir uwm nitmero finito pela sua
soma efectuacd
S=aj+an+an+a;+an+a3+---
+ (813 +az+ay)+ - =w+uptfuz+---

-
A série I ux €, portanto, convergente e @ sua soma € S.
=1

1686 — Estudar a convergéneia do integral impro-

udu :
prio I= j V’m’_‘ = R: Fagamos a substi-

/e

seu Kd’{
tuigdo u=gen x, vem I= que é, como 1, um

integral impriprio da I.“ especie convergente por ser

lim x2
T}

sn:l;;x =0 para «=1/2.

1687 — Estudar a dependéncia linear do sistema
L@ =243, fo(z)=2"+B2+1, fr(@) =22z, fi(2) =
=422+ 22+ T, f5 (2)=22"+Tx+5. R: 1. resolugio:
0 wronskiano do sistema € identicamente nulo, pois tem
duas linkas de zeros. Pela mesma razdo, sdo nwlos os
complementos algebricos dos elementos de qualquer linha.
Consideremos o sistema funcional constituldo, por ecem-
plo, pelas primeiras quatro fungies dadas. O wrons-
kiano déste sistema ¢ nulo identicamente por possuir wmmn
linka de zeros. Os complementos algebricos dos elementos
da Wltima linha sio respectivamente 41, 22 66, —22 .
Loge as quatro fungies sio linearmente dependentes e
o8 parametros serdo, por ecemplo, 4, 2, 3, —2. Por-
tanto as cinco fungies dadas sdo linearmente dependen-
tes sendo 4, 2, 3, —2, 0, por cxemplo, um sistema

L J
=ay + (2 +a2) +

de pariumetros. 2.* resolugio: Se as fungies dadas
Sorem lincarmente dependentes serd possivel determinar
um sistema de cinco numeros a, b, ¢, d, e, ndo simul-
taneamente nulos, tais que o polindmio afy (x)+bfy (x) 4
+cfy (x) + dfy (x) +efs (x) seja identicamente nulo. Esta
condigdo leva ao sistema homogeneo

b +¢ +4d42e=0 a=—2d—
a +3b—e¢ 4+2d4+T7e=0
Ja+b 4+Td+5e=0

donde

que fornece para quaisquer valores mao simultaneda—
mente nulos atribuidos a d e a e wn sistema de para-
metros da combinagio linear homogenea existenle entre
as fungies dadas. Por exemplo, para e=0 e d=—2
encontra-se o sistenc a que conduziv w 1.7 resolugio.

1688 —Determinar os maximos e minimos da funcio

(xy)?
Vity

G«

F(y)=

R: Note-se que

F »_r 2d ]

) = XX =—rr——
@ l/lﬂ'n.[ 3Vity

4y +3y*
ﬁ (l_e_y):l-}'!
A equagio F' (y)=0 admite as raizes y=0, y=—4/3,
a segunda das quais ndo pertence ao dominto do fungdo
F (y) que € definida no campo real para y>—1.
A primeira raiz y=0 corresponde a wm minimo para
F (y) visto que & sempre F (y) > 0.

Solugdes dos n.°* 1685 a 1688 de A. S4 da Costa.

donde Elfy) =

L8 2.2 Capuira — 1.2 Exame de freqiiéncia
(extraordinario). 24 de Fevereiro de 1943.

+x
1689 — Estudar o integral f, (x) =’J *}Fﬁ?éﬁ)_"

n inteiro e >1 e xe>1. Relacionar f, () com
Fusq (x) , utilizando uma integragio por partes.
1690 — Calcular o integral

1
1+ kx o
1—ke VYo—ux?

|k|<1.

1691 — Verificar que as equagdes paramétricas

w=log tg /242 cos 6
{ ol - O<i<w/2

y=2seno

{ w=t—2tght

y=2/cosh ¢
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representam a mesma curva. Caleular a drea limitada
pela curva, pelo eixo dos x2 e por duas ordenadas.

1692 — Mostrar que f(x)=ux3- SWa—1 e fi(z)=-

-=a3+ "z sdo infinitamente grandes equivalentes

quando = ¢ infinitamente grande. Achar a parte prin-
vipal da sua diferenca f(x)—fy (@) .

I. 8. T. — Circvno — Lo exame de freqiléncia, 1942-43.

sz
1693 — Mostrar que as derivadas segundas ——

2
¥ u i

s das fungfes implicitas = e u de = e de y,
¥ ;

cty+z+u=0

definidas pelo sist
nidas pelo sistema logz+logy+logz+logu=2

se tornam infinitas em qualquer ponto (z,%,z,%) no
qual as duas varidveis z e u sfo iguais.

d
e log (14-n2x?)

1694 — Sendo o, (x) = — e f, ()=

log (n —I—]j

=, () — 9,4 (¥) , a série 3 f, (x) serd integrivel

w=l

terino a termo no intervalo (0,x)?

1695 — A que condigio deve satisfazer a funglo
=+l
/(x) para que o integral [ log f(z)dx seja uma pri-

mitiva de logx? Se for f(1)=1, qual ¢ a expressdo
de f(z) quando = é inteiro e positivo ?

1696 — Estudar a convergineia do integral impro-
T
. " (sen )" - cos £
prio S———————a—u i},

. 1—2sent
L

I. 8. T. — Civecrro — Lo exame de freqiiéncia. 1942-43.

1697 — Mostrar que as derivadas parciais

dz ¥z
— e — da funclo implicita 2z de = e y, definida
dr by

pela equagido =3 4z (mr24-ny?)=(m—n)? sdo indepen-
dentes de m e = no ponto (0,0, m—n). Calcular,

o

no mesmo ponto, a derivada

dady
1698 — Estudar a convergéneia do integral impro-
=
prio: / (e}~ sen [u (v4=2)?] du .

-

1699 — Estudar a dependéncia do sistema de fun-
f1 (@) =423—322 41

f2(x) =222 44

Ji1(@&)=20A—Txd—’4 2 —1

Fa(x)=204 =53 —x?4+52—1.

~
coes:

1700 — Estadar a convergéncia do produto infi-

nito 7 (1+u,) sendo wy=1y=uy=0, e, para n>1,
=]
;| 35, o 1

Wae = =1 gy =—=+—F — .

: 2 Vn an ayn

F. C. P. — Axirise Svrrrior — 2.° exercicio de revisdo.

1942-43.

1701 — Integrar a equagio

(1+a22) r+4y* t—4 (1 +z) ys4-6yg=0 .
a) Temos o sistema
{ (1+z)2dy+2 (142) y de=0
(1+x)2dp—2 (1+4x) y dg+6yq de=0.

A 1.2 equagdo dd y (1+2)2=C e, substituindo na 2.%,

2C 5187}
vem dp= s dg— A+a) dx . Integrando:

p=-%q+01_ Portanto p—%q=f{y(]+a:!1 5

Integrando, temos z=xf |y (1+x)2|+¢ jy (1+=)2}.

) Fazendo z=(1+=)%yB e substituindo, temos :
(2—28) (xa—28—1)=0, a=28, a=23—-1
a=|(1+a)2yB; s= | (14+2)2y(B (1+a) .

A soluglio ¢é: z=xf |y (1+x)2! +4¢ |y (1+x)2].

1702 —F dada alinha :=¢, y—2, =—£. a) Por
um ponto .l desta linha tirar wna recta a paralela
ao plano xOy que enconfre o eixo dos zz. b) Mos-
trar que 2 recta a existe no plano osculador i linha
no ponto .. ¢) Determinar as linhas assintdéticas que
passam pelo ponto (2,2,1) da superficie lugar das
rectas a. R: a) 2=t3., y=tx. &) Plano osculador :

> - Ay =x2 [ y=X%
312 X —3tY 44—13. «-){ e { :
zxd =1 z=1.

1703 — Determinar a relagfio que deve existir entre
n e v para se obterem linhas de curvatura da super-
ficie w=u+v, y=v—u, sa=uv. R: Temos:
AM | N A AN=0 ou (0?+2)"2dv=(v2+2)"2du. Inte-
grando, temos Yuz+2—u=C |y/vir2—v{.

Solugdes dos n."* 1701 a 1703 de J. Rios de Sousa.



