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vimentos em série de Taylor e Maclaurin. Uso das
derivadas no estudo da variacio de uma fungio de

uma varidvel real. O integral [e= dx.

Diferengas de uma funcfo. “Notaq.;'.'m simbdlica, os
simbolos A ¢ F. Notagio factorial. Diferengas de um
polinémio. Formula de interpolagio de Newton e sua
extensdo as diferengas divididas. Férmula de interpo-
lagio de Lagrange. Subdiviz3o de intervalos.

Somacfo. A fungdo U, V,; somagido por partes. O
operador ¥ e a sua relagio com o operador A. Deter-
minagdo da soma de séries.

Operador DE;- e operador A. Aplicagdes sim-
A %

ples a derivagio numérica.

Foérmula de Euler-Maclaurin. Aplicacdes simpl
integragio numérica.

Probabilidade. Probabilidades totais. Probabilj
des compostas. Esperanga matemdtica, Provas rg
tidas. Probabilidades geométricas. A lei da probak
dade de Gauss,

4) Uma prova elementar sébre os principios ger
do sistema portugués de previdéncia social.

As provas indicadas na alinea a) poderdo ter
duracio de duas horas e meia cada uma e a meng
pada na alinea #) a duragdo de uma hora.

O concurso ¢ vilido por um anox.

A'N T QL .G} A
CIENCIA E TECNICA

Passadem da alocuc#o de Paul Langevin proferida na Sorbonne em 18 de Maio de 1939
no jubileu cientifico de Elie Cartan

H4 quatro ou cineo anos, um engenheiro americano,
Gabriel Kron, resumia uma série de artigos destina-
dos aos téenicos numa memdria intitulada «Dindmica
nde riemanniana das mdquinas electricas rotativass.
Ai mostrou o autor que as novas geometrias permitemn
realizar ao electrotécnico o equivalente do que La-
grange conseguiu com a mecdnica analitica. Afirma
que o problema da rede eléctrica mais geral, isto é,
dum conjunto de mdquinas eléctricas rotativas asso-
ciadas dum modo qualquer, se reduz ao problema do
movimento duma particula num espago ndo rieman-
niano a um mimero de dimensdes ignal ao mimero de
graus de liberdade do sistema, com conexfo afim disi-
métrica, isto ¢, com torsio, sendo a particula subme-
tida a uma fdr¢a ndo conservativa determinada pela
sua posi¢io e a uma resisténcia de atrito proporcional
a sua velocidade.

(O intuito desta memdria ¢ o de mostrar aos enge-

nheiros electrotéenicos que existe um novo e poders
ramo das matemdticas admirdvelmente adaptade
verificaciio das teorias respeitantes aos inimeros tip
de mdguinas rotativas.

O emprégo déste novo métedo permite; nos cdleul
praticos, uma economia de tempo considerdvel ¢
relagdo aos processos actuais.

Além disso, e em contrapartida, as mdquinas eléct
cas parece fornecerem uma representagio muito mi
concreta das geometrias ndo riemannianas do que
teoria do campo unitdrio na Relatividade Genera
zada. O leitor da memoria de Kron constatard con
éste estd familiarizado com a maioria das nogd
novas, mas que em logar de lhes dar os nomes de te
sor métrico ou de simbolo de Christoffel, as conhe
j4 sob os nomes de indutinecia ou de forga electn
-motriz induzida.

Traducio de M. ZALUAR

MATEMATICAS ELEMENTARES

Exames de Aptiddo as Escolas Superiores (1343)

Curso de habilitag@o para professores de desenho nos liceus
Ponto n.” 1
1

1556 — Forme a equacdo biquadrada de que
sdo raizes os numeros que constituem uma solu-
¢do inteira e positiva da equacdo Sx+3y=11.
R: Uma solugdo inteira da equagdo proposta é:

xy=1, yi=2 e as solugbes gerais x=1+43m
y=2—5m o0 que mostra ser Xy, y1 @ dnica solugl
inteira e positiva. A biquadrada lerd entdo po
raises 1,—1,2 ¢ —2 ¢ serd xV—0x2+4=0 vistoa
raizes da resolvente serem 1 ¢ 4,

1557 — Indique as condigdes a que devem satis
fazer os coeficientes da equagio ax?+dbx+e¢=
para que as suas ralzes sejam reais e o valor d
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uma delas seja inverso do da outra, R: b2—4ac>0
¢ c=a, ou sefa b’—4a? >0 com c=a.

1558 — Defina radicais semelhantes. Efectue a
operacio VB810— 2.0+ /40. R: /810 —/250+
+ VA0=9y/10—-5y10+2y10=6 /10.

I

1559 — Determine, por logaritmos, a area de
um tridngulo isdsceles inscrito num circulo de &
metros de raio, sabendo que é de 24915/ a medida
do angulo oposto a base. R: 4 metade do lado
da base do triangulo é dada pela expressdo:
Ssen 24015, wisto o dngulo ao centro cujos
lados passam pelas extremidades da base, medir
490, 4 altura do tridngulo é 5+ 5cos 24015 =
=8 (1+cos 242 15')=10cos?122 7' 30" ¢ a drea terd
pormedida A=5-10-sen24°15' cos?1207' 30" donde
logA=1+logh+logsen2'°15' 2logeos1207/30" =

—140,69897+1,6135441,98040=1,292°1 ¢ A—19,63 m?.
1560 - Determine, sem recorrer as tabuas, o

valor de sec 9600, R: sec 960°=1:cos 9i0° =

=1:cos 240°=—1:cos60°=—-1:1/2=-2,

11

1561 — Desenhe um paralelogramo e uma sua
diagonal ; por um ponto desta tire paralelas aos
lados do paralelogramo, Formam-se assim quatro
novos paralelogramos, dois dos quais ndo sdo
atravessados pela diagonal tragada; demonstre
que éstes sdo equivalentes. R: Seja [ABCD] o
paralelogramo ¢ CB wuma das suas diagonass,
Seja E um ponto dessa diagonal ¢ C'D' uma
paralela ao lado CD ¢ A'B' uma paralela ao lado
AC passando ambas pelo ponto E . Consideremos
na figuraos paralelogramos [AC'EB’] ¢ [A'ED'D],
cuja equivaléncia queremos demonstrar. Os trian-
gulos [ABC] e [BCD] sdo iguais assim como
A [C'EC] =a [CEA'] e a[BED']=a [BB'E]. Ora
Ar.[A'ED'D]=Ar.[BCD]—Ar. [BD'E]—Ar. [EA'C)
¢ Ar.[AB'EC]=Ar.[ABC]—Ar.[B'BE]—Ar. [C'EC]
donde resulta Ar. [A'ED'D]=Ar.[AB'EC],

1562 —a) Considere um tridngulo escaleno, ;Po-
derao ndo ser agudos os dngulos internos adja-
centes ao seu lado maior? Justifique a resposta.
R: Nao,; porgue ao lado maior opde-se o dngulo
maior ¢ se um so que fdsse dos angulos adjacen-
tes a ésse lado fosse recto ou obtuso, como o angulo
oposto ao lado maior seria maior que éste, a soma
dos dngulos do triangulo seria masor gque 1800,

b) Defina o angulo e distancia de duas rtectas
ndo complanas.

v

1563 — Demonstre que a soma de duas fracgdes
irredutiveis cujos denominadores sejam nitime-
ros primos entre si € uma fracgdo irredutivel.
R: Sejam a/p e blq as duas fracgdes em que
(p,yaq)=1; (a,p)=1 e (b,q)=1, 4 soma das duas

. aq +bp

Sfracgoes é T; ora para que esta fracgdo ndo
fdsse irredutivel era necessdrio gue os seus termos
admitissem um divisor comum diferentede 1. Esse
divisor dividindo pq teria que dividir ou p on q.
Se dividisse p como divide aq+bp diviasria aq ¢
como ndo divide q dividivia a o gue é impossivel
visto que (a,p)=1. Se dividisse q, dividindo
aq+ bp dividiria bp e ndo dividindo p dividiria b
o que é também impossivel pois (b, qi=1. Enidgo
ndo existe divisor comum ao numerador ¢ denomi-
nador ¢ a fracgdo é irredutivel.

Solugdes dos n.°® 1556 a 1663 de J. da Silva Paulo.

Instituto Superior de Ciéncias Econdmicas e Financeiras
29 de Julho de 1943. — Ponto n.o 1.

ARITMETICA

1564 — Definicdes, propriedades e determina-
¢do do m.d.c e m.m.c. Determine os nimeros
de quatro algarismos que sio multiplos comuns
de 24, 72 e 150. R: Os muiltiplos comuns de
24, 72 ¢ 150 com gquatro algarismos sdo os multi-
plos do m.m.c. 124, 72, 150) =180 compreendidos
entre 1000 e 10000 gue sdo 1800, 3600, 5400,
7200 e 9000 .

ALGEBKA

1565 — ;Existem valores reais de x para os
quais a soma 14 1/x+1/x? seja negativa? Porqué?
R: Para a soma 14+1|x41]x?=(x24-x+1)/x2 ser
nevativa, deve ter-se x'4+x+1<0, para x real
qualquer, por ser x2>0. Ora esta inequacdo ¢
smpossivel visto que os zeros do trinomio, pri-
—1+V3-i
e

meiro membro, sdo , niimeros comple-

xos, ¢, como sabemos, nesta hipotese, para x real
qualquer, serd x*+x+1>0. Ndo hd pois valores
reais de X que lornem negativa a soma em questdo.
Ciccuro Numérico

1566 — Calcule a area de um triangulo equila-
tero cujo lado & igual a 27347 metros. R : E fdcil
ver que, num Ilridngulo equildtero de lado a,
é V3-ad a sua drea. No nosso caso teremos:
S=1/4-(27347)2- V3 ¢ portanto, aplicando logari-
tmos, log S=2log 273,47+ 1/2 - log 3 + colog 4 =
— 4,873824 4 0,23856 + 1,39794 — 4,510324 , donde
5=32458,769 m2 .
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GeoMETRIA PLANA

1567 — a) Semelhanga de poligonos ; defini¢des,
propriedades e relacGes numeéricas mais impor-
tantes. ) Sio dadas duas circunferéncias de raios
r ¢ R, tangeintes exteriormente. Calcule o peri-
metro e a area do quadrilatero determinado pelos
dois centros e os dois pontos de tangéncia corres-
pondentes a uma tangente exterior comum, R: Se
chamarmos O e O' os centros das circunferéncias
de raios respectivamente R e v, langentes exte-
riormente, A ¢ B os pontos de tangéncia corres-
pondentes a uma tangente exterior comum, respec-
tivamente sdbre as civcunferéncias O e O, teremos,
no quadrildtero [ABO'O), gue é facil ver ser um
trapésio rectingulo: OO'=R+r, OA=R, OB=r
e AB’=(R+r1)2—(R—r)?=4rR—AB=2VR. Vird
portanls:

a)— perimetro de [ABO'O]=2 [R+71+ V';ﬁ} -

b) — drea de [ABO'O]=(R+1)/rR.

GeomeTriA No Espaco

1568 — Calcule o volume e a 4drea do sélido
gerado pela rotagio, em torno da hipotenusa, de
um triangulo rectangulo de catetos 2a e 3a.
R: O solido gerado é constituido por dois cones de
revolugdo de geratrizes 3a ¢ 2a, de base comum,
cujo raio é a altura, referente ¢ hipotenusa, do
tridangulo dado, ¢ de alturas m ¢ n, sendo m e n
os segmentos delerminados sdbre a hipotenusa do
iriangulo pela sua altura referente a esta; m+n=
=V9a® + da2—a /13. O raio da base dos cones em
questdo, determina-se facilmente atendendo a rela-
¢do R+ay/13=3a-2a— R==6a/y13 rnwm triin-
gulo rectangulo, o produto dos catetos é igual ao
produto da hipotenusa pela allura referente a esta).
Teremos portanto ;

1)—drea S=xR(g+g'), com g=3a e g'=2a,
— S5=11 V’ﬁ alx/13;

2)—wolume V==R*m-+=R*n==R*(m +n)=
=12 /13 a3 =/13.

TRIGONOMETRIA

1569 — Exprima a soma S-=sena+sen 2a+
+sen3z em func¢do de sen« e cosx. R: S=sena+
+2senzcosa+sen 2acosatsenzcos2a=senat
+2senacosa+2senacos’a+senacos’a—senlia=
=sen az + 2 sen z cos a + 3 sena cos® a —sen? 2=
=2sen=zcosa[l+2cosal.

Solugies dos n.®® 1584 a 1569 de O. Morbey Rodrigues.

Instituto Superior Técnico — 30 de Julho de 1943.

1570 - Treés ciclistas fazem o mesmo percurso.
A velocidade do primeiro é superior 4 do segundo

em 5 km. & horz. O terceiro, depois de acompa-

nhar o primeiro durante 30 km., toma a velocidade
do segundo, chegando 2 meta 18 minutos antes
déle, mas 42 minutos depois do primeiro. Calecule
a velocidade de cada ciclista e o numero de qui-
lémetros do percurso. R: Designemos por v km/h
a velocidade do primeiro ciclisia e por e km. o
percurso. O tempo ty por éle dispendido no percurso
de e km, serd ty=e/v {referivemos todos os tempos
a unidade hora). A velocidade do segundo ciclisia
é, portanto, de (v—5)km/h ¢ o tempo por éle dis-
pendido no percurso serd pois, ty=e[(v—>5). O ter-
ceiro ciclista percorren e km. no tempo t; igual @
soma dos tempos gastos em percorver 30km. @
velocidade v km/h e (e—30)km. @ velocidade
(v—>5) km/h; fésto é:
tl‘:?!—[)+eu30- \ 13=lz—-0.3-

v v—> I ty=1,+0,8
Estamos em face dum sistema de duas equagGes a
duas incognitas, que resolvido dari :

e=110km

v= 25 km/h.
dos outros dois ciclistas. )

1571 — E dado um triangulo equilatero de
lado a. Forme outro triangulo cujos vértices
sejam os pontos médios dos lados déste triangulo,
Proceda em relagdo ao tridngulo obtido come
procedeun com o tridngulo dado e assim sucessiva-
mente. Exprima em funcio de @ o limite da soma
dos perimetros das circunferéncias circunscritas
aos triangulos, R: Tendo em atengdo o leorema
que nos dis, que é paralelo a base e igual a 1/2
desta, o segmento de recta que fem por extremos
os pontos médios dos outros dois lados dum fridn-
gulo qualgquer, é fdacil ver que os lados dos iridn-
gulos equildteros que se vdo formando pelo pro-
cesso de construgdo indicado, téim respecltivamente
por medida a,a/2,a/2*,a/2%,...a/2", ..., Sabendo
qu. o lado 1 dum iridngulo equildterg inscrifo
numa circunferéncia de vaio R é 1=R /3 - R=
—1V/3/3, € fdcil concluir que os perimetros das
civcunferéncias circunscrilas agueles tridngulos,
sdo respectivamente ;

2xa \/E 2ra |/3 2ray/3 2ra Vg

3 '2-3 '22.3 2.3

O Ilimite da sua soma, é o limite da soma de n
termos duma progressdo geoméirica de 1.° termo
2na /3/3 e cuja rasdo é 1/2. Teremos pois que

2xa /A y G ¢ 1
calcular L= 5 Ei}:‘: 1+§+";"_'=+“°+F+“');

2zay/3 . 1—1/2* 4xa\/3

3 el ap B

Sabemos ser

E fidcil caleular as wvelocidades

B o LY
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1572 —- Verifique a identidade cos (28— Ci=
=(3a?—48%) - b/a® sendo B e C angulos de um
tridngulo rectanguloem 4, e 4, ¢ e @ os lados
opostos a ésses angulos. R: Como B==2-C,
teremos (1) cos (2B—C)=cos (r—3C)=—cos3C=
=cos C(3—4 cos2C). No tridngulo rectangulo em
questdo, sabemos que se verifica a relagdo
b=acos C— cos C=Db/a gue substituido no 2.°
membro de (1) condusird a cos(2B—-C)=Db/a-
-(3—4b?/a?)=b/al. (3a—4b?) c.q.v.

1573 — E dado um tridngulo isésceles [4BC]
de base AB—2a, Exprima a distancia entre os
centros das circunferéncias inscrita e circuns-
crita ao tridngulo em funcdo da base e do angulo
oposto. Verifique a partir da relagdo obtida que
o triingulo é equidngulo se os dois centros coinci-
direm. R: Designemos por O e O', respectiva-
wmente, 0s centros das circun feréncias civcunscrita
e inscrita ao tridngulo dado ¢ por CH a altura

relativa @ base AB. E sébre a recta CH gque se
encontram, cvidentemente, O ¢ O'; escolhendo sébre
ela um sentido positivo, & considerando segmentos
orientados, teremos em qualgquer caso, isto é, para
qualguer valor de C, a relagdo: OO0 =OH—O'H .
Desenhando wma figura dedus-se facilmente que :
OH=acotgC e O'H=atg(x/4—C/4) e, portanto,
O0'=a [cotg C—tg (=/4—C/4)]. O caso de coinci-
déncia dos centros O0'=0 corresponde aos valores
de C(0<C< 2x), raises da equagdo .
cotg C—tg(n/d—C/4)=0, que é facil de ver ser veri-
ficada para C=n=/3, caso do tridngulo equildtero.
1574 — Num circulo de centro C e raio R trace
dois raios CA e CM que formem entre si um
dngulo dado «. Calcule, em fungio de R e de a,
o volume do sélido gerado pelo triangulo [(J4M]
quando faz uma rotagdo completa em tdrno da
tangente a circunferéncia no ponto 4. R: O wo-
Iume gerado V é a diferenga dos volumes Vi e

V., respectivamente dos dois sdlidos seguintes -

1) — Tronco de cone de revolugdo, de rafos das
bases R ¢ MP, de geratric R e de altura AP em
que P é o pé da perpendicular baixada de M sobre
a tangente a circunferéncia no ponto A .

2) — Cone de revolugio, de geralris AM , altura
AP ¢ raio da base MP.

Vié-se facilmente que AM=2R:sen 22, MP—AM -
.sena/2=2R-sen?a/2, AP=AM :cosx/2=Rsena,
Tendo em alengdo as expressoes dos volumes dum
ronco de cone de revolugdo e dum cone circular
recto, respectivamente; V' =zah r*+4ri+rr,)/3
(h altura, r e r, raios das bases), V'==r"h/3
(r raio da base e h altura) reremos, no nosso caso;
Vi==/3:- Rsenz-(R*4+4R*- sen*«/24 2R*-sen*2/2),
Vyo==n/3-Rsena-4R -sen'«,2,

V =V, —V,=xR¥%3.sena-(1+2sen*22).

1575 — Sobre as trés arestas de um triedro tri-
rectangulo de vértice V marque respectivamente
os comprimentos VA =3a, VB=VC=3ay2.
Determine a distincia do vértice 7 ao plano do
triangulo [ABC|. R: A distancia VH do vértice
V ao plano do tridngulo [ABC] ndo é mais do
que a altura relativa a hipotenusa dum fridngulo
[VAD] rectangulo em V, de catetos VA=3a e
VD (altura do triingulo [BVC) rectangulo em V
¢ isgsceles) e hipotenusa AD (altura do triangulo
[ABC)). E facil ver que se fem VD=3a, AD—
=3a /2 e que portanto 3a-3a=VH-3ay/2 - VH=
=3ay/2/2.

Solugdes dos n.°* 1570 a 1575 de Orlando M. Rodrigues.

CORRECGAO

Problema 1524, pdg. 22, do n.® 17, onde se 18 did-
metro deve ler-se raio. A ser o diametro e nilo o raio
igual a 13,17 m deveria ter-se l;=13,17sen 25°43' 51" =
=5,T14m. 1. S. Paulo.

MATEMATICAS SUPERIORES

Exames de freqiiéncia e finais

ALGEBRA SUPERIOR- MATEMATICAS GERAIS

F. C. L.—Avcrura Surerion—I1.¢ exame de freqliéncia,
1943-44, — Ponto n.° 4.
I
1576 — Para que valores de = converge a sirie

2z 1/2zx\2 1 223
—_—— — —— ses . ‘rie o
e (.‘n—l) + 3 (x—l) ++:-2? R: A série dos

modulos converge para os valores de x tais que

2| x| o 3 .

|x—1 |<’.1 , i.e, para os valores de x cujas imagens
siio os pontos do interior da circunferéncia com centro
na imagem de —1/3 e raio 2[3; para ésses valores a
série dada converge absolutamente. Para vs pontos da
circunferéncia a seérie dos modulos € a série harmdnica



