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donde x = DeLYVBECT Tbel

2b
— 8 <be/d haverd dois pontos M satisfazendo ao pro-
blema (duas raizes reais e distintas em x, por se ler a
soma e o produto das raizes positivas). Se b?e?—
—4beS=0— S=hec/4 haverd um s6 ponto M que satis-
faz ao problema. Nio existem solugies quando b2 e2—
—4beS <0 — S>befd.

. Se b’? — 4beS >0 —

Gromerria No Esrago

1731 — a) Superficies prismdtica e piramidal ; defi-
ni¢bes e propriedades mais importantes.

1732—5) E dada uma esfera de raio r e nela insere-
ve-se um cone circular recto cuja altura é dupla
do didmetro da base; calcule a drea e o volume
désse cone e a drea da secglo nile produzida por
um plano passando pelo centro da esfera e para-
lelo & base do cone. R: Chamemos O o centro da
esfera, A o vértice do cone cireular recto nela inserito,
cujo. didmetro da base ¢ BC e de altura AH=2BC.
Ter-se-i: AH=r+OH=2BC ¢ r—OH'=BC/4

2.4 x2
ou: ri—xtm_ +}f.l6+2£ (fazendo OH=x),
17x2+2rx —15r2=0 — x=15r/17 e (solugiio
sem interésse). Serd portanto, AH=32r/17; BH=

donde

X " =T

VAN + BH =8y 17 1/17 .
Sendo R o raio da base, g a geratriz e h a altura dum
cone eircular recto, sabemos ser: a) drea total,
S==R (g+R)=r - 8t/17 - (8 y/1Tr/17+8r/17) =
=64 (1+ ¢/17) =r2/289 ;
b) volume, V=1[3 xR*h=2048=r3/14.739.

A secgdo produzida no cone por wm plano passando
pelo centro da esfera e paralelo a sua base, € uma cir-
cunferéncia. Estas duas circunferéncias sio homotéticas,
de razio de howotetia AH/AO=32/17. E assim,
S1/8;=(82/17)2 sendo S; e S, respectivamente as dreas
dos dois circulos, base do cone e seccio ptmm, donde,
Sp=nr?/16 .

=BC/2=8r/17 ¢ AB=

TriGONOMETRIA

1733 — Exprima ___m_(cosi At .,_}_z
cost w4 send o

sen 2x. R: A expressio dada pode eserever-se :

em func¢io de

(cos? a+sen? a)? (cos?a—sen® 2)? _
(cos? z+sen? 2)?—2 sen? o cos? o
(1—sen? Qu.)? 2 (1—sen? 2q)2
sen- 2a 2_sen?2a
R o
Solucgdes dos n.*s 1727 a 1735 de O. Morbey Rodrigues.

MATEMATICAS SUPERIORES
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Publicam-se seguidamente os problemas saidos nas
provas de matemdtica bem como as suas solugdes.

Observa-se que nas solugdes publicadas se usam
apenas os conhecimentos correspondentes ao programa
do concurso publicado na «Gazeta de Matemdtican.

1.® prova — 24 de Margo de 1944

1.2 — Prove que as curvas definidas pela equagio :
f(x,y)=Fk, onde para cada curva k ¢ constante, nio
se cruzam.

Supondo as coordenadas referidas a um sistema de
eixos rectangulares e considerando :

7 (@ 59) = (@ +y2—1) (4 —4y241)
determine a curva que separa as regides do plano
- para as quais_k >0 das regides nas quais k< 0.

Indique o tragado aproximado de tal curva e, no
desenho assim executado, marque por meio de sinais
4+ +4++ e ——— as regides do plano para as quais
respectivamente ¢ k>0 e é k<0, apresentando a
correspondente justificagio.

Tendo em atengdo o desenho executado indique a
posi¢iio dos pontos em que degeneraram certos ramos
das curvas para valores especiais de k& completando,
quando for necessdrio, a determinagiio da sua posigio
pela teoria dos maximos e minimos aplicada a fungdes
reais de uma varidvel real. Apresente a configuragio
aproximada de uma curva que nio contenha pontos
isolados a qual corresponda um valor negativo de k.

Deduza a equagio diferencial a que satisfazem
tédas as curvas e verifique o resultado por integragio.

Solugio—Se duas das curvas f(x,y) =k e f(z,y)=ks
tivessem um ponto comum ter-se-ia: f (xq,y)=Mk
e f(zy,y)=ky donde ky=Fk; e as curvas ndo seriam
distintas.

A curva que separa as regides do plano para as
quais k>0 daquelas nas quais k<0, é:

(22 +y2—1) (4=*—4y2+1)=0, atendendo A continuy-
dade de f(x,y) -

Tal curva ¢ portanto constituida por uma circun-
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feréncia de centro na origem e de raio unidade e por
- uma hipérbole, como a figura indica.

No interior da circunferéncia tem-se x?2+32—1<0
e, portanto, no exterior 2?+y*—1>0.

Na regifio do plano compreendida entre os dois
ramos da hipérbole tem-se 4a?—4y2+1>0 (repare-
-se que na origem 4x?—4y2+1=1).

Da combinagdio dos sinais dos dois factores resulta
que nas regides A, D e E se tem k <0; nas regides
B,C,FedGsetem k>0.

Como as curvas se nfo cruzam, e f(x,y) é uma
fungdo continua, nas regides B e C haverd ramos de
curvas fechados no interior de cada um dos quais
existirio os ramos nas mesmas condigdes e correspon-
dentes aos valores de k superiores av valor especial
de & correspondente ao ramo considerado. Nestas con-
digdes haverd, atendendo ao que sucede nas regides
F e G e ao facto de uma recta paralela ao eixo dos XX'
ndo cortar cada curva em mais de quatro pontos, dois
ramos nas regides B e C que degeneram em pontos
isolados. Tais pontos estario evidentemente situados
no eixo dos Y'Y’ e a sua determinagfio serd feita pro-
curando os valores de ¥ que tornam mdxima a fungfio:
k(y)=f(0,y), o que conduz a 3 =0 (origem),
v2= VBB, yo—=— V/5B.

"~ A origem corresponde efectivamente a um minimo
e, para o estudo do caso especial correspondente a
esta posic¢ilo, repare-se que a configuragfo aproximada
de uma curva a que corresponde um valor de k nega-
tivo estd indicada na figura. Tédas as curvas para
as quais ¢ k<0, passam por quatro mdximos e qua-
tro minimos situados sdbre as ordenadas que corres-
pondem aos pontos de interseccio da hipérbole com a

circunferéneia e ainda por dois mdximos e dois mini-

‘mos situados sébre Y¥!.

A origem é um ponto duplo da curva que por ela
passa e que corresponde a k= —1 e os dois ramos da
curva tém neste ponto como tangente o eixos dos XX/.
Isto faz supor que para valores de k inferiores a —1
as curvas situadas na regifio A se decompdem em dois
ramos fechados separados e que portanto havers pon-
tos isolados sdbre o eixo dos XX' que correspondem
a minimos de k, minimos cujo valor deverd ser infe-
rior a —1.

Efectivamente a fun¢fo k (x) =f(v,0) passa por
minimos para x=+/3/8 que, ¢ interessante notar,
corresponde a pontos situados sdbre as duas ordena-
das acima indicadas e onde, para cada uma das quais,
estdo situados dois mdximos e dois minimos para as
restantes curvas a que corresponde k& << 0. O valor mi-
nimo de k¥ é —25/16 inferior a —1 como previsto.
A origem ¢é também solu¢lo de &' (x) =0, fornecendo
todavia um mdximo, o que podia ser facilmente expli-
cado.

Para se obter a equaclo diferencial a que satisfa-
zem tddas as curvas bastard derivar ambos os mem-
bros da equagio (x®+49*'—1) (4a2—4y2+1) =k em
ordem a .

Obter-se-4: 8a3—3x —83 y'+5yy' =0.

A integraclio de tal equacdio ¢ imediata pois que,
por separagio de varidveis, se tem: (8y3—5y) dy=
= (823 —3x) d. Integrando vem: 4yt —5y? — 4ot 4
+8x2=e¢, isto &, (22 +y"—1) (42 —4y2+1) = —c—1=F,
fazendo —e¢—1=F, como se pretendia mostrar.

2.° — Escolhe-se um mimero real maior do que 1 ao
acaso.
Convenciona-se que a probabilidade de tal nimero

& de
ficar compreendido entre © e w4dx & o

Justifique a legitimidade de tal convengio.

Calcule a probabilidade de que, eseolhendo nas mes-
mas condigdes dois nmimeros, a sua diferenca seja infe-
rior a a, e indique o seu valor limite para a — oo.
Explique o resultado.

Calcule, sem o emprégo de tabelas, com érro infe-
rior a uma milésima o valor numérico daquela pro-
babilidade para a=0,1.

" Solugiio : A legitimidade da convenciio resulta de

se ter — =1. Sejam = e y os dois nlimeros.

A probabilidade de que tais nimeros fiquem com-

preendidos entre = e w4 dr e y e y+dy &

dx diy :
dP =2 — — notando-se que o factor 2 ¢ empregado
x* o
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para permitir supor sempre no raciocinio que y>x.
A probabilidade pedida serd :

o0 !-'-H:

) PmkﬂJ.J =5 1~5+3mga+@
y
Quando a — co tem-se ig*c%".—@ —+0. Portanto

1 l m P (a)=1. Tal resultado é explicado pelo facto
ae, quaisquer que sejam os dois nimeros, ser sempre
satisfeita a condi¢fio do enunciado. Fazendo em (1)
a=0,1 vem: P=1— 20-}-200 log {I-i- 0,1) .

ad

Ora log (1+a)=a > + St + «+ (|a|<1) sendo
o &rro cometido, desprezando os termos da série a
partir duma certa ordem, inferior ao valor absoluto
do primeiro termo desprezado.

Entéo deverd ter-se: 200a"/n <1073 ou a"/n <1073/2.
Ora a8/5=10-5/5 <1052 e af/4=10"4/4=10"5/04 >
>10-5/2. Portanto hd que considerar os termos do
desenvolvimento até ai/4 .

Efectuadas as operagies obtem-ge P (0,1)=0,062.

2.* prova — 25 de Margo de 1944

1.° — Sabe-se que as condigdes de Cauchy-Riemann
a que satisfazem certas fungdes de varidvel complexa -

bf hq o

[
sho: == w ¢ hy‘:_b_q’ sendo a fun¢do @ (z)=

=f(x,y)+ig (x,y). Prove que a fungio @ (z)=e"2?
satisfaz as condigbes enunciadas.

Solugdo — Tem-se :
® (2) = e (n 4 iy) 2 =€ (cos y+iseny) (w2 —y24-2ixy).
Portanto

f=e" [(x®—y?) cos y—2xy sen y] ;
g=¢* [2xy cos y + (?—y?) sen y]
logo :£ = f+ e* (2x cos y—2y sen ) ;

:—z = ¢ [2x cos y — 2wy sen y— 22y sen y+ (w2 —y?) cos y] =

=f+e* (2z cos y—2y sen y) i 74
Y 3L

Analogamente se verificaria que: y°°= 3y

2. — Um ponto P ¢ langado ao acaso sébre uma

semi-circunferéncia de diimetro AB=2r, por forma
que ¢ igualmente provivel a sua queda em qualquer
arco da semi-circunferéncia de comprimento constante.

Pede-se: a) — A probabilidade de que a drea do
tridngulo [APB]| seja superior a metade da drea do

tridngulo [AP; B] a que corresponde a sua drea mé-
xima ; &) O valor médio da drea do tridngulo [APB].

Solugdo — a) Como os tridingulos [APB] tém, qual-
quer que seja a posigio de P, a mesma base, a
altara 4 de [APB] deve ser superior, para satisfazer
as condi¢des do enunciado, a /2.

Entfo o dngulo ADP , sendo O o centro da semi-
-circunferéncia, deve estar compreendido entre 30°
e 150°. Donde o valor da probabilidade pedida
120°/180°=2;3 .

) Designando por 0 o dngulo AOP tem-se que a
drea do tridngulo ['APB] 6 1/2.2r-h=r?senf e o

de _2r2

valor médio § é: S= r’-sen ==

1]

™

3.2 — Sabe-se que y (x) ¢ um polinémio do 3.° grau
em x, que toma os valores ¥,, ¥, ¢ y3 nos pontos a .,
a+h e a+3k. Sabendo-se que tal polindmio passa
por um ponto de inflexfo para x=a e por um mdximo
para x=a-+h, determine y; expresso em yp e ¥y .

Solugio — Usando a notagfio das diferengas finitas
tem-se A2 D?=4A2—A3+.... Para o ponto de inflex@o
ter-se-d, como D?=0,

(&) A% yg=2a3yo,
visto o polinémio ser do terceiro grau.

A3
Para o mdximo vem: Dy = (A —%+ )y,==0 ou
(& ._.§.+ )(1+A) 1yp=0, isto é:

Alyy  Ady,
@ R
visto o polinémio ser do 3.» grau.

Substituindo em (2) o resultado dado por (1) vem :
3) a2 yg=A3 yy=—3ayo

=0’

Ora ys=1yp+38yy+3a2 yp+Aa3 7, om, utilizando a ex-
pressio (3) : y3=1yo + 3ay0 — Ay — 3ayo = Yo — IAYe=
=10y —9y; .

4°—Uma roleta R, estd dividida em k sectores
numerados de modo que a probabilidade de saida de
um nidmero seja 1/k.

Um jogador aposta num dos nimeros consecutiva-
mente até perder. Por cada vez, além da primeira,
que ganha recebe a quantia a. Pela primeira vez que
ganha nada recebe. O jogador joga nestas condigbes

.sucessivamente nas roletas R, , £y - R, .

¢ Qual deveria ser a sua entrada para que o jégo
fosse equitativo ? 5 i e
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Solugio — A esperanga matemitica correspondente
% } el £ 1
a roleta B, é6: (—+—+-- e
a roleta R, ¢ (&z B )u =1
k>1. A entrada total serd :
E P TR e
gt TR (n—1)n

Para somar as n-—1 parcelas contidas no colchete

a, visto

1 -
te- o | R e s A s TR e | 1 ‘—z}. L 4
note-se ([ue: i,y @+1) @12) (x+1) g
3 1 P G
N MR - LD 018 (n—1) n
3 1=t — n—
=[—~L- Rt Portanto E=a - 1,
e+l o n n

Carlos A. F. Carvalho

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA

ALGEBRA SUPERIOR- MATEMATICAS GERAIS

F. C. L.—Arcrsrs—2.° Exame de freqiiéncia, 1942-43,

Oalealar ‘1 1—cos (1—x?)2

1734 — Calcular lim ——— @1y

1735 — Tracar aproximadamente a curva
x2—3x+2
y=-
(@—8)(@—b)

assintotas (Eixos rectangulares).

1736 — Achar a equaciio geral dos circulos tangen-
tes na origem das coordenadas i recta y=x (Eixos
rectangulares).

1737 — Existindo f' (x) em (a,&)-, pode f(x) ser
méxima ou minima num ponto onde f' (x) se ndo
anule ?

1738 — Se a fung¢fio f(x) tem derivadas de tédas
as ordens no intervalo (—r,7), que ¢ necessdrio e
suficiente para que a possamos desenvolver em série
de Mac-Laurin ? Conhece alguma condi¢io suficiente
de imediata aplicagio ?

indicando os mdximos, minimos e as

1739 — Qual a equacio da normal em M (a,d) a
eurva f(xz,y)=07 (Eixos rect.).

1740 — Que razdes nos levam a considerar as assin=
totas como tangentes ?

1741 — Enuncie alguma condigio, a verificar por
fi(x,y) ou f (x,y) , que garanta a diferenciabilidade
de f(x,y) num ponto fixo M (a,b).

1742 — Como desenvolver rapidamente em série
1/(2c—-8)2? "

1743 — Conhece algum tridngulo notdvel na para-
bola ?

*1744 — Como se justifica a relacio E g, = _1 &

3
-1— == 1 ML Ey
Al A _
1745 — Por que construgdo geomdétrica se deter-
mina, na elipse, o didmetro conjugado com uma dada
direc¢do ? : ‘

1746 — Como se obtém as equagdes paramétricas
da elipse ?

1747 — Achar o termo geral do desenvolvimento
de f(x)="Y/8—a? em série de Mac-Laurin e indicar
o intervalo de convergincia désse desenvolvimento.

1748 — Calcular a distincia D (h,m) do ponto
M (xo+ 5, f(xg+ k) A recta y—f (xg)=m (x—mxy) ¢
3D (hym)]_

determinar m de forma que [
¥ e
F. C. L.—Maremdiricas Gerats—2.° Exame de freqiién—

cia, 1942-43,

*_cosx

para x=0.
sent &
. 2e* 4 sen x X
lim / = oo
x>0 4 senx/x.sen?x
ax?

’ . o e
1749 —Calcular o limite de y=

2xe™ + sen x

R: lim y =lim
x=30 x—0 4 gend x cos x

1750 — Estudar a curva

z—1

minimos, inflexdes e assintotas). R: Para x>1 ¢

y>0; para x<1, y<0. Quando x—1, y—+oco:x=1

éuma assintota. Para x=0 ¢ y=0. Também lim y[x=1
X 0

(mdximos e

e lim (v—x)=1; a recta y=x+1 ¢ portanto outre
x—+ 00

assintota. De y'=x (x —2)/(x—1)2 conclui-se que a_fun-
¢iio € erescente em (— oo ,0), decrescénte em (0,1) e (1,2)
e crescente de novo em (1, oo) ; tem portanto um md-
wimo para x=0 e wm minimo para x=2, respectiva-
mente 0 e 4. De y'"=2/(x—1)} conclui-se que para
x <1 a curra volta a sua concavidade no sentido Oy',
para x>1, no sentido Oy , e que tem para-x=1 um
ponto de inflexio impréprio. A curva ¢ uma hipérbole.

1751 — Achar a drea da curva precedente no inter-

2 ==
valo (2,3). R: 2 Bl

Ponha-se ————
x—1

= =k
Entio Px%(x—1)=x%2+x+log (x—1)

oy e
T ox=1



GAZETA DE MATEMATICA

27

e A=/—F—dx'=—+log2

1752 — Achar a diferencial total de we'+ 2y cos =
no ponto (w/2,0). R: Pondo f (x,y)=xe"+ 2y cos x,
serd fl=e'—2ysenx, fl=xe'+2cosx e df=fdx+
+f; dy ou dx+=/2 - dy , no ponto indicado.

1753 — Conduzir pela origem uma perpendicular 2
recta que passa pelos pontos (0,1) e (2,0). (Eixos

rectangulares). R: O coeficiente angular desta recta é

—1/2. A recta pedida € pois y=2x .

1754 — A que equacfo satisfazem as coordenadas
dos pontos da curva f(z,y)=0 onde a tangente ¢
paralela a Oy? (Eixos quaisquer). R: A equagdo y,=co

f f
isto ¢ a P——O cumEEWEOtm ag—-‘w con£¢°°
dy Ox dx oy .

Veja-se, por exemplo, v+ Vx—1—4=0.

1755 — Como se dispdem os didmetros da pardbola ?
R : Sdo perpendiculares & directriz.

1756 — Que representa cada uma das equacdes
w?—2x+4*=0 e x?—y?=3 a) em eixos rectangulares;
b) em eixos obliquos ? R : No plano: A 1. representa
a) wma circunferéncia, b) uma elipse; a 2.% representa
sempre uma hipérbole. No espaco : Representam super-
ficies cilindricas de geratrizes paralelas a zz' cujas
directrizes em xQy (ém por equacies, nésse plano, as
equagies dadas.

1757 — Conhece alguma interpreta¢io geométrica
da fung¢fio primitiva duma fun¢fio continua ? R : Seja
Pf (x)=F (x). Se em (a,b) f(x) >0, e se além disso
F (a)=0, entio F (b) ¢ a drea limitada pela curva
y=f(x), o eiwo dos xx e as perpendiculares a éste eixo
nos pontos de abeissa a e b (eiwos rectangulares).

1758 — Qual ¢ a defini¢lio geral de conica a partir
dos conceitos de foco e directriz? R: Uma ednica € o
lugar geomélrico das posi¢des dum ponto que se move
num plano por forma que a razdo das distineias désse
ponto a um ponto dado (foco) e a uma recta dada (di-
rectriz) se mantém constante durante o movimento.

1759 — Com que proposi¢iio se legitima o desen-
volvimento de senz em série, dispensando a discus-
s8o do resto da formula de Mac-Laurin ? R : Sdo de-
senvolviveis em série no intervalo (a—k,a+k) todas
as fungdes f(x) tais que, qualquer que se¢ja X nésse
intervalo e qualquer que seja v se tenha wm nimero M,
independente de ambos, para o qual | {™ (x) | <M.

1760 — Que férmula permite caleular (com qual-
quer aproximagfo prefixa) o valor de log6, conhe-
cido que seja o valor de logh? R: A férmula

l } "[_“p a1
= 2 » 6’ »
og q=log q+ E?nﬂi—l (p+q) ou, néste caso
22 1 1
loi Blip 54
B b=log ks §2n+1 121

1761 — Seja C uma curva plana fechada (uma
elipse, por exemplo). Que se entende por drea da
curva C? R: Considere-se o plano da curva decom-
posto em rectingulos ndo sobrepostos por dois sistemas
de rectas. Variando a decomposigio, podem obter-se
rectangulos constituidos exelusi nte por pontos do
interior do curva. A soma das dreas désses rectdngulos
¢ varidvel com a decomposigio ; o conjunto dos seus va-
lores para tidas as decomposicies possiveis €, porém, li-
mitado superiormente. A drea da eurva € o limite supe-
rior désse eonjunto.

1762 — Calcular, para @=1, a 2.2 derivada da fun-
¢fio y de = definida implicitamente, em térno do va-
lor =1, pela equagio 3x2—y3 x+5=0. R: Tem-se
y;*%}{/ :; =2[v!—y/3x, que toma para x=1ey=2
o valor —1[6. Agora yy:=—4y'|y3—1/3 (y'[x—y/[x?)
que para x=1 toma o valor 29/36.

1763 — Achar a envolvente da familia de curvas
(—a)?+(y—a)2—1=0. R: Ponha-se f(x,y,a)=
=(x—a)+ (y —a)?—1; serd f,=—2(x—a)—
—2 (y—a). Pondo =0 tem-se (y—a)i=(x—2)* ¢

x+y\2 1
x-f—y'. A eliminagdo de o da (x—“ y) o

AT 2 9
ou y=xt/5. A equagio dada representa a familia
das circunferéncias com centro em y=x ¢ raio 1; a
equagio da envolvente mostra que esta € constituida
pelas duas tangentes comuns as infinitas civcunferén-
cias, como se podia esperar.

Solugfio dos n.o 1749 a 1765 de G. Ramos de Castro

F. C. L.—Muareniricas Grrais—2.° exame de freqiién-
cia, 1942-43.

1764 — Estudar a curva y=¢*senx (maximos e
minimos, inflexdes e assintotas).

1765 — Area da curva anterior no intervalo (0, ).

1766 — Que valor tem no ponto x=co a fun¢io que
nos mais pontos é igual a (14 x?)V/=?

1767 — Que curva representam as equagdes =a cosu
¢ y=bsenu e que significa n geométricamente ?

1768 — Tomando OX como eixo polar ¢ O como
polo, escreva em coordenadas polares a equag¢io da
recta que passa pelos pontos (0,1) e (1,0).
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1769 — Que é parimetro duma pargbola?

1770 — De quantos modos se pode transformar
f(z+h,y+h)—f(x,y) pelo teorema dos acréscimos
finitos ?

1771 — Tém as fungdes continuas primitivas? Jus-
tifique a resposta.

1772 — Como pode obter o desenvolvimento em

2
série de —— 7
14x

1773 — Que representa a equagio 222 —3y2=4 em
coordenadas obliquas 7 Que sfio os eixos coordenados
para a curva ?

1774 — Como se levanta uma indetermina¢io do
tipo co—oo ?

1775 —Em que consiste o teorema de Euler para
as fungoes homogéneas ?

1776 — Pode uma fungio continua y=j (x) ter md-
ximos e minimos onde nio admite derivada? Porqud?

1777 —Beja P o ponto-em que a tangente em

M (x,y) acurva y=f(x) encontra o eixo dos XX.
Calcular o comprimento do segmento MP, supondo
o0s eixos ortogonais.

1778 — Considerando na curva y=e—* senz nega-
tivas as dreas das arcadas de ordenada negativa, cal-
cule o limite para n=co da drea da curva no inter-
valo (0 ,n=).

I. 8. C. E. F. —1.* Caprira — 2.° exame de freqiiéncia
— Ponto n.c 1.

1779 — Determinar a, b e ¢, de modo que a equa-
¢do a3 —ax?+bax+ c=0 admita por raizes a,bec. R: 4s
férmulas de Newton, cond a: a+b+e=a, ab+
+ac+be=b eabe=—c.

0 sistema admite as duas solugbes: 1) a=c=1,b=—1
e 2) b=c=0, a qualquer. A equagdo proposta revestird,
respectivamente, as formas x3—x2—x+1=0, e x3—ax2=0.

: du  du

1780 — Determinar: a) — e — sendo u=x?-+12
b dx

s’ Tr

» :
e y=tgz. b) S sendo V=f(r,y,2) e x=rcosd,

d
y=rsend, z=¢. R: a) 0—“=2x e f£2x+2ysec‘x.
dx x

AV df 5V BE , 0 f
b) —=7—cos6+—send’e cos i+
I dx dy drdt dxdz dy dz

1781 — Considere-se um conjunto de planos para-
lelos equidistantes, em que é 3 a distincia de 2 pla-
nos consecutivos. Sabendo que um désses planos, passa
pelo ponto P (1,2,—1) e é perpendicular i recta
w=y=2z, determinar a equagio désse conjunto de
planos. R: Um plano genérico desta familia, dasda. em

senf.

valor absoluto, 3k (k € varidvel m!eara), do plano mda—
cado no enunciado. A equagdo déste plano € pois :
(1) x—14+y—2+1/2. (z4+1)=0 ou 2x+2y+z—_5—0.

. A equagio da familia de planos paralelos a éste, serd :

2x4-2y+z4a=0. Desta familia de planos interessam-nos
86 aquéles que distam, em valor absoluto, do plano (1) 8k
ou s¢ja aquéles planos para os quais se tem Sk = (5+3)/ /9
donde )=9k—5; a equagio da familia considerada no
problema serd pois 2x+2y+4249k—5=0.

1782 — Determinar a e 5 de modo que a funcio
y=(a+bx)e*** admita um minimo no ponto de abeissa
x=a—3b e um ponto de inflexio para a=a—45b . Es-
tudar e representar graficamente a fungfo nésse caso.
Calcular o seu desenvolvimento em série de poténeias.
R: Tem-se y'=(a-+1+bx)bet™ e y' =0/ para
x=—(a+1)/b com bx0 (o caso b=0 ndo apresenta
interésse, por reduzir y a constante). A éste valor
de x corresponde um minimo por tornar y' >0 como ¢
Sfaeil verificar. y''=(a+2+bx) - b2 e*™* — y!'=0 para
x=—(a-12)/b, que € a abeissa dum ponto de inflexio
por fornar y'' £0.

O problema impie que seja: —(a+1) b=a—3b e
—(a+2)/b=a—4b, donde b=+1. A solugdo b=—1
conduz a um absurdo e quandob=1 vein a=1. A funcdo
a estudar € pois y=(14x) e com wm minimo no
ponto (—2,—1/2) e um ponto de inflexdo (—3 ,—2/e?).
A fungio € continua em todo o dominio da varigvel
xreal. A curva passa pelos pontos (0 , €) e (—1,0) sbbre os
eixos coordenados. Tem-se: y'=(2+x)e't* e y''=(3+x)e! %
portanto y ¢ erescente para x >—2, decrescente para
x <—2; concavidade voltada no sentido das ordenadas
positivas para x << —3 e concavidade no sentido das orde-
nadas negativas para x << —3 . Para x—+4 oo,y —+o00;
para x —+—co, levantando a indeterminagdo do tipo
O><co, conclue-se que y — 0, sendo portanto o eixo
dos xx, uma assintota da curva. O desenvolvimento em
série da funcio € imediato, multiplicando por 1+x, o
desenvolvimento em série de e* com z=1+x; portanio,

y=(1+x) e‘+’=1+x+(1+x)3+( “) A +((1f1‘§1+

Solugdes dos n.°* 1779 a 1782 de O. Morbeg‘ Rodrigues.

1.8.C. E. F. —2.2 prova de fregiiéncia Ordinaria —
16-6-943 — 1.* Capema.— (Exame tedrico).

1783 — Relagdes entre os conceitos de monotoniei-
dade, continuvdade e derivada.

1784 — Estudar a fungfo y=tg x+1/tg « é repre-
sentd-la geométricamente no intervalo (0,2x).

Estudar a sua inversio.

" Indicar aqueles intervalos parciais em que :

a) —Se lhe pode aplicar o teorema dos valores

compreendidos ; ) — Se lhe pode aplicar o teorema

. de Rolle. — Justificagdes.
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CALCULO INFINITESIMAL- ANALISE SUPERIOR

F. C. P. — Circuro InrFiNiresiman — 2.2 exame de fre-
qiiéncia, 1942-43 — 2.2 chamada.

1785 — Integrar a equagio «?y'+2x? (3x—1) y+
+ a3 y?—6x?+x+4+1=0, sabendo que y=1/z é um
integral particular. Determinar a nmormal no ponto
(1,—5) da linha integral que passa por éste ponto.
R: Trata-se de wma equagio de Riccati. Pondo
y=1/z+1/x, obtem-se a equagio tinear z'—6 x z=x. O
integral geral da equagdo sem 2.° membro € z = Cy e™*;

6Ce¥* —1
— 3 ou, final-

variando a constante obtém-se z=

1
+ = Como y'y _y=-—1, a equa~-

Y 6Cem—1 x

giio da normal pedida € Y +5=X—1.

y' —y—52=0
zl+y+z=4cos 2z,
e determinar o raio de curvatura, na origem, dalinha

mente,

1786 — Integrar o sistema {

integral que passa por éste ponto. R: Usando o sim-

(D—1) y—5z=0

y+(D+1) z=4 cos 2x;
vem (D?+4)y=20cos2x, cujo integral geral e
y=0C, cos2x 4+ C, sen 2x +5xsen2x; e, portanto,

eliminando z,

éolal)ﬁca{

2025— e e 20'5_025911 2x+4x (2cos 2x —sen x)+
Pt u_20 Vi
+ sen2x. Como {‘Yo 0“{3'., , vem s'= /17,
zo=4" | z{=:—4
A 80, B=4, C=20; entd RE]'IVI’?‘
==, Dmi, U=dU; nigo V6816
y dx dy :
1787 —Caleular [ ] - 0 domi-
'/a:-+ﬁv2wz+y=

nio D ¢ limitado pela linha p=1+4cos6 (0<60<%/2) e
pelos eixos coordenados. R: Tem-se, em coordenadas
y dxdy

{x—pcosa I f
polares - e -
y=epseno’ .‘DJ VX2 + 2y 2x2 +y?

Ll fi
sen 6 g s
-J‘j Veosto+1 dgdae

sen 6
J sen 6 (1+cos6) 3, ~log "

dp—

eV 1

\/21

1788 — Sébre a normal principal em M da linha
cos 2z sen 2z
ST
segmento MP de comprimento R. Determinar o
plano osculador em P da linha lugar déstes pontos.
R: A linka dada € uma hélice cireular, portanto R e T sdo

Veos?o+ 1
Vcos?o+1

iy
> marear no sentido de n, um

==

constantes. Em notagiio vectorial teremos P=M-+Rn &

et [P
e a equagdo do pl osculador em P e Q—P d—f\
s
ary L
AE=O' Atendendo as formulas de Frenet, temos
dP Rl_) dzP _R_ AT dPAdZP R"!E
e —n; donde — =
ds T g . T ds  ds? Ts

A equagiio do plano osculador em P ¢, entdo, Q—P | t=0;
trata-se de um plano paralelo ao plano normal em M &

linha dada.
Solugdes dos n.* 1785 a 1788 de A. Pereira Gomes

1. 8. T. — Circuro — 2. exame de freqiiéncia — 1943
1789 — Dado o vector a=ay I +ap JJ+a3 K, sendo

ay=TYz

Gy=xy+y=

G=x+y+z;
origem ; verificar, para ésse vector e para ésse domi-
nio, o teorema da divergéncia. Verificar, para um dos
hemisférios, o teorema de Stokes.

e a esfera de raio 1 e de. centro na

1790 — Calcular a drea do segmento do paraboloide
z=u?[6+%?/10 que é interior ao cilindro x?/9-+2/25=1.

1791 —Integrar a equaglio « (1—13) dy/dr=a?+
+y—2xy2.

1792 — A equacdo diferencial
a? yp*—4dxp+y=0 (r=v)

admitird as rectas 2e=+ay como soluc¢des singulares?
I. 8. T. — Cirovro — 2.° exame de freqiiéncia — 1943

1793 — Dada um vector «, fun¢io dum ponto va-
ridvel P (x,y,2), discutir a'equagio grad f=rota
sendo f (P) uma incégnita escalar. Inversamente, dada
a fung¢do escalar f(P), discutir a mesma equagdo em
relagio 4 incégnita « . As funcdes f(P) e a (P) podem
ser ambas harmdnicas ?

1794 — Uma curva torsa projecta-se no, plano xy
segundo a senusoide y=sen = . Determinar a segunda
equagiio da curva, z==z (x), de modo tal que as nor-
mais principais sejam paralelas ao plano yz.

1795 — Integrar a equacio
: y (1+p2)12=n (z+yp)

1796 — Achar a equacio diferencial das curvas
planas cuja raio de curvatura é igual a n vezes o
segmento da normal; e mostrar que ela é sempre
integrdvel quando = é inteiro.

(p=y")



30

GAZETA DE MATEMATICA

F. C. P, — Ax{use Suvrerior — 2.° Exame de freqiién-
cia, 1942-43,

1797 — Decompor em fracgdes simples, segundo o

1
I-R:Ospoloa

-+ cujos residuos res-

lime?=1. Teremos:
e=dkiTe

1 1
;—-=P(4}+-T+2[ T okin +Pk,]* Como a

k=1

teorema de Mittag-Leffler afun¢io
. e

da fungdo sdo: 0, 2ix, 4ix, -- - 2kin,
pectivos sio todos iquais a 1.

1. \9
serie 2 ¢ convergente serd r=1 e portanto:
=1 \ 2k ix
1

1 1 1
=P (@) +—+ + +
R e E { 2—2k iz = z+2kin

1 1
o P(z) + - +
okix 2k11—} @ g 72+4k=

1798 — Calecular JJJ w2 ytdedydz. O volume

4
¢ limitado pela superficie 4:z:2+y4+:—6=1. R: Teremos

2 (1:’2)3 r3/2)r@E/4)r(1/4)
I-fJJ y?dxdydz =—%5 TER+1+D)
Ora T (3/2)=1/2.y/=, T (3/4) T (1/4) == ;/2
T(3/2+1+1)=15/8.y/=. Portanto :
1 12.y2%_ V2
128 15/8./= 480
dax

leular A = —_———p g
1799—Calcular J(a:—l)zv’:ﬁ—?.r:mﬁ m fungio
de Io, Il e J‘l

: V—Tx—6 1
R:A=GonT) —gh—z; (L - L.

i

1800 — Calcular J

dz ind inh
e aminho
Vies seguindo o camin
seguinte: de 0 a 2—2i, y4x=0; de 2—2i a 247
—2=03 de 2+¢ a i, y—1=0.
; r

d =
R: I-n—if"‘;‘lai:y! ==+ilog(y/2—1).

Solucdes dos n,*s 1797 a 1800 de Jayme Rios de Sousa

PROBLEMAS

As resolugies de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia r5 do més
anterior ao do aparecimento de cada nimero da «Gazeta»

Para facilitar a organisac¢do da secgdo, pedimos que cada resolucdo seja transcrita

numa folha de papel, utilisada sé de um lado (onde outros assuntos ndo sejam ira-

. tados), com a indicag@o do nome ¢ da morada do autor.

Das resolugtes recebidas de cada problema proposto publica-se @ melhor ou uma das

melhores ¢ mencionam-se os aulores de tédas as resolugbes correctas e so destas.

ALGUMAS DAS SOLUCOES RECEBIDAS

1554 —Resolver a equagio biquadrada :
[e?+ V422 (1+ V)] [22+ V= (20—1)] = 159600.

R: 017 bro da equagio prop pode escrever-se
sucessivamente : [x’+ \/E-}-?x-}-?xﬁ} {x’+2x Vx—
— Vx]=[x2+2xy/x+x4+x+ Vx][x2+2x VX +x —x —
—Vx] =[x+ vx)I (x4 V)] [(x+ V)2 (x+ vx)]=
=(x+ Vx)2(x+ V) A equagiio proposta pode pois
escrever-se : (x+ v'x)2(x+ y/x)2 159600=0, donde

T1799_ +20
x+\/x +¢ +‘/ 399,Dcx+l/x=20
vem {/x=4 e Vx=—5;Dex+ Vx= — 20 vem Vx =

L= VB, e Z1oiV by vz - =B

—14V1+4y=399 - —1V14+4yB9
2 2 §
—1+V1—ay—39%
= _

vem |/ x=

De x+ {x=-- 399 vem yx=

P :l.:‘,/_lg‘“/_—'?!”'
Solucfio de Paul Richard (de Portalegre)
1704 — Num circulo de centro O, marque-se sdbre
o raio 04, um ponto C; encontrar sébre a circunfe-
réncia um ponto P tal que o fngulo UPC seja mi-.
ximo. R: Da relagiio sen OPC=0C/OA. sen OCP con-
elui-se que sen OPC ¢ maximo para OCP =x/2.
Ora o angulo OPC, sendo evident

entre O e =2, ¢ mdaximo ao mesmo tempo que o seu seno.

te compri dido
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Logo, 0 ponto P procurado € qualquer das extremidades
da corda tirada por C perpendicular a OA.

Soiucﬁes; de Alberto Paes (de Lisboa). g

Enviaram também solugdes correctas: Adelino da Silva
Vieira (de Almada); Anténio A. Guimardes (do Pdrto);
Anténio B, Lopes (de Leiria) ; Edmundo Pedro (de S. Tiago,
Cabo Verde); F. Roldio Dias Agudo (de Lisboa); Miguel
de Almeida (de Lisboa) e Paul Richard (de Portalegre).

1705 — Demonstrar que se num tridngulo, os trés
dngulos 4, B, C, sio respectivamente propercionais
a0s numeros 2, 3, 4, tem-se : cos A4/2=(a -} c)/2b.

a b e ate

R : Tem-se: = — = ok -
sen A sen-B sen €  send-ssenC

sen (A+C)/2. cos (4—C)/2
a+e)/2b = - — mas,
senBou( ) ]_ sen B

porhipétese: 4/2=B/3=C/4 .". i;i e I f“;_C -

t

A . A A
—~= donde (a+4¢)2b=cos [ —— )= cos —-
g2 (@te) ( 2) 2

Soluc@io de ). S. Faria de Abreu (de Penafiel). 7

Enviaram também solugdes correctas : Adelino da Silva
Vieira (de Almada); Alberto Paes (de Lisboa); Angel Chain
Garcia (Gijon-Espanha) ; Anténio A. Guimar#iis (do Porto);
Anténio B. Lopes (de Leiria); F. Rolddo Dias Agudo (de
Lisboa) ; Paul Richard (de Portalegre); T. Ferreira Rato
(S. Tiago-Cabo Verde).

1706 — Sabendo-se que o nimero 13xy45z é divi-
sivel por 792, achar os trés algarismos z, ¥, z. R: Por
ser 192=8, serd 13xyd5z=8 e também 45z=8 ou 4 <
<442 > 5+2z=8 donde se conclui que z=6. Por ser

192=99, serd 13xy456=99 ou 56+ yd+3x+1=99,
ou56+y4+3x+1=-9'9, isto ¢, a soma das classes de
dois, algarismos em que o nimero se pode decompor,
a partir da diveita, ¢ miltipla de 99. A simples ins-
pecgio mostra que esta soma nio pode atingir 2>< 99 =
198, portanto serd 56y -+ 3x+1=99 donde se conelui
que x=8 ¢ y=o.

Soluc#io de J. Caeiro Murteira (de Perolivas).

Enviaram também solucdes correctas : A da Silva Vieira
(de Almada); Alberto Paes (de Lisboa); Angel Chain Garcia
{Gijon-Espanha) ; Anténio A, Guimardis (do Porto); F. R.
Dias Agudo (de Lisboa); J. 8. Faria de Abreu (de Penafiel);
Paul Richard (de Portalegre); T. Ferreira Rato (de S. Tiago
—Cabo Verde).

1707 — Trés operirios executam em certo prazo
uma obra que, dividida igualmente pelos tris, tomaria
o mesmo tempo a um déles, menos dois dias a outro
e mais trés ao terceiro. De quantos dias ¢ o prazo ?
R: O problema resolve-se mentalmente. K evidente que
o trabalho executado pelo terceiro operdario em 3 dias,
seria executado pelo segundo em 2. Reconhece-se entiio
que os tempos (expressos em dias) que estes dois operd-
rios gastam para executar o sew quinhdo da obra, estio
na razio de 3/2 e a sua diferenca € 5 ; serdo nesse caso,
os produtos 3 <5=15 e 2 >< 5=10. Serd portanto de
15—3 ou 10+ 2, isto €, de 12 dias o prazo que se procura.

Solugdo de J. Caeiro Murteira (de Perolivas),

Enviaram também solucdes correctas: A, da Silva Vieira
(de Almada); Alberto Paes (de Lisboa)l; A. Berpardino
Lopes, (de Leiria); F. R. Dias Agudo (de Lisboa); P. Richard
(de Portalegre); T. Ferreira Rato (de S. Tiago-Cabo Verde).
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32-FERREIRA NEVES, Francisco— Elementos
de Geometria parao I, 11e Il anos dos liceus. 4.4 edi-
¢fo. 1942. Livraria S4 da Costa — Editora. Lisboa.
Precgo 12350.

O livro Elementos de Geometria eserito em lingua-
gem clara e acessivel tem muito bom aspecto grifico
e ¢ de fdeil leitura. Definicbes e enunciados dos teo-
remas sfio correctos. Todo o livro é escrito com o
intuito de observar o programa e as suas instrugdes,
como convém a livro que se destina ao ensino liceal,
© necessariamente segue as normas legais fazendo
por isso mais verificagdes do que demonstragdes.

O capitulo IV sdbre posi¢io relativa de duas rectas
no plano ¢ tratado dum modo francamente experimen-
tal, dando indicagdes e apresentando desenhos das
experiéncias que mostram o paralelismo e a perpendi-

cularidade de rectas. No entanto, e contra as obser-
vagdes do programa, dd algumas demonstragdes dedu-
tivas logo a partir do 1.° ano, e nfo a partir do 8.°,
por exemplo no caso da igualdade de tridngulos, em
que o assunto podia ser tratado por uma forma expe-
rimental. No fim de cada capitulo apresenta o autor
exercicios de aplicagio e revisio bem graduados e
nos moldes dos saidos em exames liceais.
. J. da Silva Paulo

33-PALMA FERNANDES, Axréxro po Nascmuexto,
Exercicios de Geometria e Algebra, para o 4.° ano,
2.2 edigdo melhorada. Livraria Cruz, Braga, 1943.
Preco 8300,

Este livro de exercicios tem no inicio de cada ca-
pitulo um breve resumo de matéria tedrica, seguido
de exercicios com a resolugio completa, e do mesmo




