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Os leoremas de Netto e de Liiroth e o conceito de dimensdo
por J. Albugquerque

(bolseiro em Roma do I, A, C.)

A histdria de um conceito comega sem divida quando
#sse conceito ¢ apenas uma nocllo intuitiva; as cau-
sas da formagdo dessa nogfo, os objectos ou os fend-
menos naturais que a originaram, o modo como nascen
¢ tomou corpo, a maneira como resistiu a possiveis
esquecimentos e como passou a fazer parte de um pa-
trimdnio, as relagdes desde entio sempre moventes
com o0s conceitos e nogdes que jd existiam, sfo sem
diivida a préistéria do conceito, qudsi sempre miste-
riosa para nés homens de hoje.

A histéria de um conceito ¢ necessdria porque §é
conhecendo-a que o homem pode voluntariamente enri-
quecé-la e até certo ponto orientd-la, sendo e nio sendo
escravo dessa historia. A historia de um conceito é
necessdria sdbre tudo ao investigador porque tentard
adivinhar as leis da evolugfio désse conceito e tentard
aplicd-las nos seus esforgos de generalizacgio e criagdo.

Infelizmente para cada conceito falta fazer a res-
pectiva histdria.

Niao ¢ numa conferéncia ou num artigo que se pode
fazer a histéria de um conceito, geralmente longa e
susceptivel de preencher o programa de um curso uni-
versitdrio.

Se vamos aqui falar do conceito de dimensdo de um
espago, ¢ apenas para em linhas muito largas dizer-
mos qualquer coisa da sua evolucio para finalmente
nos fixarmos nos teoremas de Netto e de Liiroth e cha-
mar a atencgfio dos leitores da «Gazeta de Matem4tican
para um dos problemas mais interessantes das mate-
mdticas modernas.

A nogilo intuitiva de mimero de dimensdes de um
espago durante muito tempo esteve apoiada nas se-
guintes consideragdes : sdbre a recta s6 se podem me-
dir comprimentos, e portanto a recta tem uma dimensio;
no plano podem fazer-se medigoes de comprimentos
¢ larguras, e portanto o plano tem duas dimensdes ;

no espacgo euclideano podem fazer-se medi¢des de com-
primentos larguras e alturas, e entdo o espago eucli-
deano tem trés dimensdes.

Aos segmentos, dreas planas e volumes eram tam-
bém atribuidas respectivamente, uma, duas e tris
dimensdes.

Certamente que uma nogio intuitiva como esta,
dava ocasifio a grandes discussdes filoséficas, alta-
mente apreciadas pelos contemporineos mas absoluta-
mente improductivas. Os matemdticos nfo procuravam
aprofundar esta nocio e evitavam falar nela.

Descartes introduzindo as coordenadas veio criar a
possibilidade de uma modificagio, e essa modificagio
deu-se, aparecendo uma primeira defini¢gio de nimero
de dimensdes de um espaco: o mimero de dimensdes
de um espago era precisamente o mimero 1, 2 ou 3
de coordenadas necessdrias para definir a posi¢io de
um ponto do espaco.

Em seguida os fisicos alargaram a nog¢fio de mimero
de dimensdes com a necessidade de considerar siste-
mas em que os pontos nio sé dependiam das coorde-
nadas que lhes fixavam a posi¢io no espaco, mas
ainda de outras grandezas fisicas tais como o tempo,
a pressio ou a temperatura. A posigiio do ponto era
pois determinada por valores das coordenadas e por
valores de grandezas fisicas; o elemento do sistema
era determinado pelos valores de certos parimetros
numéricos e tais parimetros perdiam o caracter de
uma distdncia, que as coordenadas tinham, e eram
apenas indices numéricos, podendo cada parimetro
ser substituido por uma fun¢io désse pardmetro.

Chegamos assim a uma segunda defini¢fio de ndmero
de dimensoes de um espaco: o nimero de dimensoes
de um espaco era entfio o nimero de parimetros ne-
cesedrio e suficiente para determinar a posi¢io de um
ponto do espago.
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Vé-se que a nogio de mimero de dimensdes de um
‘espago sofria uma evolugfio e passava a uma fase mais

larga, acompanhando uma evolugio paralela da nogfio

de espaco.

A confianga dos matemdticos nesta segunda defini-
¢do era ilimitada e durante anos se manteve até ser
abalada por uma sacudidela brutal dada por um ma-
temdtico de génio.

A descoberta fundamental de Georg .Cantor estabe-
lecendo uma correspondéncia biunivoea entre os pon-
tos de um quadrado e os pontos de win segmento, en-
tre os pontos de um plano e os pontos de uma recta,
vinha deitar por terra sem piedade aquela definigHo.

A genial obra de Cantor estd perfeitamente enqua-
drada numa época em que os filésofos revolucionaram
o mundo, quebrando como vidro conceitos milendrios,
criando novas leis do pensamento que lhes permitiram
evidenciar a fragilidade das coisas estabelecidas.
E Cantor teve contra si a massa reacciondria dos ma-
temdticos seus contemporineos.

Uma correspondéncia biunivoca entre dois conjun-
tos é uma lei que a cada elemento de um dos dois con-
juntos faz corresponder um e um 26 elemento do outro,
e inversamente. Entio poderia determinar-se a posi-
¢do de um ponto M do plano pela posigio do ponto m
da recta que se lhe fazia corresponder. A posigio do
ponto M do plano era determinada por um sé pard-
metro, a abscissa do ponto m correspondente.

A intui¢fo levava a conceder ao plaro uma nobresa
superior 4 da recta, e a correspondéncia de Cantor
negava essa nobresa, nivelando de um modo brutal os
dois espagos. B era de aceitar como um facto um tal
nivelamento.

Mas se a conclusfio que Cantor impunha, tinha o
mérito de destruir o que na intuigie impedia um pro-
gresso, tal conclusfio destruia igualmente tudo o que
na mesma intuigio poderia levar a ultrapassd-la.

Era necessdrio abandonar a segunda defini¢fo e
substitui-la por uma outra que a contivesse e que
simultineamente tomasse em consideragiio a observa-
¢io de Cantor.

Notou-se entfio que na correspondéneia biunivoca
entre o plano e a recta, se um ponto de um déles va-
riasse com regularidade em relagiio 4 organizagio
topolégica do conjunto, o outro ponto que lhe corres-
pondia niio respeitava a topologia do seu espago e
aentregava-se a uma danga louca» executando um
movimento formado de saltos bruscos e sem conti-
nuidade.

A noglio de continutdade vinha assim facilitar a
sintese, conciliando a nossa intui¢fio, as aspiracdes
secretas da nossa estructura de matemdticos, com a
fria, desumana, mas justa e precisa observagio de
Cantor.

Neto (1899) demonstra que ¢ impossivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca e bicontinua entre os
pontos de um quadrade e os pontos de um segmento.

Liiroth (1907) demonstra que é impossivel estabe-
lecer uma correspondéncia biunivoca e bicontinua
entre os pontos do plano e os pontos da recta, entre
os pontos do espago e os pontos do plano.

O conceito de dimensio entra numa nova fase e a
sua histéria num periodo dureo.

Conceito e histéria atravessaram uma crise, crise
bela, e é no auge das erises quando tudo parece subver-
ter-se, que nos devemos encher de esperan¢a e olhar
a propria crise como uma forga tremenda de pro-
gresso.

Os resultados de Netto e de Liiroth domonstravam
que o nimero de dimensdes de um espago, respondendo
4 nossa intuigdo que criava uma diferenga fundamen-
tal entre o plano e a recta, niio pedia ser definido
considerando somente os espagos como cdos de pontos.
Punha-se em relévo o caracter topolégico dessa
nogio.

Em 1909-1910, Fréchet dava a sua defini¢fo de tipo
de dimensfo: sfio do mesmo «tipo de dimensio» todos
os conjuntos entre os quais ¢ possivel estabelecer uma
correspondéncia biuniveca e bicontinua.

Os tipos de dimensio de Iréchet dispoem-se numa
escala simplesmente ordenada e continua; hd portanto
espagos que ndo tém um tipo de dimensio inteiro,
nem mesmo racional. A defini¢cio de Fréchet nfio satis-
faz plenamente a intuicio.

O mesmo sucede i teoria de Hausdorff (1918) ba-
seada sébre a noglio de medida de um conjunto.

Em 1912, Poincaré indicou uma via para a solugio
do problema, explorada qudsi imediatamente por
Browwer, Menger e Urysohn. A defini¢iio de Poincaré
consiste em permitir passar de um modo topolégico
de n para n+1 dimensdes, e daria somente dimen-

- sbes inteiras aproximando-se assim muito da intuigfo.

Em seguimento destas idéias e j4 nos nossos dias,
estio os resultados das escolas polaca (Janizewski, ete.)
e francesa (Bouwligand, Ky Fan, etc.). .

& Mas de facto o conceito de dimensio ¢ de natureza
topologica ? Evidentemente que a definigdo de niimero
de dimensdes nio pode considerar os espacos como
simples colec¢des de pontos. ; Mas niio bastard consi-
derd-los ordenados, como uma ordem simples ou com
uma ordem dupla ?

E neste sentido que a escola americana (Birkhoff)
tenta hoje uma solugiio do problema estudando siste-
tematicamente os sistemas ordenados e as estructuras.

O problema tem mais do que nunca uma extraordi-
ndria importinecia e depois de tio grande impulso
como o que sofreu de Cantor perdeu muito da sua
velocidade e parece esperar hoje uma nova erise, que
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Ihe viri talvez da fisica, e que é para desejar seja
terrivel e fecunda.

Na base de tddas estas tentativas de resolugio en-
contram-se com notdvel relévo os teoremas de Netfo
e Liiroth ; vamos dar déstes teoremas uma «demonstra-
¢do livre», isto ¢, uma demonstraciio que expurgimos
de nogdes estranhas ¢ de complicagdes imiteis. Quando
tal se faz a uma demonstracio tornam-se salientes as
verdadeiras razoes do facto a demonstrar.

Uma correspondéncia biunivoca entre dois conjun-
tos, como anteriormente dissemos, ¢ uma lei que a
cada ponto x de E faz corresponder um ponto f(x)
de F de tal modo que se x; e @, sfo pontos distintos
de E os correspondentes f(x;) e f(x;) sdo distintos;
e inversamente, a cada ponto y de F faz corresponder
f'(y) em E de tal modo que para w5y, se tem
= (y) #= £ () -

Temos pois uma transformacio f do conjunto E no
conjunto /' e uma fransformacio inversa que pode ser
representada por f~! e que transforma ¥ em K.

Se os eonjuntos K e F' estivessem mergulhados em
espagos topoldgicos ou fossem espacos, cada ponto
déstes conjuntos teria as suas vizinhancas e entdo
poderiamos falar de transformagdes continuas ou cor-
respondéneias continuas.

Uma transformaciio f como a anterior serd continua
no ponto @ do conjunto K se para cada visinhanga
Vi do ponto f(x) existe uma vizinhanca V, de =
tal que:

(V) SV -

A transformacio f ¢ continua em E ou simplesmente
continua se fér continua em cada ponto de K. Se a
transformacgio f~1 ¢ também continua entdo a trans-
formagio f diz-se bicontinua.

Uma correspondéncia biunivoca e bicontinua é uma
transformagiio f univoca e continua de £ em F tal
que a sua inversa f~1 é também univoca e continua.

Poincaré em 1895 chamou homeomorfismos as trans-
formagdes biunivocas e bicontinuas; estas transfor-
magdes formam um grupo.

A topologia ou analysis situs estuda as proprieda-
des dos conjuntos que permanecem invariantes quando
se executam homeomorfismos.

A designagio de analysis situs é de Poincaré, e a
designacio de topologia ¢é de Listing (1847).

Demonstremos agora o teorema de Netto.

Teoremade Netto. Um quadrado nio pode ser homeo-
morfo a wm segmento.

Demonstremos por absurdo. Tomemos um gua-
drado @ e um segmento S e suponhamos que existe
uma correspondéncia f univoca e continua de Q em &
tal que /1 é também univoca e continua.

Seja (a, ) um segmento de pontos do quadrade @,
que podemos supér todo formado com pontos interio-
res a0 quadrado o que ¢ possivel ¢ permitird tirar
déste teorema um coroldrio importante.

A correspondéncia f dd-nos em particular uma cor-
respondéncia biunivoea e bicontinua entre o segmento
(a,b) e um certo conjunto de S de que conhecemos
jé dois pontos : os transformados f(a) e f(b) . Vamos
demostrar antes de mais nada que o intervalo (a,b)
¢ transformado por f no segmento [/ (a),f(8)] .

Seja com efeito p um ponto de [f(a),f(h)] e supo-
nhamos que nenhum ponto de (a,b) se transforma
em p.

Representemos por E o conjunto dos pontos de (a,5)
cujos transformados caem em [f(a),p] .

Representemos por I' o conjunto dos pontos de
(@ ,b) cujos transformados caem em [p, f(5)] .

Facilmente se vé que: E+ F=(a,b) e que E . F=0,
isto ¢, os conjuntos F e F sio disjuntos e reiinidos

* d%o o segmento (a,b).

Tomemos um ponto = de I, portanto com f(x) era
[p,f(b)] sendo por hipdtese f(x) £ p.

Como f ¢ continua, a cada visinhanga V;,, de f(x)
corresponde uma visinhanga ¥, de =, cujos pontos
sfio todos transformados em pontos de ¥}, . Isto basta
para provar que existe uma ¥, sem pontos de E e
éste resultado é verdadeiro para todo o = de F.

Entio o conjunto F nio tem pontos de acumulagio
do conjunto X, e do mesmo modo se demonstraria
que F nio tem pontos de acumulagio de F, o que é
impossivel porque K+ F é o segmento (a,5). De-
monstron-se assim.que o transformado do segmento
(a,8) ¢ um segmento.

Se tomarmos agora um outro ponto ¢ do quadrado &
fora do segmento (a,b), e que. podemos também
supor interior ao quadrado, os triés segmentos (a,b),
(b,c) e (e,a), lados de um tridngulo, tranformam-se
em segmentos [£ (1) ,7 ()], [£(),7@)]; [/ (),f(@)]
formando um tridngulo «achatado» do segmento S,
onde encontramos um ponto pertencendo simultinea-
mente a dois lados do triingulo achatado e gue serd
o transformado de dois pontos distintos do quadrado @
facto em contradigio com a biunivocidade de f.

Uma transformagio biunivoca e bicontinua entre os
pontos do quadrado e do segmento conduz sempre a
esta contradigiio e por isso nio existe. e. g.d.

Antes de tirar do teorema o coroldrio que anun-
cidmos, vejamos uma conseqiliéncia imediata e impor-
tante do teorema. -

Um conjunto plano homeomorfo a um segmento nio
pode ter pontos interiores. Esta conseqiléncia ¢ real-
mente imediata porque se pode considerar o segmento
como o transformado do conjunto plano pelo homeo-
morfismo, e se o conjunto plano tivesse um ponto in-
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terior conteria também um quadrado, visto que uma
das familias admissiveis de visinhang¢as de um ponto
do plano ¢ a familia dos quadrados, por exemplo, cen-
trados no ponto. Chama-se arco simples de Jordan a
um conjunto homeomorfo a um segmento finito, e por-
tanto o arco simples de Jordan ndo tem pontos inte-
riores.

Notemos agora que o facto de se poder tomar o
tridngulo de vértices a,b,c, da demonstragio do
teorema com todos os pontos dos seus trés lados inte-
riores ao quadrado, permite enunciar imediatamente o
seguinte coroldrio :

Corolario. O conjunto dos pontos interiores a um
quadrado nio pode ser homeomorfo ao conjunto dos pon-
tos inleriores a um segmento.

O mesmo raciocinio do teorema, marcha com efeito
sem obstdculos até ao fim, demonstrando-nos assim o
coroldrio.

Com @éste coroldrio demonstraremos o teorema de
Liiroth de que se pode dar o seguinte enunciado :

Teorema de Liiroth. Nio pode existir um homeomor-
fismo entre o plano e a recta.

Com efeito, o conjunto dos pontos interiores a um
quadrado é homeomorfo ao plano, e 0 conjunto dos
pontos interiores a um segmento é homeomorfo i recta.
Entdo se o plano e a recta fossem homeomorfos tam-
bém o seriam os interiores de um quadrado e de um
segmento, o que contradiz o coroldrio. c. ¢. d.

Liiroth demonstrou ainda que ndo pode existir um
homeomorfismo entre o espago euclideano e o plano.
A demonstragio deste segundo teorema de Liiroth é
uma generalizacio da anterior e deixamo-la como
exercicio aos nossos leitores.

Roma, 24 de Margo de 1944.

ASTRONOMIA

IRREGULARIDADES- DO MOVIMENTO DE ROTACAO DA TERRA

por Anténio Perestrello Botelheiro

A nog¢fio do tempo ¢é uma das que mais tém preo-
cupado o espirito humano. Em constante evolucio, a
idéia de tempo tem sofrido através das idades duras
vicissitudes e sdbre ela se tém escrito, e continuam a
escrever, dezenas de livros.

Cada fildsofo, desde Heraclito, apresenta uma nogio
nova e o aspecto que oferece o confronto das idéias
expendidas é, por vezes, bastante confuso. Assim, por
exemplo, enquanto Kant sustenta a existéncia subjec-
tiva do tempo, Spencer julga-o inconcebivel quer
objectiva quer subjectivamente considerado.

Ao astronomo nio ¢, sem divida, indiferente éste
debate em que opinides t3o curiosas se entrechocam,
e sbbre as quais o bem conhecido quid est ergo tempus ?
de Santo Agostinho paira possivelmente ainda. ..

No entanto, o astrénomo nfo intervem nas discus-
sdes sdbre a «esséncia», sdbre a «natureza intima»
do tempo ; como diz Eddington, qualquer que possa
ser a natureza do tempo de jure, o tempo do astrd-
nomo é o tempo de facto. Na verdade éle sabe que
pode medir intervaios de tempo e ao aperfeicoamento
dessa medida dedica o melhor do seu esférgo, convicto
de que procedendo desta maneira novos e interessan-
tissimos horizontes se vio abrindo 3 ciéncia, simulti-
neamente no campo especulativo e no campo da apli-
cagio.

O «padrio» de medida de intervalos de tempo, hd
muito adoptado, ¢ o movimento de rotagio da Terra.

Entre as qualidades essenciais a que deve obedecer
um bom padrio sobressai a da «permanéncia» : obe-
decerd o nosso relogio fundamental a esta caracteris-
tica indispensdvel para que as suas indicagbes nos
possam merecer confianga ?

Creio ter sido em 1752 que a nfo permanéncia do
nosso padriio de tempo foi pela primeira vez abordada.
A Academia das Ciéncias de Berlim, presidida nessa
época pelo francés Maupertuis, instituiu um prémio
para galardoar o melhor trabalho que lhe fésse apre-
sentado em resposta as seguintes preguntas:

— Teve ou nio o movimento de rotagio da Terra
sempre a mesma velocidade ?

— Que meios existem para o comprovar ?

— No caso de se descobrir alguma irregularidade,
qual seria a sua causa ?

Entre os trabalhos recebidos pela Academia de
Berlim em resposta aos quesitos formulados figurava
um no qual, com extraordindria intui¢do, era apre-
sentado pela primeira vez o atrito das marés ocefini-
cas como causa retardadora do movimento de rotagio
da Terra: assinava-o Kant. E

O prémio foi atribuido ao trabalho apresentado
pelo matemdtico italiano Paulo Frisi...

Anos e anos decorreram sem que o problema fésse
retomado e 86 a espacos uma ou outra voz se levan-
tava — como que receosa de fazer desabar o grande



