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1834 — Sio dadas uma semi-circunferéncia de cen-
tro O e didmetro AB e duas semi-circunferéneias in-
teriores a esta e que tem eomo didmetros os segmen-

tos OA e OB . Desecreva a circunferéncia de centro €
tangente interior & circunferéneia maior e tangente
exterior is duas menores. Sejam M e N os pontos de
contacto nestas duas semi-circunferéncias. Exprima,

em funcfio de AR o perimetro do tridingulo [CMN].
R: Seja AB=2r e x o raio da circunferéncia de cen-
tro C. Se forem Oy e O, os pontos médios de OA e OB
o triangulo [CO;0] ¢ rectangulo e déle se deduz
(r—x)24r2:4=(r:2+x)? donde x=r/3. Por outro

lado o tridngulo [CMN] € homotético do triangulo
" [CO4 O] € entiio CM:COy=MN:0;0; ou r/3: (r/2+
+1/3)=MN : r donde MN=2r/5. O perimetro de [CMN]
¢ entiio 2 -1/342r[5=16r/15=8AB15.

1835 — O volume de uma esfera de raio R tan-
gente as bases e A superficie lateral de um tronco de

AL B
[~ N

]

D

cone de revolugdo ¢ metade do volume do tronco de
cone. Exprima, em fun¢iio de R, os raios das bases
do tronco. R: Sejam ry e ry os raios das bases superior

e in ferior do tronco, serd: 8xR%3=2/3 =R (r}+ri+1,1s)
ou AR*=ri+4ri4r, 1y, notando que ¢ 2R a altura
do tronco. A geratriz do tronco tem por medida
VAR* +(ry—r,)* e da figura tira-se, considerando os
tridngulos semelhantes [OEF] e [ACG], que
R:(ryt1y)/2=2R: V4R + (t,—1y)2 ou V4RI (r,—1y)2=
=Ty + I3 e quadrando 4R2 4 (ro—ry)" = (ry +15)? € porisso
ry T =R2 valor que substituido na primeira expressio de
4R? determina vi+r3=3R* equacdo que. com r}ri=R*
permite deferminar vy e ry cujos valores sio :

r=RV(8—y5):2 ¢ r,=RV(3+y5):2.

1836 — Determine os Angulos que uma diagonal
do eubo forma com uma aresta, com uma face e com
a outra diagonal. R: Seja 1 a aresta do cubo a sua
diagonal serd d=1y/3 e a diagonal duma das faces do
eubo dy=1/2. Se considerarmos o plano que contém
duas diagonais do cubo, notamos que éle projecta orto-
gonalmente na face do cubo wma diagonal, projecgio
que ¢ a diagonal da face do eubo. O dangulo destas duas
diagonais (do cubo e da face do cubo) € o angulo da
diagonal do cubo eom a face, e do triangulo rectingulo
cujos catetos sio a diagonal da face ¢ a aresta do cubo

tira-se : cosa=16:3 sendo a o dGngulo da diagonal
com a face, e f=90°—a sendo f o angulo da diagonal
com a aresta. Se considerarmos finalmente o triangulo

formade pelas semi-diagonais do cubo e por uma aresta,

e aplicando a proporcionalidade dos senos dos angulos

dum triangulo aos lados opostos, sen B:d/2=seny:1 ou

seny=2y2:3, sendo ¥ o angulo das duas diagonais.
Solugdes dos n.” 1851 a 1836 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS SUPERIORES
BREVE ESTUDO, NO CAMPO REAL, DE ALGUMAS TRANSCENDENTES ELEMENTARES

por Manuel Zaluar Nunes

Fungdo logaritmo neperiano y-=logx 4

Por vdrios modos pode ser apresentada e estudada,
num curso de Matemdticas Gerais, a fungiio y=log = .
Um déles consiste em introduzi-la como primitiva da
funcfio 1/x . Com efeito esta funcfo 1/« , continua para
@ >0, admite primitiva definida a menos de uma cong-
tante aditiva, primitiva que se reconhece, porém, nio
ser exprimivel por combinag¢do finita alguma das fun-
¢gdes préviamente con as. E esta a via que adop-
taremos nesta exposi¢ao, que acompanha de perto
algumas das obras citadas na bibliografia final.

Definicdo
A funclo y=log = (logaritno neperiano, natural ou
hiperbélico de x) ¢ a fungBo definida para x> 0 que

admite a derivada y'=1/xz e que se anula para xz=1.
A fun¢iio log # ¢ pois a medida algébrica da drea
limitada pelo ramo
do primeiro qua-
drante da hipér-
bole equildtera
y=1/x, eixo real
e ordenadas de
abscissas 1 e =,
drea representada
na figura.

Tem-se entdo:

xy=1

=1
Iogmm/ X ol =
- =0 8)
1
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Algumas propriedades

Da definigio resulta imediatamente que y=log = é
uma fungdo continua e derivavel (y'=1/xz) .

E loga>0 para z>1, logl=0 e logz<0
para O0<z<1.

Como a derivada 1/x ¢ constantemente positiva
para £>0, a funglo logz & tonica e te

—1
De y''=— <0 conclui-se que a curva y=logx volta
€T

a concavidade no sentido dos y negativos.
Tem-se para a e b niuneros reais positivos
quaisquer log ab=log a+logh.

Seja a>0 e calculemos (logax)'. Tem-se (logax) =
=afax=1/x=(logz)’ donde se conclui que log ax=
=log ©+¢. Recordando que, por definigfio, é log1=0,
deduz-se c=log a, fazendo naigualdade anterior x=1.
Vem pois log az=logz+loga, c.q.p.

Nota—Vé-se entlio que a fungdo logx satisfae ¢ equagdo
funcional f(xy)—f(x)+f(y). Pode mostrar-se mais que
n#io hé funclio alguma derivdvel distinta de clog x e solu-
¢flo da equacdio indicada, (excepcho feita da funglio f(x)=0,
que corresponde a c=0, sem interéase} Com efeito, deri-
vando em ordem a x e ¥, resp fo fun-

cional vem yf'(xy)=f'(x) e xf'(.ry}—-f’(y) donde
ul'w)=xf'(x)=c, f'(x¥)=clxr, donde finalmente

fix)= f —f; dx+cy=clog ¥+ c¢;. A substituicdo na equa-
¢#o funcional dd ¢, =0.

Mais geralmente, e como resultado da propriedade
associativa do produto de nimeros reais, tem-se:

L] "
log :fl a,= Zloga; (a;>0).
i=1

O caso particular a;=a,=...=a,=a conduz a

loga'=nloga.

Mostremos que esta propriedade, assinalada no
caso n >0 inteiro, é vdlida para n racional qualquer.

Comecemos por considerar n >0 racional gual-
quer n=p/q .

De (a")?=a" deduz-se ¢qlog (a")=ploga,
log a”*=pfqloga, c.q.p.

Para passar ao caso dos expoentes negatlvos note-
mos primeiro que no caso do quociente, de a/b><b=a
vem loga/b+logb=loga ou loga/b=loga—logh.
Se a=1 tem-se log1/b=—logh.

Se for n racional negativo n= —n' (n' >0) tem-se

it
loga*=log—=—loga” = —n'loga=nloga.
“I’

A propriedade log a"=n log a verifica-se pois
para n racional qualquer ¢ a>0 .

Nota— A propriedade indicada é vélida para n real qual-
quer o que ndo pode porém mostrar-se neste momento.

Passemos agora ao estudo de outras propriedades
de logx relativas ao seu comportamento quando
x—+0 e z— + co.

E limlogx=-+so.
x—=-00

Seja a>1 e portanto loga>0. Tem-se para p in-
teiro y=log x> plog a, desdeque = > a”, arbitraria-
mente grande, e.q.p.

E lim log x=—c0.
l_{g 8 x .

I resultado da propriedade anterior e de dois nii-
meros reciprocos (a” e a”) terem logaritmos simé-
tricos.

Notemos, o que nos dard indicagdes para o tracado
da curva representativa, que o coeficiente angular da
tangente no ponto da abscissa x é 1/xz e que esta
fungfio ¢ mondtica decrescente tendendo para zero
quando @ -+ co. Em particular, no ponto de abscissa 1
o coeficiente angular é 1, isto &, os dois infinitési-
mos f (u) =log (14u) e usio equivalentes. Com efeito,
visto a derivada ter o valor 1 no ponto 1 segue-se que

. log(1+u)—logl log (1+u)
f’(l)#l{ﬂ = =lim -

u—l

=1, e.q.p.
1

lim B =0,

x40 X

Seja wg<x e designemos por £ um valor conve-
niente intermédio de xy e x. Pela formula dos acrés-

cimos finitos : loga=logxy+ (©—a9) &' donde
logz logmt(m—ag) £1 _logay  om—mp
- > S e won 1 exPres-

sfio que tende para 1/xy quando x — + co. Como
pode ser escolhido arbitrariamente grande tem-se

logm
im——=0, c.q.p.
i 1 C.q-p
Para n racional qualquer positivo tem-se
logx
lim ——=0 lim x® | =0.
R e L g
loga
Com efeito, fazendo w=y'", vem lim £~
T —=-400

1
=lim 351’=0 e fazendo w=yV* deduz-se analo-
v+ Y
—lo

g2y
gamente Ilm.d'log.:u'l_u& P 0, c.q.p.

Fagamos agora o estudo da fungdp esponencial de
base e, inversa do logaritmo neperiano.

Fung8o ex
Definicdo e principais proptiedades
Das propriedades apontadas da fungdo logx resulta
a existéncia duma func¢fo inversa continua, derivdvel
e crescente, cujo dominio é todo o eixo real e contra-
~-dominio o semi-eixo positivo das ordenadas. E a fun-
¢lo que designaremos, de momento, por™¥ (x) e cujo
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gréfico se pode obter, como ¢ sabido, construindo a
curva simétrica de y=log ® em relagio & bissectriz
dos eixos coordenados de equagiio y=u.

Y

&-‘."e

Passemos i dedugfo das propriedades de E () que
resultam também imediatamente das correspondentes
de log = .

Derivada de y=F (x) .

Basta, para deduzir y', recordar a lei de derivagio -

duma fung¢fo inversa e notar que a inversa de y=FE(x)
é z=logy e que «'=(logy)'=1/y.

Assim, tem-se: y'=1/z'=y=F (x).

A fungio E (x) € idéntica i sua derivada.

A fungio E (x) satisfaz & equacio funcional

E (a+b)=E (a)-E (b) (a e b niimeros reais
quaisquer): :

Comecemos por notar que do facto de serem jnver-
gas as duas fun¢des consideradas se tem para « qual-
quer xz=log [E (x)] .

Consideremos agora o logaritmo do produto
E (a)- E(b). Vem : log [E (a) - E (b)) =log [E (a)] +
+log| E (b)) =a+b eportanto E (a) - E(b)=E(a+0b),
gt 148

Generalizagio imediata: n E (a)=E ( Z a;) .

=1

MNota — Pode aqui observnr-se também que nfio hd funciio
alguma derivdvel fundamentalmente distinta dafuncéio E(x)
e solucdio da equac@o funcional: flxr+g)=f(x)- f(y)-

A justificacfio far-se ia por via andloga 4 jd indicada no
caso de log.x .

No caso particular a,=a (i=1,2,
[E (@))"=E (na).

Mais geralmente, para n racional qualquer, duma
propriedade assinalada para log =, deduz-se:
log([E (a)]") =nlog [E (a)]=na ou [E (a)]"=E (na).

Designando por e o valor de E (z) para z==1,

-+ n) tem-se:

: ) S a
isto é, E (1)=e ou (loge—J *g—=1) vem, para
AY

= racional qualquer FE (x)=e".

As propriedades fundamentais atrds indicadas pas-
sam a ser traduzidas por e®.e'=estt g (e%) =gt
para n racional qualquer.

E também evidente que

E (1)=éel=e, E(r) E(—r)=E (0)=e=1
em vista de conveng¢des conhecidas.

A fun¢lo E (x) continua para todos os valores de x
cofncide assim para x racional com a poténcia e*.

Convencionaremos, naturalmente, estender esta re-
presentagio FE (x)=e* a x irracional, generalizando
assim, a nogdo de poléncia no caso do expoente irra-
cional para a base e .

Passemos ao estudo de outro conjunto de proprie-
dades de e* (fungdo exponencial de base e).

Os infinitésimos x e e*—1 sdo equivalentes.

Com efeito hm -—3—1 =lim e:_mi“ = (")iso=1.

Tem-se para n racional positivo
X

: e -
lim — =+ ¢ lim x"e*=0.
s+400 X 1 — 00

Mostremos finalmente que o limite da sucessdo de
#érmo geral u,=(1+1/n)" é o mimero e definido
por loge=1.

Para isso considere-se a sucessfo v,=logu,=
=nlog (14+1/r) . Recordando que log (1+1/n) ¢
para n — co um infinitésimo equivalente a 1/n, vem
lim v,,—llm n-log (l+‘lfﬂ.)=11m n-1/n=1 e por-

2—»00

tanto llm v, =1im logu, = log{llm %,)=1- on
n—w 00 n—e 00
,,I.me u,=¢€, € q.p. (Continua)
BIBLIOGRAFIA

G. Bouligand. Initiation & 1'Analyse Mathématique, 2.¢ ed.
Paris, 1943.

G. Bowligand et M. J. Dufresnoy. Mathématiques Pures.
(1ére partie du programme de la classe de Mathématiques
Supérieures). Paris, 1943.

G. H. Hardy. A course of pure Mathematics, 8. ed. Cam-
bridge, University Press, 1941.

R. Courant. Differential aml Integral Caleuls. Vol. 1, 2.0 ed.
London, 1941.

R. Courant and H. Robbins. What is Mathematics? Oxford
University Press, 1943.

Th. Leconte et R. Deltheil. Eléments de Caleul Différentiel
et de Calenl Intégral. Paris, 1935.

Nota— Todos os livros indicados sao de leitura aconse-
lhivel aos alunos dos dois primmeiros anos das nossas Esco-
las Superiores. As obras «What is Mathematics?» e alni-
tiation & 1’Analyse Mathématique» nio sio livros de curso e &
sua leitura é muito agraddvel e proveitosa podendo contribuir
para desenvolver vantajosamente o gésto pela matematica.

1) Mais adiante provaremos que &ste nimero € éoniamero
vulgarmente definido por 1 Lrg {14+1/m)* ou como limite
e

comum das duas sucessdes convergentes i, =1-+41-41/2/+
+1/5l4+---+1nl e va=u.+1/'nl, e que tdo importante
papel representa na Andlise Matemdtica.
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EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR - MATEMATICAS GERAIS .

F. C. C. — Avamnra Surerior — Exame final, 9-6-944.
— Ponto n.° 1.

1837 — Demonstre que o produto de duas raizes de
indice n da unidade ¢ ainda uma raiz de indice n da
unidade. R: As raizes de indice n da unidade sdo:

2k 2k
Wn.;—“ﬁﬂcos —Eg+isen —-ﬁ: (k=0,1,2...n=1)

. pondo k=i e k=j, vem:

2 (1+] 2(+j]
wi-szcos_ﬂq_isen _{_-'_-.']_)_“
] n

ora i+j=nq+r com 0Zr=n—1.

2n 2n
Portanto: w;-w, = (cos o +isen ﬂ) -
n n

%_'.' 22 2”‘.’.' E.r
. | cos = 18en q GDS—D'— 18en a

que € uma raiz de indice n da unidade. ec. q. d.

1838 — Calcule pelo método de aproximagio de
Newton (usando duas aproximacgdes) a menor raiz
positiva da equag¢io z—cos x=0. R: 4 menor ras
positiva da equagio dada estd contida no intervalo
(0,%/2). A fungio f(x)=x—cosx e a sua segunda
derivada tém no ponto 0 sinais contrarios. Portanio, a
primeira aproxvimagdo da raiz ¢ :

Bily ol %2
ry=b fb) 2 1+41 4 0,7854 .
Para « a segunda aproxi note-se que a
raiz estd contida na intervalo (0,=/4) . Portanto, visto
que f (=/4) >0
f(b) = =f4—y22. _
rp=b—5 ® "4 11 y3e 0,7374 .

1839 — Que valor se deve atribuir a k& para que a
equacio ay*—a’+ (a—1) xy+ (a+1) y—k=0 repre-
sente duas rectas distintas? R : A condigdo para que
a equagio dada represente duas rectas distintas, €:
(B2—AC) (D*—AE)=(BD—AF)? ou seja, no nosso

2 — 2 v 2
>l (a. +1 2a+a ' (a +23+1)=(a 1—ak)
4 Y 4 4 /7

+1\2 a2—-1
ou (L) - —ak ou ainda a242atl-a?4l=

2 4
a+1
=-—4ak; I e
S 2a
. Solucdes dos n." 1837 a 1839 de L. G. Mendonca de Albu-
querque.

7, 7.

F. C. L. — Avcesra Surerror — 2.° Exame de freqiién-
cia, 1942-43.
I
1840 — Equagdo da tangente & curva y=wxe'** no
ponto M (x,y) e limite para que tende esta tangente
quando OM tende para co.

1841 — Determinar o 4.° termo do desenvolvimento

s : 1
em série de Mac-Laurin de i—_'—_; +log (1—=) .
R: De (14x)"'=1—x+4x2—x34xt—...=Zu,
x? x3 xié
1 —_— B e — e = — —— aa =
e'log (1—x)=—x R AT Zv,, tem-se

W=l Vi+ Uy Va+Ug Vo1 vy +1u, vy ou wy=Tx12.

1842 — Determinar os mdximos e minimos da fun-
¢lo y=sen x*+cosx®. R: Pondo y=senu+cosu
tem-se y'=cosu—senu=0 para tgu=1 ou n=x/4+4
+kr. Agora y''=—senu—cosu ¢ positiva para
u=>0r/4+2kr e negativa para u==x/4+2kx; nestes
pontos a fungdo tem portanto um minimo (-— V2) e um
mdximo de ({/2), respectivamente.

1T

1843 — Como se levanta uma indeterminacio do
o { (x)

tipo oo?? Justifique. R: De y=[f(x)]*M =e'®
tim loatix) ;

Hm = ox—>2 100

x—>a

tem-se Bastard determinar-se

log f
Jim SEEES
x—>a

g(x)

1844 — De que relagio se parte para concluir
que f(z,y) é continua num ponto em que tem deri-
vadas continuas? R: Da férmula dos acréscimos
finitos.

1845 — Nilo é possivel garantir a continuidade de
f(z,y) em condi¢des mais gerais ? Como? R: Para
que f(x,y) seja continua num ponto em que admita
derivadas parciais € suficiente que estas sejam limita-
das nas suas vizinhangas.

1846 — Que formula se pode utilizar no cdleulo
aproximado de 25'*? R: Pondo 25=32 (1/32+24/32)
pode desenvolver-se (1/32+24/32)" pela férmula do
bindmio

‘1847 — Como se justifica o uso que se faz de f'' ()
para determinar a situa¢iio duma curva em relagio
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a sua tangente na vizinhanga do ponto de contacto ?

R: A partir da comparagio da ordenada y=f (xg)+

+ (x—xg) ! (xg) + (x—x¢)?/2 - ' (x4) , na vizinhanga do
ponto (Xg,Yo) da curva, com a ordenada Y =f (xg)+
+(x—xy) ' (xg) do ponto da tangente & curva em (Xg¥o)
que tem a mesma abscissa que o primeiro.

1848 — Aplique a 4 (¢) =f(a+ht,b+k), no intervalo
de ¢=0 a t=1, o teorema de Lagrange e classifique
o resultado obtido aproximando-o de alguma férmula
conhecida. R: E o (t+4at) —g (t) =ate' (t+-0at) . Pon-
do-se a+ht=x e b+kt=y serd hat=ax e kat=ay;
além disso o' (t) =hf,+kf, e finalmente :

f(x+ax,y +ay) —f(x,y) =axf] (x + 08z, y + 0ay) +
+ayf, (x+0ax, y+06ay) .

1849 — Na resolugio dum problema de méximos e
minimos ¢ sempre necessdrio recorrer As derivadas de
ordem superior ? Justifique. R : Um ponto de mdaimo
ou minimo € um ponto em que a 1.2 derivada muda de
sinal. Para o determinar basta em muitos casos o conhe-
cimento da derivada como quando, sendo a e B infeiros
positives, se tem y'=(x—a)*/(x —b)ﬁ.

1850 — Que relagfio liga os coeficintes angulares
de 2 didmetros conjugados da curva 222 +y?=27
R: Sendo m e m' ésses cocficientes, a relagdo € :

mm'=—2,

1851 — De que teorema se deduz que ¢é constante
a diferen¢a entre duas primitivas da mesma fungfio
finita ? £ necessdria esta restrigio finita ? Porqué?
(Fungdes reais, varidvel real). R: Do teorema de
Lagrange ou, mais directamente, dum seu coroldrio que
diz que se duas fun¢des num dado intervalo admitem
derivadas finitas constantemente iguais, a sua dife-
renga, nésse intervalo, ¢ necessiriamente constante.
A restrigio € necessiria. Considere-se a fun¢do nula
para qualquer x+0 e infinita para x=0. Qualquer
Jumgio, nula para. x=:0 e igual a k | x|[x para x+0,
€ uma primitiva de 1°; duas destas fungdes nio dife-
rem duma constante. (Este exemplo ¢ uma variante dum
outro que se encontra em Vieente Gongalves, Ligdes de
Célculo e Geometria, pag. 194).

1852 — Para que valores de = se desenvolve sene”
em série de Mac-Laurin? Porqué ? R : Qualquer, por-
que sen z fem um desenvolvimento em série de poténcias
valido em todo o plano.

111

1853 — Escreva a identidade de Euler para a fun-
¢iio homogénea f(x,y) e derive-a em relagio a = .
Em que condigdes se deduz dai que f.(x,y) ¢ tam-
bém fungio homogénea ? R: A identidade € xf, +yf,—
=af (x,y). Derivando, tem-se f, + xfys + yfy,=af, ou
xffs + yfiy = (2 —1) f.. Na condi¢io de serem continuas

23
as derivadas de 2.5 ordem f,=f), ¢ f,(x,y) uma
Sfungdlo homogénea visto que verifica a identidade de
Euler.

1854 — Ache a equaglo da recta varidvel na qual
os semi-eixos Ox e Oy determinam um segmento AB
de grandeza invaridvel. R : Sendo AB=1 a eguagio
serd x,.’p+xf|/12_—;:’:w1 :

Solugdes dos n. * 1841 a 1854 de G. Ramos de Castro,

I. 8. C.E. F. — 1. Cabrrra. — 2.,° exame de freqiiéncia,
8 de Junho de 1943.

1855 — Calcular a drea dum tridngulo, cujos com-
primentos dos lados, sfio as raizes da equagio

23 +aw?+ fo4y=0.

(Utilizar a férmula S=/p (p—a) (p—b) (p—c) em
que p é o semi-perimetro e @, b, ¢ as medidas dos
lados do tridngulo). R: Tem-se p (p—a) (p—Db) (p—c)=
=pi—p?(a+Db+c)+p? (ab+ac+be)—pabe e pelas
formulas de Newton : a+b+c=—a, ab+ac{bec=p e
a+b+e —a

3R P e

S= Yz (daf—8y—a3)/4.

abe=—v. Ora p=

2y 8V NV 2V

— Most B e i il e s

1856 — Mostre que ot g (Drz ba’»)
or V * r=¢" cos b
e85 Vi) 3 y=e"sen 0.

v
QX - ﬂ{*."f.',l:mf&+a—e'fse'nll
R: T or dx dy
: Tem-se : v v W
— m=———g"gond -+ — o cosd
do dx dy
2y 8V 2V WV
e e¥ cos® 0+ e senfcosf+ — e cos O+
drz dx2? xd dx
YV NV AV
I Lo e¥senfcosd+ — e sen? 0+ — e"sen o
dxdy dy? dy
. v . 1\" v
: =h va" sen?f — 2 (- senocose—e-—e' cos 0—
do* - dx? xdy dx
' »V d
e e¥ sen fcos b+ e’ cos®f— ersend .
dxdy dy* y d
Somando ordenadamente e tendo em conta as simplifi-
& - ¥V BV SNV NG
cagbes, vird : -b—;-;- 9% W = g ey + e* — donde :
¥V . Y N, ANV
Q a—f-e-”(ﬁ'l-'b'o—!')J c. q- p-

1857 — Considere-se um tridngulo [ABC] de base
AB e de altara CO. Tomem-se para eixos coordena~-
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dos as rectas contendo AB e CO. Sejam a e b as
abcissas dos pontos 4 e B, ¢ a ordenada do ponto C.
Escrever as equagdes das alturas déste tridngulo, veri-
ficar que elas passam por um mesmo ponto e deter-
minar as coordenadas déste ponto. R : Escolhendo o re-
Jferencial cartesiano ortogonal que aconselha o problema,
¢ fhcil ver que as trés alturas do tridngulo sio medidas :

altura CO _, sbbre a recta x=0.
» AD - sbébre a recta que passa por A (a,0)
e € perpendicular & recta CB .

» BE - sibre a recta que passa por B (b,0)
e € perpendicular & recta AC.
Equagies das rectas CB e AC:

Lral S o SR
CB) b+c 1 y e/b-x+c
AC) ~+I=1 o yecjaxte.

Portanto, as equagies das rectas AD e BE serdo res-
b
pectivamente : y = . (x—a) ey '=f—:(x—‘b) . Tem-se de

verificar que as trés rectas de equagdes: x=0,
y=Dbje.(x—a) e y=ajc.(x—b) passam tédas por um
mesmo ponto. Como sabemos, terd que ser nulo o deter-

M 0 0
minante: A=|b —c ab |, o queéevidente. Para
a' —c¢ ab
determinar as coordenadas déste ponto, basta resolver,
| x=0 x=0

por exemplo, o sistema: i S — R e

1858 — Estudar e representar graficamente a fun-
¢lo y=e—to=, Calcular, utilizando o seu desenvolvi-
mento em série, o valor numérico de y para x=~=/4 com
um &rro inferior a 102. R : Fungdo definida em todo
o _dominio da varidvel x real, periddica de periodo =,
Sdo seus pontos de descontinuidade infinita, de 1. espé-
cie, o8 pontos de abeissa x=(2k+1) x/2 & esquerda dos
quais a fungdo tende para zero e a direita dos quais
Yy + +co. K

um ponto da curva, sobre o eixo das -

ordenadas, o ponto (0,1) . Tem-se :

= —e—tox. gec? x — y' <0 qualquer que sgja x, logo,
a fun¢do € ténica deer te; nio tem mdximos
nem minimos. y'!=e-t= . gec? x (sec? x —2 tg x) =
=e-w=sec? x - (1—1tgx)? o que leva a concluir que y ndo
tem pontos de inflexdo e apresenta a sua concavidade
sempre voltada no sentido das ordenadas positivas, por
ser sempre y''>0. O cdleulo do valor numérico de y
para x==|4 reduz-se, como facilmente se vé, ao cdleulo,
com um érro inferior a 107*, da soma dos termos da
série alterna : 3 % . (1)

s L s TR N

R R L Mo tro primei
21 31 41 51 R
ros termos desta série, cometeremos no cdleulo da sua
1 1 1

soma um érro < | -— |=——<—— Basta caleular — >

- 6! 720 200 3!

1
2 ¢ 51 com trés casas decimais (arredondando a -

tima), para se comeler trés érros de edleulo inferiores
a 1/2000, logo um érro total inferior a 1/200. Com

¥
um érro sistematico e wm érro de chleulo < 200 y 0 re-
sultado vird pois com a aproximagdo des¢jada ; assim,
serd e =0,5—0,167 + 0,042 —0,008=-0,367 .
Solugdes dos n.° 1855 a 1858 de O. Morbey Rodrigues.

I. 8. C. E. F.—1.% Caprira — Examr Ticxico —2.° exame
de freqiiéncia extraordindrio, 23-6-943,

1859 — Importincia do conceifo de monotonicidade
na teoria da convergéneia de séries.

1860 — Estabeleca, pelo caminho que lhe parega
mais curto, a fundamentagio do teorema dos valores
compreendidos sébre o conceito de corte.

1861 — Aplique o teorema de Rolle & fungio :
y @) =(z—a)"- (z—8);
e determine o ponto em que a derivada se anula.

GEOMETRIA DESCRITIVA E PROJECTIVA

F. C. C. — Gromerria Descritiva — 2.° exame de fre-
qiiéncia. Junho de 1943.

1862 — Geometria cotada. Sio dados : uma recta »
de declive 1 e um plano « de intervalo 4/3. A recta e
o plano projectam-se segundo dois lados opostos de um
quadrado. Representar a recta simétrica de » em re-
lagdo ao plano «. Escala 1:80. R: A introducdo de
um plano vertical de projecgdo de frago paralelo a es-

cala de declive do plano dado, transforma a num plano
de topo e v numa recta frontal, resolvendo o problema
imediatamente.

1863 — Perspectiva cavalheira. Determinar o ingulo
de dois planos de tragos paralelos..

1864 — Superficies. b dada uma esfera pelos con-
tornos aparentes, de 3,5 em de raio e centro no se-
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gundo plano bissector. Conduzir os planos tangentes
& esfera paralelos a um plano dade pelos tragoes.
R : Conduza-se pelo centro da esfera uma recta perpen-
dicular ao plano dado. Os pontos em que essa recta in-
tersecta a esfera sio os pontos de contacto dos planos

pedidos.

F. C. C. — Gromerria Descririva — Exame final, Junho
de 1943.

1 869— Perpectiva rigorosa — Representar o ponto
simétrico de um ponto dado em relaciio ao plano do
quadro. R: Conduza-se pelo ponto o plano projectante
de topo e rebata-se sdbre o plano do quadro.

1866 — Superficies — Representar a sec¢do plana
feita numa esfera por um plano definido pela L. T. e
pelo centro da esfera.

Solugdes dos n.”* 1862, 1864 e 1865 de L. G. Mendonca
de Albuquerque,

F.C. C. — Geomerria Prosecriva — Exame final, Qutubro

de 1943.

1867— Dada uma involugo de raios por dois pares
de elementos conjugados, determine o par de raios per-
pendiculares conjugades na involugio. Justifique.

1868 — Dada uma pardbola por trés tangentes e o
ponto de contacto de uma delas, determine pelo pro-
cesso de Brianchon, a direc¢io do eixo. Justifique.

CALCULO INFINITESIMAL

F. C. P.—Exames finais —Outubro de 1943, —Ponto n.° 1.

1869 — Calcular a drea limitada pela curva
e il
YV w2

\
dos yy tiradas pelos pontos de inflexdo. R: Para
y b
abeissas dos pontos de inflexio obtém-se: x=+ E :

A drea pedida serd :

» 0 eixo dos xx e as paralelas ao eixo

b
o
(e R VR v R
. ®xib w[mcgb_l{hm

Vi 24

1870 — Determinar a envolvente das circunferén-
cias cujos centros percorrem a pardbola y=ux? e cujos
raios sfo iguais as ordenadas dos centros. R : As cir-
cunferéncias consideradas tém por equagio (X —x)2+
4+ (Y—x2)2=x4, onde x desempenha o papel de pari-
metro.- Derivando em ordem a x, obtem-se (X—x)+
+2x (Y —x2?) = —2x3; eliminando x entre esta equagio
e a anterior, vem 2Y (X2+Y2) —Y2=0, que representa
a envolvente pedida. Trata-se do eixo dos XX e duma
eircunferéncia centrada no eiwo dos YY e passando
pela origem. 3

1871—8endo M (3,6) o ponto corrente de uma linha

(C), determinar a sua equagio sabendo que esta

linha passa pelo ponto 4 (6=0,p=a, em que a >2),

e que a drea OAM tem um valor numérico igual ao
‘ A

arco Aﬂ. R: Temn-se J V’g3+p'-' de =‘2' J ptdh,

L

o

donde 24 ¢'2=p/4 , ou ol —=p\/p*—A4[2. Separando va-
2

iniciais levam a cos C=2[a; a equagdo procurada ¢,
3 2a
i8, p== —

P06 0 G cost— Va?—4sens

Solugdes dos n.°® 1869 a 1871 de A. Pereira Gomes,

) que representa wma recta.

F. C. P. — Exame final, Outubro de 1943. — Ponto n.® 2.

1872 — Calcular a drea limitada pela curva
y?=3x2—x3, desde a origem até i paralela ao eixo
dos wyy tirada pelo ponto de ordenada mdxima.
R: Para abcissa do ponto de ordenada mdaxima,
obtém-se x=2. A area pedida serd :

2
A=2Jx@—@%dgammwﬁ3—x—ﬂ,

A=4[ﬁ—§]f¥g@Viﬁy

1873 — Determinar a relagiio que deve existir entre
R e a para que a envolvente das esferas a?4-y2-+
+ (z—2a)?= R? seja a superficie 224 3?=22—1.
R : Exprimindo que, em cada ponto, o plano tangente &
envolvente coincide com o plano tangente a envolvida,
obtém-se z=a; eliminando x,y ,z entre esta equagdo
e as dadas, vem: 2a?—R2=1, que ¢ a relacdo pro-
curada.

1874 —Dada a equagfo diferencial (1) y'3=y2+yy'
sabe-se que se considerarmos y' como abcissa teremos
uma ciibica com um ponto singular na origem. Deter-
minar as equagdes paramétricas da linha integral
de (1) que passa pelo ponto (0,0). R: Se puzermos
y=ty', sabe-se que podemos exprimir y e y' em fun-
¢do racional de t. Obtém-se y'=t+4t, y=t3412,

dy dx 3t+2

ridueis e integrando, obtém-se ¢ == Os dad;

cos (0 +-Cj i

londe ——=3t242t e, portanto, —=

at it i1 ; integrando,
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vem x=3t—log (t+1)+C. Os dados iniciais levam
a C=0. As equagies paraméiricas procuradas sdo,
! x=3t—log (t+1)

oo T W

Solugdes dos n.os 1872 a 1874 de A, Pereira Gomes.
I. 8. T. — Circuro — Exame final, Qutubro de 1943.

1875 — Calcular o integral duploe f adzdy , em
A

relagio a drea A limitada pela curva 3a?42cx—y+
+1=0, pelo eixo dos yy e pela tangente 4 curva no
ponto de curvatura mdxima.
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1876 — Determinar as curvas planas cujo compri-

ds
mento de arco s satisfaz & equagiio diferencial ;i_+
:

dz .
+ 3y dT)‘: =0. (x e y coordenadas rectangulares).

1877 — Verificar que o laplaciano do médulo duma
funciio analitica (excepto nos pontos em que a funcio
ou a sua derivada se anulam) ¢ sempre positivo; e
que o logaritmo do mddulo da mesma fungio (com as
mesmas excepgdes) é sempre nulo.

MECANICA RACIONAL

1.8. A.—Mzecixica Racioxar e Troria GrraL ;:z MAquinas
—I.° exame de freqiléncia extraordinario, 14-3-944,

A -
1878 — Demonstre que, se a , b e ¢ forem orto-

. P - - = —p
gonais dois a dois, se tem (a b ¢)?=a?b2c?.

R: O paralelepipedo construido sbbre os trés vectores ¢

7 £ :‘Jn Q '1 dos
quadrado do seu volume.

bros da igualdade mede o
y
1879 — Demonstre que, se A e B forem dois pon-
tos fixos dum s¢lido em movimento, a-velocidade
de C, exterior a AB, é constantemente perpendi-
cular ao plano ABC.

1880 — Considere um biela-manivela em que o
comprimento da biela é igual ao raio da manivela
(biela-manivela isdsceles). Verifique que, se a rotagio
da manivela for uniforme, o centro do cavilhdio estd
animado de movimento harménico simples.

1881 — Demunstre que tddas as solugdes da equa-

¢éo vectonal a. A Z=b , em que 08 vect.ores cons-
tantes @ e b satisfazem as condigbes a:#O e

- =

s -
+%a, onde 2 é

- — b
a| b =0, sio dadas por z= ::z
um escalar arbitrdrio.

1882 — Do ponto A, situado 19,60 m acima do
solo, deixam-se cair sucessivamente, sem velocidade
inicial, dois grios de chumbo P e Q. Quando o griio
Q inicia a sua queda, j& P percorreu 4,90 em . Des-
prezando a resisténcia do ar, calcule a altura a que
se encontra o grio @ ao atingir P o solo. Sugere-lhe
o resultado déste problema alguma explicagio, mesmo
parcial, para o facto dos jactos liquidos tenderem a
dividir-se em goétas? R: Altura pedida, x=1,91m.

1.8.A. —Mzcisica Racronan g Teoria Gerar pe MAquinas
— 2.° exame de freqiiéncia ordinario, 23-5-944.

1883 — A figura representa uma manivela manual
com multiplicador. A manivela M, em vez de estar,

como habitualmente, soliddria com o veio V', forma
com éle nm par rotdide. O satélite € une-se 4 ma-
nivela por um par rotdi-
de e engrena com as ro-
das planetdrias iguais A
e B. A primeira destas
¢é soliddria com o veio V7
a roda B faz parte do
fixe, formando wum par
rotéide com V. Por cada
volta da manivela, quan-
tas rotagdes faz o veio?
(Feraudi). R: Notando
que o mecanismo € o di-
Sferencial dos automdveis M
com uma das rodas pla-

netirias fiva, vé-se ime- 1
diatamente que o veio V

efectua duas rotagies por cada volta da manivela.

1884 — Os perfis dos dentes duma colecgdo de rodas
cicloidais de engrenamento avulso foram gerados por
uma rolante auxiliar com 3 em de didmetro. A roda
de flancos rectilineos tem 14 dentes. Qual é o didime-
tro primitivo da roda de 56 dentes ? R: Numa colec-
¢io de rodus de engrenamento avulso, os diamefros pri-
mitivos sio directamente proporcionais aos nimeros de
dentes. () raio primitivo do carreto de flancos rectili-
neos, igual ao diametro da rolante auxiliar, vale 30 mm .
Logo, a roda de 56 dentes tem por diimetro primitivo

g = 2500

1885 — Demonstre que o lugar geométrico das ree-
tas, paralelas a uma dada. direcgiio, em relagiio ae
quais 0 momento de inércia dum sistema material tem
o mesmo valor, ¢ uma superficie cilindrica de revolu-
¢do em torno do eixo que passa pelo centro de gravi-
dade do sistema e é paralelo A direcgfio dada. R: K con-
seqiiéncia imediata do Teorema de Lagrange.

== 240 mm .
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1886 — Calcule o momento quadritico da esfera
homogénea do raio R e densidade p, em relagdo:
a) ao centro; b) a um ponto da superficie.

R : a) Decompondo em camadas esféricas, vem
R
4
Tg=4mp J o drwg-rrpR"; b) o Teorema de Lagrange
32
fornece, a partir do resultado anterior, IP=1‘5‘ =R .

1887 — A um elevador com 1 tonelada de péso, foi’
em 38 e com aceleracio constante, imprimida a velo-
cidade de 4 m/s . Desprezando o atrito, calcule a fér¢a
de tracclio exercida pelos cabos e a altura subida
durante aquéle tempo. (Poorman) R: Férga pedida,
F=1136,1 kg ; altura subida, s=6,00 m .

Solugdes dos n.”* 1878, 1882 e 1883 a 1887 de P. de Varen-
nes e Mendonga.

I.S. T. — 2.° exame de freqiiéncia — 1943

1888 — Verificar que as equagdes de Lagrange
num espagco de configuragio definido pela métrica

22 2
det = 2T d = 3 g, doi de*, tom a forma -{;g—s

i =1

dx’ dx*
E 3 ‘— e —
X 2{ o } % 3’ sendo (XY) o vector forga.

r

1889 — Um fio flexivel, inextensivel e simplesmente
pesado, suspenso por dois pontos situados. sbbre a
mesma horizontal, toma a forma duma semi-circunfe-
réncia. Achar a lei de variagio da densidade.

4
1890 — Um ponto material ¢ atraide por um centro
fixo na razdo inversa do cubo da distineia. Dada a
distdncia inicial a, calecular a duragio da queda.
(Supde-se nula a velocidade inicial).

1891 — Quando um cilindro de revolu¢io gira uni-
formemente em toérno duma generatriz, o sistema das,
forcas de inércia é equivalente a um vector inico,
cuja linha de acglio é a perpendicular baixada do cen-
tro de gravidade sdbre o eixo. Qual ¢é a grandeza désse
vector ?

I. 8. T. — Mzcinica — Exame final, Outubro de 1943

1892 — Num movimento central, seja r a distén-
cia do centro ao ponto mével M, p a distincia do
mesmo centro 4 tangente a trajectoria em M, ¢ a
constante das dreas e F' a grandeza da fér¢a, por uni-

dade de massa, suposta atractiva. Verificar a relagfo:
ct d, E L ok

E ainda a relaciio F’=——> sendo p o
pidr ep?
raio de curvatura da trajectoria em M .

1893 — Um sdlido formado por trés hastes rectili-
neas homogéneas idénticas (de massa M e compri-
mento 2a), cada uma delas perpendicular s outras
duas, gira uniformemente em tdrno da haste média.
Achar o vector principal e o momento resultante do
sistema das fércas de inércia, em relagio ao ponto 0,
meio dessa haste média.

1
1894 — Desenvolver 3 (=—=x) sen & em série de

cosenos, vdlida no intervalo 0 <z <=.

PROBLEMAS

As resolugdes de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia 15 do més
anterior ao do aparecimento de cada niimero da «Gazeta»

Para facilitar a organisacdo da secgdo, pedimos que cada resolucdo seja transcrita
numa folha de papel, utilizada sé de um lado (onde outros assunios ndo sejam ira-
tados), com a indicagdo do nome ¢ da'morada do aufor.

Das resolugdes recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das
melhores e mencionam-se os aulores de tédas as resolugdes correctas e so destas.

PROBLEMAS

1895 — Calcular os catetos e a hipotenusa dum
tridngulo rectingulo, conhecendo-se as superfi-
cies (4; e A;) dos dois tridngulos, em que a altura
eorrespondente 4 hipotenusa, o divide.

(Bach. do Ens. Esp.® Poitier — 2-8.°-88).

1896 — Encontrar quatro nimeros inteiros conse-
cutivos tais que o cubo do maior seja igual i soma
dos cubos dos outros trés.

(Generalizar : — quatro nmimeros formando progres-
sdo aritmética).

PROPOSTOS
1897 — Resolver a equagio

(z—a) Vo—a+(x—=b) Vo—b

=a-b.
Ve—a+ Ve—b 3

1898 — Dividir o volume dum cone recto de revo-
lugfio, em média e extrema raziio, por um plano para-
lelo a base.

(Bach, em ciéncias — Marselha — 25-4.°-88). 3

Problemas n.°® 1805 a 1888 propostos por J. Faria de
Abreu (de Penafiel).



