
-GAZETA DE MATEMATICA 19 

1834 — São dadas uma semi-eireunferência dc cen-
tro O e diâmetro AS e duas semi-circunferências in-
teriores a esta e que tem como diâmetros os segmen-
tos OA e OB. Descreva a circunferência de centro C 
tangente interior à circunferência ipaiar e tangente 
exterior às duas menores. Sejam M e N os pontos de 
contacto nestas duas se mi-circunferências. Exprima, 
em função de ÃD o perímetro do triângulo [CMN] . 
H : Seja A H - e x o raio da circunferência de cen-
tro C . Se forem Oi e O? os ftontos médios de OA e OB 
o triângulo [C 0 j O] é rectângulo e dêle se deduz 
(r — : 4 = (r : 2-fx)- donde x = r/3 . Por outro 
lado o triângulo [CMN] é homotético do triângulo 
[CO, O,] e então CM : CÕi — MN : Õ7Õ2 o» r/3: (r/2 + 
+ r/3)=MN : r donde MN = 2r/5, O perímetro de [CMN] 
ë então 2 - r/3 + 2r/5 -16r/15 - 8ÃB/15. 

1835 — O volume de uma esfera de raio R tan-
gente às bases e à superfície lateral de um tronco de 
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cone de revolução é metade do volume do tronco de 
cone. Exprima, em função de R , os raios das bases 
do tronco. R : Sejam rj-< rj os raios das bases superior 

e inferior do tronco, será: 8TrR:l/3 = 2/35tR(rJ + r|4-r1ri) 
ou 4R,=rJ-j-r| + r, r j , notando que è 2R ti altura 
do tronco. A geratriz do tronco tem jtor medida 
V/ílt^ + ^rj—r,)1 e da figura tira-se, considerando os 
triângulos semelhantes [OEFJ e [ACGj , que 
R:(r i+ra)/2=2R:l/4Rí + ( r I - r 1 ) ! o« t A R z + f o - r , ) * -

rj e quadrando 411* + (rj—r,)'' = (rj -f r2)s e por isso 
ri rj - Rí valor que substituído na primeira expressão de 
4RJ determina rf + 3R2 equação que. cotn rj r| = R* 
permite determinar rj e r"2 cujos valores são ' 
r, = R / ( 3 - ^ 5 ) : 2 e :2 . 

1836 — Determine os ângulos que uma diagonal 
do cubo forma com uma aresta, com uma face e com 
a outra diagonal. R : Seja 1 a aresta do cubo a sua 
diagonal será d — l 1^3 e a diagonal duma das faces do 
cubo d ,—lj /2 . Se considerarmos o plano que contêm 
duas diagonais da cubo, notamos que He projecta orto-
gonalmente na face do cuho uma diagonal, projecção 
que a a diagonal da face do cubo. O ângulo destas duas 
diagonais (do cubo e da face do cubo) é o ângulo da 
diagonal do cubo com a face, e do triângulo rectângulo 
cujos catetos são a diagonal da face c a aresta do cubo 
tira-se : cos a. — y'6 • 3 sendo a 0 ângulo da diagonal 
com a face, e 3=90" — a sendo (3 o ângulo da diagonal 
com a aresta. Se considerarmos finalmente o triângulo 
formado pelas semi-diagonais do cubo e por uma aresta, 
e aplicando a proporcionalidade dos senos dos ângulos 
dum triângulo aos lados opostos, sen f5 : d/2=sen i: 1 ou 
sen y = 2 V - * 3 . sendo -j o ângulo das duas diagonais* 

Soluções dos n,"" IS51 a 1836 de J. da Silva Paulo. 

M A T E M A T I Ç A S S U P E R I O R E S 
BREVE ESTUDO, NO CAMPO REAL, DE ALGUMAS TRANSCENDENTES ELEMENTARES 

por Manuel Zaluar Nunes 

F u n ç ã o l o g a r i t m o n e p e r la n o y = l o g * 
Ror vários modos pode ser apresentada e estudada, 

num curso de Matemáticas Gerais, a função y = log x . 
Um dêles consiste em introduzi-la como primitiva da 
função l/x . Com efeito esta função l/x , continua para 
se > 0, admite primitiva definida a menos de uma cons-
tante aditiva, primitiva que se reconhece, porém, não 
ser exprimível por combinação finita alguma das fun-
çScs previamente conl̂ jjjfcdas. E esta a via que adop-
taremos nesta exposição, que acompanha de perto 
algumas das obras citadas na bibliografia final. 

Def in ição 

A função y^logx {logaritmo neperiano, natural ou 
hiperbólico de x) È a função definida para JS > 0 que 

admite a derivada y'—l/x e que se anula para sc=l . 
A função log x é pois a medida algébrica da área 
limitadapeloramo 
do primeiro qua-
drante da hipér-
bole equi látera 
y=l/x , eixo real 
e ordenadas de 
abscissas 1 e x , 
área representada 
na figura. 

Tem-se então: 

log x Z ' 1 , 

'J Ï 
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Algumas propriedades 
Da definição resulta imediatamente que y = log x <5 

uma /unção continua e derivável (jr'=-l/a) . 
É l o g x > 0 para x > l , l o g l = 0 e l o g x < 0 

para 0 < x < 1 , 
Como a derivada 1 jx é constantemente positiva 

para x > 0 , a função logx 6 monotònica crescente. 

De y"= —— < 0 conclui-se que a curva y — logas volta 
~ X 1 

a concavidade no sentido dos y negativos. 
Tem-se para a e b números reais positivos 
quaisquer log ab=«log a + log b . 

Seja a > 0 e calculemos (logai)'. Tem-se (loga.1)1 = 
= a/ax = 1 / x~ (\og x)' donde se conclui que log 
= logx + c. Iíecordando que, por definição, é logl^O, 
deduz-sec«=logo, fazendonaigualdade anterior x—1. 
Vem pois log ax=Iog Ioga , c.q.p. 

Noli - Vê-se entSo que a íunçúo logx satlsfairã equação 
funcionat f (xy ) -* f (x ) + f(y>. Pode mostrar-se mais que 
nüo há funçBo alguma derivável distinta de c log x e solu-
ção da equação indicada, (excepçflo feita dafunçHo A x ) = 0 , 
que corresponde a c ^ O , sem lute rês se). Cora efeito, deri-
vando em ordem i r e j f , respectivamente, a equação fun-
cional vem yf' (.xy) — f'(x) e xf (xyt^f (y) donde 
«f (ff) = xf (jr) = c , f (x ) c/x , donde finalmente 
/ ( x ) = j ^ dx + c,s=c log x + c , . A subatituícSo na equa-
ç3o funcional dá c, = 0 . 

Mais geralmente, e como resultado da propriedade 
associativa do produto de nilmeros reais, tem-se; 

H íj 
log n 2 log a< ( a ; > 0 ) . 

O caso particular = — conduz a 
log = n log a . 

Mostremos que esta propriedade, assinalada no 
caso n > 0 inteiro, é válida para n rar.ional qualquer. 

Comecemos por considerar n > 0 racional qual-
quer n=plq. 

De (ap'*)° = ar deduz-se q log (a"1') = p log a , 
log a'<*=plq log a , c. q. p. 

Para passar ao caso dos expoentes negativos note-
mos primeiro que no caso do quociente, de ct / ixA-a 
vem loga/6-l-log t = Iogd ou log a/6-=Iog a —log A . 
Se a = l tem-se los l/ò=- —log b . 

Se for n racional negativo »-* —«' («' >0 ) tem-se 

log a"=log—— = — log a"' «* — n1 log a — n log a . 

A propriedade loga" = nloga verifica-se pois 
para n racional qualquer e a > 0 . 

Nota — A propriedade indicada é válida para n real qual-
quer o que nBo pode porém mostrar-se neste momento. 

Passemos agora ao estudo de outras propriedades 
de Ioga; relativas ao seu comportamento quando 
X 0 O X — + O 0 . 

É I i m log -f oo . 

Seja a > 1 e portanto log a > 0 . Tem-se para p in-
teiro y = Iog x > j»log a, desde que x > np, arbitraria-
mente grande, c. q. p, 

É lim iogit^"— 0 0 . 

tf resultado da propriedade anterior e de dois nú-
meros recíprocos (a® e a~T) terem logaritmos simé-
tricos. 

Notemos, o que nos dará indicações para o traçado 
da curva representativa, que o coeficiente angular da 
tangente no ponto da abscissa x é l/as e que esta 
função é monótica decrescente tendendo para zero 
quando X^KSO. Em particular, no ponto de abscissa 1 
o coeficiente angular é 1 , isto é, os dois infínitési-
mos / («) — log (14-u) e u são equivalentes. Com efeito, 
visto a derivada ter o valor 1 no, ponto 1 segue-se que 

_r(l) = iim — =Iira—— = 1, c.q.p. ' W „^0 a a 1 " V 

I i m 
i - H - u e 

log X 
0 . 

Seja x j < x e designemos por £ um valor conve-
niente intermédio de XQ e x . Pela fórmula dos acrés-
cimos finitos; log x — logx® + (a; — a^) donde 
log x loggft-l-fo—act) % 1 ^ log xá | at—gp t .11 -—- • ' • expres-

XQ X 

são que tende para l/xfl quando x - » + co . Como XQ 
pode ser escolhido arbitrariamente grande tem-se 

btn — - - 0 , c. q. p. 

Paru n racional qualquer positivo tem-se 
logx 

l i in e 1 im x" log x=0 . 

Com efeito, fazendo x = y1'", vem l im 
logx 

x" 
lofty 0 e fazendo T. = y~i,n deduz-se anilo-

— logy 
gamente limx"logx=- l i m = 0, c. q. p. jt-̂ o v . • oo ny 

Façamos agora o est udo da funçSp exponencial de 
base e, inversa do logaritmo neperiano. 

Função e* 
Def in ição e pr incipais propr iedades 

Das propriedades apontadas da função logx resulta 
a existência duma função inversa continua, derivável 
e crescente, cujo domínio é todo o eixo real e contra-
-domínio o semi-eixo positivo das ordenadas. É a fun-
ção que designaremos, de momento, por" .E (x) e cujo 
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gráfico se pode obter, como ç sabido, construindo a 
curva simétrica de y=*logx em relação a bissectriz 
dos eixos coordenados de equação y ^ x . 

Y 
1 * 

M 

imrU 

/Ù A??j^f 

/ / o / X 

/ V 
Passemos à dedução das propriedades de E (x) que 

resultam também imediatamente das correspondentes 
de log x . 

Derivada de _v = E (x) . 
Basta, para deduzir y\ recordar a lei de derivação 

duma função inversa e notar que a inversa de y*= E(x) 
é x = l o g y e que x ' = (logy) ' = l /y . 

Assim, tem-se : y '—1/af—y—E (x) . 
A função E (x) é idêntica à nua derivada. 

.4 função E (x) satisfaz a equação funcional 
E ( a + b ) = E (a) • E (b) (a e b números reais 
quaisquer). 

Comecemos por notar que do faeto de serem inver-
sas as duas funções consideradas se tem para x qual-
quer x = log [ E (x)] . 

Consideremos agora o logaritmo do produto 
E(a)E(b). Vem: log [E (o) • E (6)] = log \E (a)] + 
+ log[jü(t)J = a + íi eportanto E(a) • E(b)^E(a + b), 
C. q. p. „ 

Generalização imediata: n E («,) • 
i—i 

•EiZat). 

Nora — Pode aqui observar-se também que nRo há futiçüo 
alguma derivável fundamentalmente distinta da funcSo E ( x ) 
e so lução da equação funcional : / ( j r + y) — fíx) • f(y) • 
A justi f icação fíir-se Ia por Via análoga à Já Indicada no 
caso de l og . r* 

No caso particular a, — a ( i — 1 , 3 , ••• « ) tem-se: 
[E (a ) ] "^ E (no) . 

Mais geralmente, para n racional qualquer, duma 
propriedade assinalada para log x , deduz-se: 
log([.E («)]»> — « l o g [ E ( a ) ] - n a ou [E ( a ) ) n - E ( «o ) . 

Designando por e o valor do E (ir) para x = l , 
r r dt \ 

isto é, E = e ou ^ log e — j — = 1 ) vem, para 

a; racional qualquer E(x)=-e?. 

As propriedades fundamentais atrás indicadas pas-
Bam a ser traduzidas por — e**' e = 
para « racional qualquer. 

Ê também evidente que 
£ ( l ) - e « - e , E(t) E(—r) = £ ( 0 ) - e ° = l 

em vista de convenções conhecidas. 
A função E (,r) continua para todos os valores de x 

coincide assim para x racional com a potência e* -
Convencionaremos, naturalmente, estender esta re-

presentação E (x)t-e* a x irracional, generalizando 
assim, a noção de potência no caso do expoente irro/-
cional para a base e . 

Passemos ao estudo de outro conjunto de proprie-
dades de ff (função exponencial de base e). 

Os infinitésimos x e e* l são equivalentes. 

Com efeito lim -— — — lira - . 
i -M) "> x ^ x y 

Tem-se para n racional positivo 
e" l i m — — + oo e l i m x"e*™0. 

I-»-f-<0 x x-»-oo 

Mostremos finalmente que o limite d3 sucessão de 
Iprmo geral it„—(1 + 1/n)" é o número e definido 
por loge — 1 . 

Para isso considere-se a sucessão u„ — log u. ~ 
«= n log (1 + 1/n) . Recordando que log (1 + l /n) é 
para n oo um infinitésimo equivalente a l / n , vem 
l i m v„™lim n • log (l + l/n) =1 im n • 1/n—1 e por-ia —>CO M h OO 
tanto l i m i>„ 1 i m log w„ log ( l i m «„ ) = 1 ou rt—>00 tt—>00 Tt—>0O 
lim «„ cs e , c. q .p . 
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EXAMES DE FREQÜÊNCIA E FINAIS 

ÁLGEBRA SUPERIOR - MATEMATICAS GERAIS 

F. C, C. — ÁLQKBKA SUPKEIOA — Exame final, 9-6-944. 
— P o n t o 1 

1837 — Demonstre que o produto de duas raines do 
índice n da unidade é ainda uma raiz de índice n da 
unidade, R : As raízes de indice n do unidade são: 

2 k * 2 k n 
• COS + i sen -—— ( k = 0 , l , 2 . . . n - l ) 

. pondo k = i e k = j , vem : 
2{Í + j ) * . 2 ( i+ j ) « = eos — -(- j sen — 

ora i + j = nq + r com 0 < r < n - l . 

Portanto : w,. \v, = ^ 

/ 2r 

2nqit 2nqir 
cos - + » son 

n 

: . 2rir\ 2rn cos + 1 sen — ) - cos — L n q ) n + i sen 2 r * 

que é uma raiz de índice n da unidade, c. q. d. 

1838 — Calculo pelo método de aproximação de 
Newton (usando duas aproximações) a menor raiz 
positiva da equação x — cos 33 = 0 . R : A menor raia 
positiva da equação dada está contida, no intervalo 
(0 , TT/S) . A função f(x) —x —eosx e a sua segunda 
derivada têm no ponto 0 sinais contrários. Portanto, a 
primeira aproximação da raiz é: 

, f íb) rr ir/2 n ' r, = b - - — ' - - — r—r - - - 0.7854 . 
1 f (b) 2 1 + 1 4 ' 

Para calcular a segunda aproximação note-se que a 
raiz está contida «a intervalo (0 , ir/4) . Portanto, visto 
que f ( r c / 4 ) > 0 

í (bj * w / 4 - ^2/2 
4 f (b) 1 + V^2/2 

- 0 , 7 8 7 4 . 

1 8 3 0 — Que valor se deve atribuir a k para que a 
equação ay1 — LE* + (A — 1) xy + (A + 1) y — I = 0 repre-
sente duas rectas distintas ? R : A condição para que 
a equação dada represente duas rectas distintas, c: 
(B í -AC) (D1 —AE) = ^liD —AF)- ou seja, m nosso 

/ a ! + l _ 2 a \ /aí 4-2a +1\ / a * - l 
caso : I —-——+ a I • [ — — 11— ak I 

V 4 •) \ 4 / V 4 } m 4 
! a î - l 

2 

•—4ak; logo k ~ — 

- — ak ou ainda a '+2a+lJ -a í+l 
a+1 
2a 

SoluçOes dos n." 1S37 a I 
•querque. 

) de L, O. Mendonca de Albu-

F. C. L. -- ALOEURA SUPESIOK — 2.° Exame de freqüên-
cia, 1942-43. 

I 
1840 — Equação da tangente à curva y^xe'1"' no 

ponto M (x,y) e limite para que tende esta tangente 
quando UM tende para oo . 

1841 — Determinar o 4." termo do desenvolvimento 

em série de Mac-Laurin de • 'og (1 — x) . 
R: De (l + x ^ ' - l - x + x ' - x ' + x* = Z u„ 

e I o g ( l - x ) - - x - - - - - - 2v „ , tem-se 

w< = u„ v4 + u, v3 + u ,v , + u3 V, V0 OU Wí=7x ,/12 . 
1842 — Determinar os máximos e mínimos da fun-

ção y-^sen xi + cos x* . R : Pondo y = senu+-cosu 
tem-se y' = cos u —sen u = 0 para tgu = l ou u = */4 + 
-1-kTr. Agora — sen u — cos u é positiva para 
u = +2kfr e negativa para u = 7 r / 4 + 2krc ; nestes 
pontos a função tem portanto um mínimo {— \>lí) e um 
máximo de (^2), respectivamente. 

I I 

1843 — Como se levanta uma indeterminação do 
lua r fo» 

tipo eoO? Justifique. R : De y [f (x)]"» = e 1 " " " 
Hm '""•> tem-se lim y • 

X »• 1 

logf (x) 

Bastará determinar-se 

l i m • 
i 

k W 
1844 — De que relação se parte para concluir 

que f(x,y) é continua num ponto em que tem deri-
vadas contínuas? II: Da fórmula dos acréscimos 
finitos. 

1 8 4 5 — Não é possível garantir a continuidade de 
f {x ,y) em condições mais gerais ? Como ? R : Para 
que f (x , y) seja continua num }nmto em que admita 
derivadas parciais ê suficiente que estas sejam limita-
das nas suas vizinhanças. 

1846 —Que fórmula se pode utilizar no cálculo 
aproximado de 2 5 w ? R : Pondo 25 = 32(1/32 + 24/32) 
pode desenvolver-se (1/32 + 24/32) pela /Armida do 
binómio 

1 8 4 7 — Como se justifica o uso que se faz de / " ( a s ) 
para determinar a situação duma curva em relação 

Wl . w 
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à sua tangente na vizinhança do ponto de contacto ? 
R : A partir da comparação da ordenada y = f (i^) 4-
+ Xo) P (xo) + — xú)I/2 • f ' (x,) , na vizinhança do 

ponto (x0,y(l) da curva, com a ordenada Y = f(ip)4-
+ (x — X(i) f (xo) do ponto da tangente à curva em (x^yo) 
que tem a mesma abscissa que o pri metro -

1848 —Aplique a ?(í) =*f(a+ Aí,è + frí), no intervalo 
de í = 0 a t— 1 , o teorema do Lagrange e classifique 
o resultado obtido aproximando-o de alguma fórmula 
conhecida. R : È ç (t + At) — ? (t) = At®' (t + 9At) . Pon-
do-se a-j-ht = x e b-f-kt — y será hAt=Ax e kAt=Ay; 
alem disso ç' (t) = hfI + kf, e finalmente : 
í (x + ix , y + Ay) - f (x , y ) - â x Ç (x + SAX , y + toy) +• 

+Ayf^ (x-fSix, y + 6iy) . 
1849 — Na resolução durn problema de máximos e 

mínimos é sempre necessário recorrer às derivadas de 
ordem superior? Justifique. R : Um ponto de máximo 
ou mínimo é um ponto em que a 1.' derivada muda de 

sinal. Para o determinar basta em muitos casos o conhe-
cimento da derivada como quando, sendo a. e fi inteiros 
positivos, se tem y< = (x — a)*/(x —b)^. 

1850—Que relação liga os coeficintes angulares 
de 2 diâmetros conjugados da curva 2jcZ + y1 — 2 ? 
R : Sendo m i m 1 êsses coeficientes, a relação é: 

mm'=» —2. 
1851—De que teorema se deduz que (5 constante 

a diferença entre duas primitivas da mesma função 
finita? É necessária esta restrição finita ? Porquê? 
(Funções reais, variável real). R : Do teorema de 
Lagrange ou, mais directamente, dum seu corolário que 
diz que se duas funções num dado intervalo admitem 
derivadas finitas constantemente iguais, a sua dife-
rença, nesse intervalo, é necessàriamente constante. 
A restrição é necessária. Considere-se a função nula 
para qualquer x 0 t infinita para X—Q . Qualquer 
função, nula para x —0 e igual íi k | x |/x para x ^ O , 
é uma primitiva de 1"; duas destas funções não dife-
rem duma constante. (Este exemplo é uma variante dum 
outro que se encontra em Vicente Gonçalves, Lições do 
Cálculo e Geometria, pág. 191). 

1852 — Para que valores de x se desenvolve sen cr 

em série de Mac-Laurin? Porquê ? It: Qualquer, por-
que sen z tem um desenvolvimento em série de potências 
válido em todo o plano. 

III 
1853 —Escreva a identidade de Euler p3ra a fun-

ção homogénea f (x ,y) e derive-a em relação a x . 
Em que condições se deduz daí que f l ( i , y) é tam-
bém função homogénea? R: A identidade e xf^-t-yf| = 
= * f ( x , y ) . Derivando, tem-se f, + xt", + yfj', — o u 
if,', 4- yf^ = (« — ! ) . Na condição de serem continuas 

as derivadas de 2.' ordem f̂ ,«•>F/, é f , ( x , y ) uma 
função homogénea visto que verifica a identidade de 
Euler. 

1854 — Ache a equação da recta variável na qual 
os semi-eixos Ox e Oy determinam um segmento AB 
de grandeza invariável, li : Sendo A B ^ l a equação 
será x/p + x/ 1/l2 —p! = 1 , 

SoluçSes dos n. 1 1841 a 1854 de O. Ramos de Castro. 

I. S. C. E, F, — 1,* CADEIRA. 
8 de Junho de 1943. 

- 2 e x a m e de freqüência, 

1855 — Calcular a área dum triângulo, cujos com-
primentos dos lados, são as raízes da equação 

(Utilizar a fórmula S— YP [p — a) (p—b) (p~c) em 
que p é o semi-perimetro e a , b , c as medidas dos 
lados do triângulo). R: Tem-se p(p — a) (p—b) (p — c) — 
— p4 — pJ (a 4- b 4- c) 4- p* (ab 4-ac-J-bc) — pabe e petas 

fórmulas de Newton : a + b4-c= —a, ab-t-ac + bc = p e 
a + b + e — % 

abe— —7 . Ora p — - — — ™ - — ; portanto, 

S - s!* ( i a p - S f ^ ^ M . 

vv yv 
1856 —• Mostre que é + — • 

l.e1 Sy- W» / 

se fôr F ~ * f ( x , y ) e 

I 
R : Tem-se : 

x^e* cos 6 
y = er sen (I. 

>Y i V 
CSS —• er cos 6 4 e'sen 0 

Sr 5x iy 
SV r ' — e' sen 5 + — er cos 0 

SB 1 6y 
» ! Y ! ' V , , , » : V , SV 

= etr cos' 9 -I—•— eIr sen 9 cos 9 4 er cos 9 -r 
6rJ ix* íxiy íx 

S4V . Í*Y . 6V 
-I e ír sen 8 cos 0 H e sen' 0 -I e" sen 0 

íxiy iy1 ly 
6' V 6* Y 6' V í V 
—— —— e.-' sen' 9 e'1, sen 0 cos 0 — — or eos a — 
Í91 tx* SxSy tx 

(L'V . , * V . , ,• I V ^ 
— e'r sen fl cos 0 H e " cos1 0 — — er sen 9 . 

íxíy ty- iy 
Somando ordenadamente e tendo em conta as simplifi-

i ' V i ' V 
cações, virá: + —— 

' ír iO1 

6'V 
Èx 

»•V 
6 xa by' 

donde : 

V i 'V /6 'V 6JV\ - H — e^r — - + i c. q. p. 
1 Syi Vir1 i s 1 / 

1857 — Considere-se um triângulo [ABC] de base 
AB e de altura CO • Tomem-se para eixos coordena-
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dos as rectas contendo AH e CO. Sejam a e b as 
abcissas dos pontos A e B, c a ordenada do ponto C. 
Escrever as equações das alturas dêste triângulo, veri-
ficar que elas passam por um mesmo ponto e deter-
minar as coordenadas deste ponto. R : Escolhendo o re-
ferencial cartesiano ortogonal que aconselha o problema, 
é fácil ver que as três alturas do triângulo são medidas: 

altura CO sobre a recta x = 0 
» AD —• sobre a recta que passa por A (a , 0) 

e é perpendicular à recta CB . 
í BE sobre a recta que passa por B (b ,0) 

e é perpendicular à recta AC . 
Equações das rectas CB e AC 

C B ) 5 + 1. y — —c/b • x + c 

A C> £ + c 1 y - - e / a - x + c . 
Portanto, as equações das rectas AD e BE serão res-

~ - (x — b) . Tem-se de 

minanle: A 

jior exemplo, o sistema: 

, o que é evidente. Para 

pectivamenle : y = (x — a) e y 

verificar ^tie ou três rectas de equações: x=0, 
y — b/c • (x — a) e y —a/c-(x — b) j/assam todas por um 
mesmo ponto. Como sabemos, terá que ser nulo o deter -

1 0 0 

b — c ab 
a — c ab 

determinar os coordenadas dêste ponto, basta resolver, 
x=0 f x = 0 

1 y—b/c • (x--a) I y —~ab/c . 
1858 — Estudar e representar graficamente a fun-

ção y — e-ln' . Calcular, utilizando o seu desenvolvi-
mento em série, o valor numérico de y para x—ir/4 com 
um erro inferior a 10"' . R : Função definida em toda 
o domínio da variável x real, periódica de período ir, 
São seus pontos de descontinuidade infinita, de 1* espé-
cie, os pontos de abeissa x = (2k + l ) TT/2 à esquerda dos 
quais a função tende para zero e à direita dos quais 
y -+ + oo . É um ponto da curva, sobre o eixo das 

ordenadas, o ponto (0,1). Tem-se : 
y' — — e - w • see' x -* y' < 0 qualquer que sy a x , logo, 
a função'é monotònica decrescente; não tem máximos 
nem mínimos, y" — e - « 1 • see' x (see1 x — 2 tg x) — 
«•e-1«1 secJ x • (1 — tgx)1 o que leva a concluir que y não 
tem pontos de inflexão e apresenta a sua concavidade 
sempre voltixda no sentido das ordenadas jMsitivas, por 
ser sempre y" > 0 , O cálculo do valor numérico de y 
para X = JT/4 reduz-se, como facilmente se vê, ao cálculo, 
com um êrro inferior a 10"1, da soma dos termos da 
série alterna; 

e-< — 1 —1 + — — + — — 
2T 3 1 4 ! n t 

J L _ J L 4 - 1 _ 1 

2 ! 3 ! + 4 1 5 ! h 
Tomando os quatro primei-

ros termos desta série, cometeremos na cálculo da suo 
1 

6! 
soma um êrro < 

1 1 1 
: < Basta calcidar — J 
720 200 31 

1 1 , , , 
—- e — com três casas decimais (arredondando a úl~ 
4 1 5 ! 

tema), para se cometer três êrros de cálculo inferiores 
a 1/2000, logo um êrro total inferior a 1/200. Com 

um êrro sistemático e uni erro de cálculo < TTT t o re-
200 

sultado virá pois com a aproximação desejada; assim, 
será e"' =0,5-0,167 + 0,042 - 0,008 -0,367 . 

S o l u ç õ e s d o s n . " 1856 a 1058 d e O . M o r b e p R o d r i g u e s . 

I. S. C. E, F, — 1 .* CADKIKA — E X A K K TÉCNICO — 2.° exame 
de frequência extraordinário. 23-6-943, 

1859 — Importância do conceito de mo no tonicidade 
na teoria da convergência de séries. 

1860—Estabeleça, pelo caminho que lhe pareça 
mais curto, a fundamentação do teorema dos valores 
compreendidos sõbre o conceito de corte. 

1861 — Aplique o teorema de Rolle à função : 
y (x)~(x—a)" • (x — ò)5 

e determine o ponto em que a derivada se anula. 

GEOMETRIA DESCRITIVA E PROJECTIVA 
F. C. C. — GEOMETRIA DESCÜITIVA — 2.° exame de fre-

qüência. Junho de 1943. 

1862 — Geometria cotada. São dados : uma recta r 
de declive 1 e um plano a de intervalo 4/3 . A recta e 
o plano projectam-se Begundo dois lados opostos de um 
quadrado. Representar a recta simétrica do r em re-
lação ao plano a . Escala 1 : 80 . R : A introdução de 
uni jJütio vertical dc projecção de traço paralelo à es-

cala de declive do plano dado, transforma a. num plano 
de topo e r mona recta frontal, resolvendo o problema 
imediatamente. 

1863 — Perspectiva cavalheira. Determinar o ângulo 
de dois planos de traços paralelos.\ 

1864 — Superfícies. É dada uma esfera pelos con-
tornos aparentes, de 3,5 cm de raio e centro no se-
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gundo plano bissector. Conduzir os planos tangentes 
á esfera paralelos a uni plano dado pelos traços. 
R Conduza-se pelo centro da esfera uma recta perpen-
dicular ao plano dado. Os pontos em que essa recta in-
tersecta a esfera são os pontos de contacto dos planos 
pedidos. 

f . C. C. — GEOMETIUA DKSOBITIVA — Exame final, Junho 
de 1943. 

| 869— Perpeetiva rigorosa — Representar o ponto 
simétrico de uni ponto dado em relação ao plano do 
quadro, li r Conduza-se pelo ponto o plano projectante 
de topo e rebata-se sobre o plano do quadro. 

1866 — Superfícies — ftepreBCntar a secção plana 
feita numa esfera por um plano definido pela L. T. e 
pelo centro da esfera. 

Soluções dos n.° ' 1S62, 1864 e 1865 de L. G. Mendonça 
de Albuquerque. 

F. C. C. — GEOMETRIA PROJECTIVA— Exame finai, Outubro 
de 1943. 
1 867— Dada uma involução de raios por dois pares 

de elementos conjugados, determine o par de raios per-
pendiculares conjugados na involução. Justifique. 

1868 — Dada uma parábola por três tangentes e o 
ponto de contacto de uma delas, determine pelo pro-
cesso de Brianchon, a direcção do eixo. Justifique. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 
F. C. P.—Exames finais—Outubro de 1943.—Ponto n.° 1. 

1869 — Calcu lar a área limitada pela curva 

y — 1 o eixo dos w é as paralelas ao eixo 

dos yy tiradas pelos pontos de inflexão. R : Para 
b 

abeissas dos pontos de inflexão obtém-se : x — + a ' 

A área pedida será : 
t v r 

f dx _ ^ I a r ax"| V i l . 
J k així + bi ab I ar< S b | y ' 3ab 

1870 —Determinar a envolvente das circunferên-
cias cujos centros percorrem a parábola y e cujos 
raios são iguais às ordenadas dos centros. R : As cir-
cunferências consideradas têm por equação (X— 
+ (Y — Jt1)1—** , onde x desempenha o pajtel de parâ-
metro.- Derivando em ordem a x , obtem-sc (X —x) 4-
-t-2x (Y—xíjss—2x3; eliminando x entre esta equação 
e a anterior, cem 2Y (XJ -J-YJj — YJ = 0 , que representa 
a envolvente pedida. Trata-se do eixo dos X X e duma 
circunferência centrada no eixo das YY e passando 
pela origem. 

1871 — Sendo JV/{?,9) o ponto corrente de uma linha 
(C) , determinar a sua equação sabendo que esta 
linha passa pelo ponto A {9=0 , p = a , em que a > 2) , 
e quo a área OAM tetn um valor numérico igual ao 

_ 9. i 
arco AM. R : Tem-se j y V + P " d» = - J p' da , 

ü 0 
donde , ou p' = a p1 — 4/2. Separando va-

3 
riáveis e integrando, obtém-se r — * Os dados cos (fl + C) 

iniciais levam a cosC=-2/a; a equação procurada t, 
2a 

ims, f -i que representa uma recta. 
2cos f l— — 4 s e n a 

Soluções dos n , " 1869 a 1871 de A. Pereira Gomes. 

F. C. P. — Exame final, Outubro de 1943. — Ponto n.° 2. 

1872 — C a l c u l a r a área limitada pela curva 
desde a origem até à paralela ao eixo 

dos yy tirada pelo ponto de ordenada máxima. 
R : Para abeissa do ponto de ordenada máxima, 
obtém-se x — 2 . A área pedida será : j 

A = S = 2 J x (3 — x)s dx , ou, pondo 3 — x — t*, [-ar A = 4 j ( 3 / 3 - 3 ) . 

1873 — Determinar a relação que deve existir entre 
R e a para que a envolvente das esferas a^H-y'-f-
+ (z — 2o)*™ R2 seja a superficie x*+ = . 
R ! Exprimindo que, em, cada ponto, o plano tangente à 
emxilvente coïncide com o plano tangente à envolvida, 
obtém-se z = a; eliminando x , y , z entre esta equação 
e as dadas, vem ; 2a? —Rí — I , que é a relação pro-
curada. 

1874—Dada a equação diferencial (1) y'**-y*+yy' 
sabe-se que se considerarmos y' como abeissa teremos 
uma cúbica com um ponto singular ua origem. Deter-
minar as equações paramétricas da linha integral 
de (1) que passa pelo ponto ( 0 , 0 ) . R : Se puzermos 
y =»ty', sabe-se que podemos exprimir y e y' em fun-
ção racional de t . Obtém-se y' t*+t , y ^ t ' + f , 

dy dx 3t-f-2 
donde —=-3tí-(-2t e, portanto, —— ; integrando, 

dt dt t-t-l 
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vem x=>3t—Iog(t4-l) + C . Os dados iniciais leiam 
a C - Ü . As equações paramétricas procuradas são, 

l x = 3 t - l o g ( t + l ) 
} y-O+V. 

Soluções dos ti."' 1872 a 1874 de A, Pereira Gomes. 

I. S. T. — CÍLCui.0 — Exame final, Outubro de 1943. 

1875 — Calcular o integral duplo j*^ xdxdy, em 

relação à área A limitada pela curva 3a£ + 2x —y + 
+ 1 — 0 , pelo eixo dos yy e pela tangente á curva no 
ponto de curvatura máxima. 

1876—-Determinar as curvas planas cujo eompri-
ds 

mento de arco s satisfaz à equação diferencial h 
dy 

d*s 
4-3y—— = 0 . (b e y coordenadas rectangulares). 

dy* 

1877 — Verificar que o laplaciano do módulo duma 
função analítica (excepto nos pontos em que a função 
ou a sua derivada se anulam) é sempre positivo; e 
que o logaritmo do módulo da mesma função (com as 
mesmas excepções) d sempre nulo. 

M E C A N I C A R A C I O N A L 
f. 8 . A. — MEC-ÂNICÀ RACIONAI, K TEORIA GERAL DE MAQUINAS 

— 1.° exame de freqüência extraordinária, 14-3-944. 
-> —* - v 

1878 —Demonstre que, se a , b e c forem orto-
gonais dois a dois, se tem (a b c )*—« 1 ^ 1 ^, 
R : O paralelepípedo construído sòbre os três vectores ê 
rectângulo. Qualquer dos membros da igualdade mede o 
quadrado do seu volume. , 

1879—Demonstre que, se A e D forem dois pon-
tos fixos dum sólido em movimento, a velocidade 
de C, exterior a AB, é constantemente perpendi-
cular ao plano ABC. 

1880—Considere um biela-manivela em que o 
comprimento da biela é igual ao raio da manivela 
(biela-manivela isósceles). Verifique que, se a rotação 
da manivela fôr uniforme, o centro do cavilhão está 
animado de movimento harmónico simples. 

1881 —Demonstre que todas as soluções da equa-
ção vectorial a b , em que os vectores cons-
tantes a e b sa t i s fazem às condições n ^=0 e 

—* — 

_ b a -*• 
a | b = 0 , Bão dadas por x> — — ^ h >, « , onde 1 é 
um escalar arbitrário. 

1 8 8 2 — D o ponto A , situado 19,60m acima do 
solo, deixam-se cair sucessivamente, sem velocidade 
inicial, dois grãos de chumbo P e Q. Quando o grão 
Q inicia a sua queda, já P percorreu 4,90 cm . Des-
prezando a resistência do ar, calcule a altura a que 
se encontra o grão Q ao atingir P o solo. Sugere-lhe 
o resultado deste problema alguma explicação, mesmo 
parcial; para o facto dos jactos líquidos tenderem a 
dividir-se em gotas? R : Altura pedida, x«= 1,91 m . 

I. S . A. — MECÂKICA RACIONAI, ETEORIA GERAI, LUV.MAWCINAS 
— 2." exame de freqüência ordinário, 23-5-944. 
1883 — A figura representa uma manivela manual 

com multiplicador. A manivela M , em vez de estar, 

M 

como habitualmente, solidária com o veio V , forma 
com êle um par rotóide. O satélite C une-se à ma-
nivela por um par rotói-
de e engrena com as ro-
das planetárias iguais A 
e B . A primeira destas 
é solidária com o veio K; 
a roda B faz parte do 
fixe, formando um par 
rotóide com V. Por cada 
volta da manivela, quan-
tas rotações faz o veio? 
(Feraudi), R ; Notando 
que o mecanismo é o di-
ferencial dos automóveis 
com uma das rodas pla-
netárias fixa, vê-se ime-
diatamente que o veio V 
efectua duas rotações por cada volta da manivela. 

1884 —- Os perfis dos dentes duma colecção de rodas 
cicloidais de eugrenamento avulso foram gerados por 
uma rolante auxiliar com 3 cm de diâmetro. A roda 
de flancos rectilíneos tem 14 dentes. Qual é o diâme-
tro primitivo da roda de 5G dentes ? R : Numa colec-
ção de nulas de engrenamento avulso, os diâmetros pri-
mitivos são directamente proporcionais aos números de 
dentes. O raio primitivo do carreto de flancos rectilí-
neos, igual ao diâmetro da rolante auxiliar, vale 30 mm . 
Bogo, a roda de dentes tem por diâmetro primitivo 

2 x 5 6 x 3 0 
2R 14 • 240 mm . 

1885 — Demonstre que o lugar geométrico das rec-
tas, paralelas a uma dada direcção, em relação às 
quais o momento de inércia dum sistema material tem 
o mesmo valor, é uma superfície cilíndrica de revolu-
ção em torno do eixo que passa pelo centro de gravi-
dade do sistema e é paralelo à direcção dada. R: E con-
seqüência imediata do Teorema de Lagrange. 
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1886 — Calcule o momento quadrático da esfera 
homogénea do raio R e densidade p, em relação: 
a) ao centro; b) a um ponto da superfície. 
K : a) Decompondo em camadas esféricas, vem 

a ^ 

I « - 4 f f / r* dr — - irpR5 j b) o Teorema de Lagrangt 
Í 5 

32 , „ 
fornece, a partir do resultado anterior, Ir. — irpR . 

15 

1887 — A um elevador com 1 tonelada de peso, foi' 
em 3 s e com aceleração constante, imprimida a velo-
cidade de 4 m/s . Desprezando o atrito, calcule a força 
de tracção exercida pelos cabos e a altura subida 
durante aquele tempo. (Poorman) R : Força pedida, 
F«=1136,1 kg j altura subida, 6 = 6,00 m . 

Soluções dos n . " 1878, 1883 e 1883 a 1887 de P. de Varen-
nes e Mendonça. 

I. S. T. — 2.° exame de freqüência — 1943 

1888 — Verificar que as equações de Dagrange 
num espaço de configuração definido pela métrica 

d1 xi 
dt- = 2T dfi = 2 Ou. ^ ( l x k > tf-111 a forma —j— — 

I M a" 

f rs 1 tidst? — X ' — [ — , sendo (X') o vector força. I I J dt dt 

1889 — Um fio flexível, inextensivel e simplesmente 
pesado, suspenso por dois pontos situados sôbre a 
mesma horizontal, toma a forma duma serni-cireunfe-
rSncia. Achar a lei de variação da densidade. 

1890 —Um ponto material é atraído por um centro 
fixo na razão inversa do cubo da distância. Dada a 
distância inicial a , calcular a duração da queda. 
(Supõe-se nula a velocidade inicial). 

1891 —Quando um cilindro de revolução gira uni-
formemente em tôrno duma ge nora triz, o sistema daa 
forças de inércia é equivalente a um vector único, 
cuja linha de acção é a perpendicular baixada do cen-
tro de gravidade sôbre o eixo. Qual é a grandeza dêsse 
vector ? 

I. S. T. — MECÂNICA — Exame final, Outubro de 1943-
1892 — Num movimento central, seja r a distân-

cia do centro ao ponto móvel At, p a distância do 
mesmo centro à tangente à trajectória em AI, c a 
constante das áreas o F a grandeza da fôrça, por uni-
dade de massa, suposta atractiva. Verificar a relação: 

dp c* r = E ainda a relação ; sendo p o 
pi dr fp3 

raio de curvatura da trajectória em M . 
1893 — Um sólido formado por três hastes rectilí-

neas homogéneas idênticas (de massa AI e compri-
mento 2a) , cada uma delas perpendicular às outras 
duas, gira uniformemente em torno da baste média. 
Achar o vector principal e o momento resultante do 
sistema das forças de inércia, em relação ao ponto 0 , 
meio dessa baste média. 

1894 — Desenvolver ^ (ir—x) sen x em série de 

cosenos, válida no intervalo 0<JX<IT . 

P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia IJ do mês 

anterior ao do aparecimento de cada número da «fraseia» 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
mima folha de papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra-

tados), com a indicação do nome t da^ morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S 
1895 — Calcular os catetos e a hipotenusa dum 

triângulo rectângulo, e o n h e c c n d o - s e as superfí-
cies (A | e -4j) dos dois triângulos, em que a altura 
correspondente à hipotenusa, o divide. 

(Bach. do Ens. Esp." Poitier — 2-8,°-88). 
1896 — Encontrar quatro números inteiros conse-

cutivos tais que o cubo do maior seja igual à soma 
dos cubos dos outros tres. 

(Generalizar : — quatro números formando progres-
são aritmética). 

P R O P O S T O S 
1897 — Resolver a equação 

(a: — «) i/x — oL-f-(x^-b) \/x—b j 
V^x—«+ V^x—b i 

1898 —- Dividir o volume dum cone recto de revo-
lução, em média e extrema razão, por um plano para-
lelo à base. 

(Bach, ein ciências — Marselha —25-4."-88). 
Problemas n.°* 1895 a 1888 propostos por J. Faria de 

Abreu (de Penafiel). 


