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O teorema de Cantor-Bendixson
por J. Albuquerque (bolseiro em Roma dol. A. C.)

Um teorema muito importanta, sébre o qual deseja-
mos chamar a atengfio dos leitores da «Gazeta de Ma-
temdtican, teorema que foi enunciado pela primeira vez
por Bendixson em 1883, e é hoje universalmente conheci-
do por teorema de Cantor-Bendixson, afirma o seguinte:

Teorema de Cantor-Bendixzon. Zodo o conjunto li-
near fechado € a soma de um conjunto perfeito e de um
conjunto numerduvel.

Trata-se de um teorema tipico de estructura, e ¢
essa a razio da sua importéincia e freqiiente aplica-
¢do nas questdes de andlise.

Deram-se déste teorema muitas demonstracdes e
poderiamos limitar éste artigo a uma delas que esco-
lheriamos naturalmente entre as mais simples, mas o
nosso procedimento vai ser outro. Procuraremos antes
aprofundar o mais possivel o estudo da estructura de
um conjunto qualquer do espaco, e depois qudsi como
coisa secunddria surgird uma demonstragio, ndo do
teorema, mas de uma proposigio bastante mais geral
e rica do que éle.

Como base déste estudo deveremos dar algumas
definigdes, mas limitaremos ao minimo as nogdes e as
propriedades do espago que poremos em cena.

Consideremos um espago onde cada ponto p tem a
gua familia de visinhangas V,, e onde se dd a se-
guinte definicio fundamental e imprescindivel de
ponto limite ou ponto de acumulacgfo.

Difini¢do 1. Um ponto p do espago, é ponto de
acumulaciio de um conjunto E se e s6 se tdda a visi-
nhang¢a de p contiver pelo menos um ponto de E dis-
tinto de p. :

Dado um conjunto F poderemos entdo falar do
conjunto E' dos seus pontos de acumulagio, conjunto
chamado o derivado de E .

Definigiio 2. Um conjunto diz-se denso em si se
estd contido no seu derivado ; portanto o con]unto X
¢ denso em si se e 86 se X X'.

Um conjunto diz-se fechado se contém o seu
derivado ; portanto o conjunto X ¢ fechado se e
sdse X'c X.

Um conjunto diz-se perfeifo se ¢ simultineamente
denso em si e fechado ; portanto o conjunto X ¢é per-
feito se e s6 se X=X'.

Um conjunto diz-se clairsemé se n3o contém um
sub-conjunto denso em si nio vazio.

Definigiio 3. Dado um conjunto X chama-se coe-
réneia de X , ao conjunto de todos os pontos comuns
a X eao derivado X'; a coeréncia é pois um opera-
dor que a cada X faz corresponder um conjunto bem

determinado : ¢ (X)=X. X'. A coeréncia do conjunto
X é evidentemente uma parte do conjunto X .
Postas estas definigdes, tomemos um conjunto qual-
quer A do espaco, e formemos a seguinte sucessio :
AD c(d) D (4)D.--De*(4)D---

e ponhamos por defini¢io: ¢® (4)= 1 e (4) , onde
ne=]

representa o primeiro mimero ordinal transfinito. De
uma maneira geral, ponhamos para um nimero ordi-
nal <0 de segunda espécie, isto &, tal que ndo hd
um ordinal que o preceda imediatamente :
en (4)= T1 cB(4),
<z
onde B percorre todos os nimeros ordinais que pre-
cedem a .
Temos assim a sucessio :

@ ADc(4)Dc*(4)D - D@ (4) - DA (4)D -

A sucessdo (1) verifica a seguinte importante pro-
priedade :

P . Cada térmo da sucessdo estd ligado a A por uma
cadeia de conjuntos cada wm dos quais, ou tem um que
o precede imediatamente ¢ de que entdo € a coeréncia,
ouw ndo tem um que o precede imediatamente na cadeia
e entio ¢ produto de todos os precedentes.

A todo o conjunto do espago ligado ao conjunto A
por uma cadeia nas condigdes indicadas na proprie-
dade P, chamaremos um conjunfo obtido de A por
meio da operagiio P .

E evidente que: todo o térmo da sucessiio (1) € obtido
de A por meio da operacdo P .

Porém nio se pode afirmar que: todo o conjunto
de X do espago obtido de A por meio da operagdo P,
pertence a sucessio (1) .

Considere-se entiio uma sucessfio (2) definida por 4
e pela operagiio P, isto é, para a qual se possa afir-
mar que : todo o conjunto X do espago obtido de A por
meio da operagio P, pertence & sucessiio (2) .

B evidente que todo o térmo da sucessio (1) é um
termo da sucessdo (2).

Teorema 1. A sucessdo (2) tem um witimo térmo que
& um conjunto denso em si, nulo ouw ndo.

Demonstremos por absurdo, isto é, suponhamos que :

H. A sucessio (2) ndo tem um térmo denso em si
(nulo ou ndo) .

Representemos por I o produto de fodos os térmos
da sucessfio (2) * O conjunto D pertence 4 sucesgido (2)
por ser obtido de 4 por meio da operagio P. O con-
junto D é pois o 1iltimo térmo da sucessiio e nflo pode
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ser nulo porque seria denso em si e estariamos em
contradigdo com a hipotese H .

Logo D=0, e como D nio é denso em si, por hipé-
tese, teremos: ¢ (D)= D,ec (D) D.

Mas entdo D) nfio seria o iltimo termo da sucessio
e produto de fodos 08 tirmos.

O produto da totalidade dos térmos da sucessio, ¢
logicamente legitimado pelos dois seguintes factos :

a) admite-se que ésse produto seja nulo; #) a suces- .

sdo (2) ¢ uma sucessfio mondtona decrescente.

Para ser D o iltimo termo da sucessio deveria
ter-se: D=c (D), mas entdo D seria um conjunto
denso em si como facilmente se veria, e estariamos
de novo em contradiciio com a hipitese H .

A hipdtese H ¢ portanto inadmissivel, a suces-
830 (2) possui um térmo denso em si nulo ou nfo, e
@sse térmo ¢ necessiriamente o iltimo térmo da su-
cessdo. c. q. d. :

Déste teorema vamos tirar algumas conclusdes, que
serdo outros tantos coroldrios. Vejamos em primeiro
lugar que o conjunto A—1I) ¢é um conjunto clairsems ;
com efeito, o conjunto 4— 1D nfio pode conter um con-
junto denso em si nio vazio, porque ésse conjunto
teria que pertencer a ¢ (4) e em seguida a ¢2 (4) e
assim sucessivamente e vé-lo-iamos repelido para o

conjunto ). Mas nio se viu somente que A—D era_

clairsemé mas também que o conjunto ) é o maior
conjunto denso em si contido em A. Porém o con-
junto A—D pode ser vazio e o conjunto A reduzir-se
ao conjunto [, e do mesmo modo o conjunto D pode
anular-se e portanto o conjunto A ser clairsemé. Em
resumo, teremos o seguinte teorema :

Teorema 2. Todo o conjunto é a soma de dois conjun-
tos disjuntos, um o maior conjunto denso em si néle contido,
outro clairsemé (podendo anular-se qualquer déles).

Supondo que o conjunto 4 é um conjunto fechado,
A eontém nfio s6 o seu derivado como também o deri-
vado de todo o seu sub-conjunto, em particular o de-
rivado do conjunto . Mas o derivado de um con-

junto D denso em si é um conjunto também denso.

em si, que contém /). O conjunto DD contém e estd
contido no seu derivado, ¢ fechado e denso em si
simultineamente, e portanto ¢ um conjunto perfeito ;
conclui-se pois que: |

Teorema 3. Todo o conjunto fechado ¢ a soma de
dois conjuntos, um perfeito outro clairsemé (podendo
anular-se qualquer déles).

Retomemos o conjunte 4 e a correspondente su-
cessdio (2) com o seu iltimo térmo D. Seja p um
ponto do conjunto A—1I); como a sucessiio (2) & orde-
nada, o ponto p pertencerd a um certo nimero de
térmos da sucessio havende necessariamente um il-
timo térmo a que p pertence, isto ¢, havendo um
térmo c¢% (A4) que contém p mas sem que p pertenga

a ¢#+1 (4). Entio o ponto p nio pode ser ponto de
acumulacgio do conjunto ¢% (4) e portanto existe uma
visinhanga V, de p que sé tem de comum com % (4),
o ponto p. Tal sucede com cada ponto do con-
junto A—D, e dado outro ponto g de 4—D), mesmo
que éle pertenga a ¢% (A) sem pertencer a ca+t (4),
ag visinhangas ¥, e ¥, que lhes correspondem pelo
modo indicado, serdio diferentes porque uma delas
contém um dos pontos e nfo contém o outro. Entdo:
a cada ponto p de A—D corresponde uma visinhanga V,
de tal modo que se py= py também Vp; = Vp,.

_ Fagamos agora apélo a uma iiltima propriedade do
espaco :

Definigio 4. Um espagco (ou um conjunto do es-
pago) diz-se perfeitamente separdvel se existe uma
familia numerdvel F de conjuntos, tal que dado um
ponto p do espago (ou do conjunto) se pode tomar
para familia de visinhangas de p, a familia formada
pelos conjuntos de F' aos quais o ponto p ¢ interior,
e isto de modo que nfo hd alteragdo na defini¢io de
ponto de acumulagio.

2 evidente que todo o sub-conjunto de um conjunto
perfeitamente separdvel ¢ um conjunto também per-
feitamente separdvel. -

Suponhamos entio que o conjunto A ¢ perfeita-
mente separdvel; entdo podemos supér que a cada
ponto de A— D corresponde uma visinhanga V7, tal
eomo atrds se indicou, mas escolhida precisamente na
familia . Como esta familia é uma familia numera-
vel concluimos que o conjunto A—D ¢ necessaria-
mente um conjunto numersvel.

Resumindo : em primeiro lugar ¢ licito enunciar a
seguinte propriedade :

Teorema 4. Todo o conjunto clairsemé perfeitamente
separavel, € numeravel. s
e finalmente podemos enunciar agora :

“Teorema de Cantor-Bendixson. Todo o conjunto fe-
chado perfeitamente separdvel ¢ a soma de dois conjun-
tos disjuntos, wm perfeito, outro numerdvel e elairsemé
(podendo anular-se qualquer déles).

O teorema anterior é, -como tinhamos anunciado, uma
proposi¢dio muito mais geral que o cldssico teorema de
Bendixson, porque ¢ vilida para todos os espagos car-
tesianos, qualguer que seja o seu nimero de dimen-
sbes, e mesmo vdlida para espagos muito mais gerais-

Mas 0 teorema anterior ¢ mais rico de conteiddo
que o de Bendixson, visto que afirma que o conjunto
numerdvel é clairsemé, e isso niio sucede com todos
os conjuntos numerdveis de um espago mesmo quando
&sse espaco ¢ o espaco linear ; com efeito, o conjunto
dos pontos da recta de abscissa racional, ¢ um con-
junto numerdvel e nio ¢ um conjunto clairsemé por-
que ¢ denso em si. '
Roma, 29 de Abril de 1944.



