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O f e o r e m a de Ca n to r - Be n di xso n 
por J. Albuquerque (bolseiro em Roma do I, A. C.) 

Um teorema muito importante, sôbrc o qual deseja-
mos chamar a atenção dos leitores da «Gazeta de Ma-
temática», teorema que foi enunciado pela primeira vez 
por Bendixson em 1883, eé hoje universalmente conheci-
do por teorema deCantor-Bendixson, afirma o seguinte: 

Teorema de Cantor-Bendinson. Todo o conjunto li-
near fechada è a soma de um conjunto perfeito e de um 
conjunto numerável. 

Trata-se de um teorema típico de estruetura, e é 
essa a razão da sua importância e freqüente aplica-
ção nas questões de análise. 

Deram-se dêste teorema muitas demonstrações o 
poderíamos limitar este artigo a uma delas que esco-
lheríamos naturalmente entre as mais simples, mas o 
nosso procedimento vai ser outro. Procuraremos antes 
aprofundar o mais possível o estudo da estruetura de 
um conjunto qualquer do espaço, e depois quási como 
coisa secundária surgirá unia demonstração, não do 
teorema, mas de uma proposição bastante mais geral 
e rica do que êle. 

Como base deste estudo devtjromos dar algumas 
definições, mas limitaremos ao mínimo as noções e as 
propriedades do espaço que poremos em cena. 

Consideremos um espaço onde cada ponto p tem a 
sua família de visinhanças Vv, e onde se dá a se-
guinte definição fundamental o imprescindível de 
ponto limite ou ponto de acumulação. 

Difinição 1 . Um ponto p do espaço, é ponto de 
acumulação de um conjunto E se o só se toda a visi-
nhança de p contiver pelo menos um ponto de E dis-
tinto de p . 

Dado um conjunto E poderemos então falar do 
conjunto E' dos seus pontos de acumulação, conjunto 
chamado o derivado de E , 

Definição 2 . Um conjunto diz-so denso em, si se 
está contido no seu derivado ; portanto o conjunto X 
ê denso em si se e só se X c X ' . 

Ura conjunto diz-se fechado se contém o seu 
derivado; portanto o conjunto X é fechado se e 
só se X1 c X . 

Um conjunto diz-se perfeito se é simultaneamente 
denso em si e fechado ; portanto o conjunto X é per-
feito se e só se X~=X'. 

Um conjunto diz-se clairseme se não contém um 
sub-conjunto denso em si não vazio. 

Definição 3 . Dado um conjunto X chama-se coe-
rência de X , ao conjunto de todos os pontos comuns 
a X e ao derivado X1 ; a coerência é pois um opera-
dor que a cada X faz corresponder um conjunto bem 

determinado : e (A") — X - X'. A coerência do conjunto 
X é evidentemente uma parte do conjunto X. 

Postas estas definições, tomemos um conjunto qual-
quer A do espaço, e formemos a seguinte sucessão: 

A ZJ C (A) D E ' ( / T ) => • - => O" - • 

e ponhamos por definição : 0a (-4)= ft e* (A) , onde u> 
representa o primeiro número ordinal transfinito. De 
uma maneira geral, ponhamos para um niiraero ordi-
nal « < f i de segunda espécie, isto é, tal que não há 
um ordinal que o preceda imediatamente : 

< n cP(a ) , 

onde 3 percorre todos os nilmcros ordinais que pre-
cedem a. 

Temos assim a sucessão : 
(1) AZ>C(A)Z>C->(A)=> --Z>«»>(A)Z>-- 3 « » ( Í ) 3 -

A sucessão (1) verifica a seguinte importante pro-
priedade : 

P . Cada têrmo da sucessão está ligado a A por uma 
cadeia de conjuntos cada um dos quais, ou tem um que 
o precede imediatamente e de que então é a coerência, 
ou não tem um que o precede imediatamente na cadeia 
e então è produto de todos os precedentes. 

A todo o conjunto do espaço ligado ao conjunto A 
por uma cadeia nas condições indicadas na proprie-
dade P, chamaremos um conjunto obtido de A por 
meio da operação P . 

É evidente que : todo o termo da sucessão (1) é obtido 
de A por meio da operação P . 

Porém não se pode afirmar que: todo o conjunto 
de X do espaço obtido de A por meio da operação P , 
pertence à sucessão (1) . 

Considere-se então uma sucessão (2) definida por A 
e pela operação P, isto é, para a qual se possa afir-
mar que : todo o conjunto X do espaço obtido de A por 
meio da operação P , pertence à sucessão (2) . 

É evidente que todo o têrmo da sucessão (1) é um 
termo da sucessão (2) . 

Teorema 1 . A sucessão (2) tem um último têrmo que 
é um conjunto denso em si, nulo ou nào. 

Demonstremos por absurdo, isto é, suponhamos que : 
H . A sucessão (2) não tem um têrmo denso em si 

(nulo ou não) . 
Representemos por D o produto de todos os termos 

da sucessão (2) • O conjunto D pertence à sucessão (2) 
por ser obtido de A por meio da operação P . O con-
junto D é pois o tfltímo têrmo da sucessão o não pode 
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ser nulo porque seria denso cru si e estariam os em 
contradição com a hipótese H , 

I jogo D 0 , o como D não é denso em si, por hipó-
tese, teremos : c (D) ,c (D) CZ D • 

Mas então D não seria o último termo ila sucessão 
e produto de todos os ti" rmos. 

O produto da totalidade dos termos da sucessão, é 
lógica mento legitimado pelos dois seguintes factos : 
a) admite-se que êsse produto seja nulo; b) a suces-
são (2) 6 uma sucessão monótona decrescente. 

Para ser D o último termo cia sucessão deveria 
ter-se: D=rc (D), mas então D seria um conjunto 
denso em si como facilmente se veria, e estaríamos 
de novo em contradição com a hipótese H . 

A hipótese H v. portanto inadmissível, a suces-
são (2) possui um termo denso em si nulo ou não, e 
êsse têrmo é necessariamente o último têrmo da su-
cessão. c. q. d. 

Dêste teorema vamos tirar algumas conelusSes, que 
serão outros tantos corolários. Vejamos em primeiro 
lugar que o conjunto A —li é um eonjunto clairsemé ; 
com efeito, o conjunto A — I) não pode conter um con-
junto denso em si não vazio, porque êsse conjunto 
teria que pertencer a c (.4) e em seguida a (4) e 
assim sucessivamente e vê-Io-iamos repelido para o 
conjunto D . Mas não se viu somente que A — D era 
clairsemé mas também que o conjunto 1) é o maior 
conjunto denso em si contido em A . Porém o con-
junto A —D pode ser vazio o o conjunto A reduzir-se 
ao conjunto D, e do mesmo modo o eonjunto D pode 
anular-so o portanto o conjunto A ser clairsemé. Em 
resumo, teremos o seguinte teorema : 

"Teorema 2 . Todo o conjunto é a soma de dois conjun-
tos diy untos, um o maior conjunto denso em si nêle contido, 
outro dairsemé (podendo anular-se qualquer dSles). 

Supondo que o conjunto A é um conjunto fechado, 
A contém não só o seu derivado como também o deri-
vado de todo o seu sub-conjunto, em particular o de-
rivado do conjunto I ) , Mas o derivado de um con-
junto D denso em si é um conjunto também denso 
em si, que contém />. O conjunto D contém e está 
contido no seu derivado, é fechado e denso em si 
simultânea mente, e portanto é um eonjunto perfeito ; 
conclui-se pois que : 

Teorema 3 . Todo o conjunto fechado e. a soma de 
dois conjuntos, uni perfeito outro clairsemé (podendo 
anular-se qualquer deles). 

Retomemos o conjunto A e a correspondente su-
cessão (2) com o seu último termo D . Seja p uni 
ponto do conjunto A —D; como a sucessão (2) é orde-
nada, o ponto p pertencerá a um certo número de 
têrmos da sucessão havendo necessariamente um úl-
timo têrmo a que p pertence, isto é, havendo um 
têrmo fi* (.4) que contém p mas sem que ji pertença 

a c®+' (A). Então o ponto p não pode ser ponto de 
acumulação do conjunto o* (.4) e portanto esiste uma 
visinhança Vp de p que só tem de comum com &*• (.4), 
o ponto p . Tal sucede com cada ponto do con-
junto A —D , e dado outro ponto q de A — D , mesmo 
que êle pertença a c<*> (.4) sem pertencer a ê -H (.4) , 
as visinhanças Vt e V, que lhes correspondem pelo 
modo indicado, serão diferentes porque uma detas 
contém um dos pontes e não contém "o outro. Então : 
a cada ponto p de A—I) corresponde uma vizinhança Vp 
de tal modo que se p( =f= ps também Vp, t̂ Vp, . 

Fadamos agora apêlo a uma última propriedade do 
espaço : 

Definição 4 . Um espaço (ou um conjunto do es-
paço) diz-se perfeitamente separável se existe uma 
família numerável F de conjuntos, tal que dado um 
ponto p do espaço (ou do conjunto) se pode tomar 
para família de visinhanças de p , a família formada 
pelos conjuntos de F aos quais o ponto p é interior, 
e isto de modo que não há alterarão na definição de 
ponto dé acumulação. 

E evidente que todo o sub-conjunto de um eonjunto 
perfeitamente separável é um conjunto também per-
feitamente separável. 

Suponhamos então que o conjunto é perfeita-
mente separável; então podemos supor que a cada 
ponto de A~D corresponde uma visinhançâ V,, tal 
eomo atrás se indicou, mas escolhida precisamente na 
família F . Como esta família é uma família numerá-
vel concluímos que o conjunto A — D é necessaria-
mente um conjunto numerável. 

Resumindo : em primeiro lugar é licito enunciar a 
seguinte propriodade : 

Teorema 4 , Todo o conjunto clairsemé perfeitamente 
separável, é numerável. 
e finalmente podemos enunciar agora : 

Teorema de Cantor-Pendiícson. Totto o conjunto fe-
chado perfeitamente separarei c a soma de dois conjun-
tos disjuntos, um perfeito, outro numerável e clairsemé' 
(podendo anular-se qualquer dêles). 

O teorema anterior è, como tínhamos anunciado, uma 
proposição muito mais geral que o clássico teorema de 
Bendixson, porque é válida para todos os espaços car-
tesianos, qualquer que seja o seu número de dimen-
sões, e mesino válida para espaços muito mais gerais 

Mas t> teorema anterior é mais rico de conteúdo 
que o de Bendixsou. visto que afirma que o conjunto 
numerável é clairsemé, o isso não sucede com todos 
os conjuntos numeráveis de um espaço mesmo quando 
êsse espaço é o espaço linear; com efeito, o conjunto 
dos pontos da recta de abscissa racional, é um con-
junto numerável e não é um conjunto clairsemé por-
que é denso em si. 

Roma, 29 de Abril de 1944. 


