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MATEMATICAS SUPERIORES
BREVE ESTUDO, NO CAMPO REAL, DE ALGUMAS TRANSCENDENTES ELEMENTARES (+}

por Manuel Zalvar Nunes

Generalizagdo da nocdo de poténcia

Supozemos até aqui definida a poténcia de expoente
racional e tendo por base um nimero qualquer posi-
tivo™ e estudadas as suas propriedades fundamentais.
Introduziu-se, seguidamente (ao fazer o estudo da
fungiio ¢*) a definigio de poténcia de base e para
expoente real qualquer (racional e irracional).

A defini¢dio de expoente real qualquer dum nimero
positive é dada, como é de esperar, de modo que as
mesmas regras de cdlculo continuem a aplicar-se.

Ora, para x racional qualquer e a >0, é loga*=
=xlog a ou a*=e*"¢¢, Notemos mais que para x irra-
cional o 2.° membro da dltima igualdade escrita, isto
¢, elods tem um significado preciso, nio sucedendo
porém o mesmo ao primeiro membro. Pois bem : por
defini¢io diremos que a® tem para  irracional o
valor e*!"=. Passa assim, por exemplo, a ter signifi-
cado, o que nfo sucedia até aqui, o simbolo 3Y¥

sendo, por definigio 8Y¥ = eV¥lo3,

1 fdcil de verificar que as regras de cdleulo conti-
nuam a aplicar-se.

Assim, por exemplo, a® - a*=a*"* (x e y reais quais-
quer). Com efeito, a*- a¥=¢"%94 . ev100 — glriviloga, g=tv
em vista das propriedades deduzidas jd para e*. Ani-
logamente (a)¥=(e*109%)v=e*¥1008=g®v  rate. -

Fungdo a*

Feita a generalizagfo precedente, fica definida a
funglo y=a* (a > 0) (exponencial de base a): a*=
—e=l0s  Fsta funglo é evidentemente continua e deri-
vivel e tem-se: y'=(e*19%)/ =¢*'¢.Joga=a*.loga.
Da defini¢éio resulta que é, para x qualquer, sempre
a*>0. De y'=a"log a resulta que:

se a<1 y' <0 e y monoténica decrescente;
se a>1 y'>0 e y monoténica crescente;
no caso a=1 y=1 reduz-se a uma constante.

De y''=a*logta>0 deduz-se qual o sentido da
concavidade para a qualquer positivo.

{») Conelusio do nimero anterior.

() No estudo da funcio a* que faremos imediatamente
a seguir nfio interessa, por causa da continuidade, o
caso a<<0. Limitamos o nosso estudo, como jd se frizow,
ao campo real. Aproveite-se, porém, a ocasifio para recor-
dar o que se estabeleceu relativamente & operacdio poténcia
de base gualquer e expoente racional ao deduzir a férmula
de Moivre generalizada.

E também evidente (partindo da expressio de y'
2_1 .
para x=0) que 1.1_1310 a_‘x_ =loga.

Fungdo y=log, x (logaritmo de base a)

A fun¢do y=log,x, a>0, pode definir-se como a
fun¢fio inversa da exponencial de base a. Aessim,
tem-se y=Ilog,x, ou w=a' (¢ a defini¢do dada nos
Liceus sé vdlida entdo, porém, para y racional)

Mas de z=a’ deduz-se também logz=yloga

donde y=log, = log=.

“loga
A funcfo logaritmo de base qualquer a>0 ¢é pois
uma fungfo do tipo y=Clog =, définindo a escilha
da base o valor de C'= loga’
Na prética, como se sabe, utiliza-se a base a=10
que se adapta melhor & numera¢fo decimal.

A derivada de y=log, = é evidentemente yr=x ooh

A

oga log,e di-se o nome de médulo de transfor-

macdo.

Nota — Aconselha-se o leitor a tracar grificos de
y=log,x para os valores virios de a e a construir as
correspondentes exponenciais.

Fungdo poténcia y=xm

A generalizagho precedente de nogiio de poténcia

permite-nos também definir a fun¢o y=a" (x>0
s real qualquer).
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Serd y=ax"=¢"197, Também se deduz que y >0

. m
@ Y =cmlov=, - —ma"" (o que mostra que a regra de

derivagio de uma poténcia ¢ vdlida para qualquer
expoente).

E util fazer um estudo mais pormenorizado da fun-
g0 poténcia para os valores de m estudando o sentido
de crescimento e de concavidade (veja-se a figura
junta).

Introduzida a fungfio @™ para valores irracionais de
m as duas propriedades assinaladas quando do estudo
da fangfo y=log »:

*l_i;n:”b?g-=0 [ ll:lﬂx"logz =0
sio agora extensiveis a qualquer valor positive de n,
racional ou nfo.

Sendo n positivo, a fungBo f (x)=x"log = é pois um
infinitésimo com x a que é impossivel assinalar ordem.

Nota — Terminamos aqui a nossa breve exposicio em que
quisi nos limitdmos a introduzir definigdes e deduzir segui-
damente as mais importantes propriedades. Um estudo das
tr dentes el tares, no campo real, requere o trata-
mento de outros problemas como seja o dos desenvolvimen-
tos em série de poténcias (ou dos desenvolvimentos limitados
de Mac Laurin) das fungdes log (1 4+ 2) ,e*,a*, (142" ,---,
e determinagio da sua validade. Dos desenvolvimentos obti-
dos partir-se-ia para o cdleulo numérico destas fungdes.
Seguir-se-ia, também, naturalmente depois, o estudo de
outras fungdes como as hiperbolicas directas e inversas, as
fungdes circulares e suas inversas, a fungiio u*, ete.. Veja-se,
por exemplo, além dos livros citados ji na bibliografia (Gaz.
Mat. n.* 20), também os seguintes :

H. Commissaire et G. Cagnac. Cours de Mathématiques
Spéciales — Vol. 11, 2¢me ¢dit. — Paris, 1941.

René Garnier — Cours de Mathématiques Génerales— Tome I,
Paris, 1930.

A. Sd da Costa — O cilenlo da soma de nma série — «Gazeta

de Matemdtica» n.o 11, 1942,

EXAMES DE FREQUENCIA
ALGEBRA SUPERIOR

F. C. C. — Avcesra Surrrior — 1. Exame de freqiién-

cia, Fevereiro de 1944.

1908 — Verificar a identidade arc cotg (2n—1) —
—arc cotg (2n+1) =arc cotg 2n? e determinar, a partir
dela, a soma da série de térmo geral arc cotg2n®. R:
Pondo are cotg (2n—1)=a e arccotg (2n+1)=b, a
igualdade cotg (a—b)=(1+cotga - cotgb) [(cotgb—
-——-cotg a) prova. a identidade. A soma da série ¢:

2 arc cotg 2n’=2 [are cotg (2n—1) —arc cotg (2n+1)) ;

como 0s térmos se reduzem dois a dois sucessivamente,
com excepeiio do primeiro, € S=arc cotg (—1).
1909 — Achar as derivadas das fungfes :
a) y=arctg/ (L—senz)/(1+senz);
b) y=Ilog [(z+1)*+a"H)].

1910 — Achar a primitiva da funglio: y=tgd=+i
+zaretglfz. R: Como P tg® =P tg = (sec* s—1) =
=tg?x/2—log cos x, primitivando por partes a
2+ parcela de y, vem: Py=1tg*x/2—logcos x+
+x*/2.arc tgl/x—1/2. (x—arctgx). °

1911 — Num cilindro circular recto é constante a
soma dos comprimentos do raio e da altura. Quando
é mdximo o volume do cilindro? R: A férmula que
di o volume deum eilindro circular vecto ¢ V=rR2h;
e como h+R=K, teremos V(R)==R*K—=R?, fun-
cdo que € maxima para R=2K[3 ou, o queé o mesmo,
R=2h.

SolucBes dos n.* 1908 a 1911 de Carlos de Jesus, aluno
do 2.” ano da Faculdade d? Ciéncias de Coimbra.

CALCULO INFINITESIMAL

F. C. C.—L.° exame de freqgiiéncia, |§43-u.

1912 — Extremar a fangio ¢ (x,y,2)=2*+y*+22,
sendo (1) x—y+2z=1. R: Temos ®=x2+y2+z2+
2 (x—y+22—1) e: O=2x+i=0, &, =y—1=0
o, =224-23=0; estas equagdes ddo, com (1): x=—)[2,y=
=2, z2=—2,2=—1/2 ou x=1/4, y=—1/4,2=1/2
e ae=—1/2; ora d? &=2dx2+42dy2+2dz? e dy=dx+
+2dz; logo o (Po, &) =2a1+2 (ws +22)* + =2 +
+2 (2, +22)2 > 0. Hé portanto um minimo no ponfo :
Py (1/4 y—1/4, lf“') *

1913 —Calcular P1/(34-cosz). R: Pondo tagx/2=t,

vem CO8 X = :i_:; e x'=2/(1+1?) ; logo P1/(3+cos x)=
== P2/(4+2t") = P1/(2+2) =[arc tag (¢/ v/2)]/ Y2+ C ~
- % arc tag ta‘g/gm -0
F. C. C. — 2.0 exame de freqgiiéncia, 1943-44.
1914 — Resolver a equag3o de derivadas par-
ciais g=¢ (p,¥) pelo método de Charpit-Lagrange.
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R: Temos dp=0; logo p=c e portanto q=¢(c,y);
dz dz :
R 5}"?(%?); vem pois z=cx+u(y),
¢ (c,y)=u'(y), u(y)=Pg(c,y)+c1; por consegiién-
cia z=cx+Pe¢ (¢,y)+01-

»

2
1915 — Calcular o volume do elipsoide E;+ e

2 e e ]
+=;—1. R : Temos V=SJJ zdxdy =
LY

=8 ﬂ cV1—x?ja?—y2b? dxdy . Fasendo x—=av cosu,
A

y=Dbvsenu com 0<v1 e 0Zu=x/2 temos |J|=abv;

logo V-Scf[ V1I—vZ cos? u—v2sen? u abvdudve=
A7 y

chJJ YI—vZabvdudv=
AT

™

1
=8abc f vi/I=vzdv f du= ; =abe .
0

Solugdesdos n.°*1912a1915de José B, Pacheco de Amorim,

MECANICA RACIONAL

I.8.A. —Mecixica Raciovar & Teoria Genar pe MAquinas
— L. exame de freqiiéncia ordinario, 7-3-944.

1916 — Demonstre que, se a for perpendicular a
b e c, setem (abc)’=a?(bANc).

1917 — Demonstre que, se—em dado instante —
o movimento dum sélido fér de translagfio, entre as
aceleragdes de dois quaisquer dos seus pontos, P e O,
existe a relagio P''=0'"+ @' A (P—0), na qual @
designa o vector livre velocidade angular. R : Deri-
vando ambos oz membros da formula furdamental das
velocidades P'=0'+w A (P—0) e atendendo a que, no
instante considerado, ¢ W=o0, obtém-se imediatamente
a relagdo indicada.

1918 — Recorde que o raio de curvatura da elipse
no ponto de encontro (vértice) com o seu eixo de
comprimento 2a vale p=05*a, sendo 2b o compri-
mento do outro eixo.

Considere uma elipse de semi-cixos a=20 m e
b=1o m.

Suponha que um ponto descreve a elipse com movi-
mento uniforme de veiocidade igual a 7,2 km/h.

Determine as aceleragdes normais nos vértices da
trajectoria. R: Designando os vértices por A, B, C
e D, sendo A e C os situados sibre o eixo de compri-
mento 2a, vem

jn (A} "_"jn (C) =0,8 mfﬁ’ e ja (B) =Ju (D) "031 mfs’ ¢
1919 — Demonstre que todas as solugdes da equa-
¢lo vectorial & | x=m, onde sdo constantes o vector
ma
a+o e o escalar m, sfo dadas'por x=—-+vAa,
a

em que v ¢ um vector arbifrério.

1920 — A figura representa parcialmente a roca
duma bomba centrifuga, com raio interno OA=>5 in.
Em regime normal
de funcionamento, a

pi AB efectua 520 :
r.p.m. em torno de O, "«
no sentido directo; e a ,

dgua caminha de O
para 4, chegando a
éste ponto com a ve-
locidade absoluta
de 7 ft.[sec.

Sabendo que, em re-
gime normal de funcionamento, para que nio haja
choque, a dgua deve atingir a pd segundo a tangente
TG em A, determine o dngulo 6 de 7TG' com OA.
R: #=arctan 3,24=T2°51'.

I.S.A. —Mzcixica Racronan x Troria Gerar pE MdQuinae
— 2.° exame de freqiiéncia extraordinério, 30-5-944.

1921 — A figura mosfra esquematicamente o trem
de engrenagens que, na gadanheira
Ajuria, transmite ao prato-mani-
vela P o movimento da roda mo-
tora M, cujo rasto assenta no ter-
reno.

A roda M tem 720 mm de dii-
metro. Os numeros de dentes das
rodas do trem estdo indicados na
figura.

Calcule o nimero de voltas que 87
efectua o prato-manivela por cada
hectometro percorrido pela gadanheira. R: 1082.

P
M

12

1922 — Considere um sistema de pontos materiais
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coplanares. Suponha que &le admite dois eixos de
simetria material ortogonais e concorrentes em O .

Demonstre que, se os momentos de inércia do sis-
tema em relagio a &sses eixos forem iguais, o momento
quadritico do sistema tem o mesmo valor em relagio
a todas as reetas do seu plano que passam por O.
R: Os eixos de simetria malerial sdo principais de
inéreia. Se os momentos quadrdticos em relacio a éstes
eixos (momentos principais) sdo iguais, a elipse de inér-
eia € uma circunferéncia, facto que torna evidente a pro-
posigdo enunciada.

1923 — Considere um tronco recto de cilindro de
revolugdo homogéneo, com densidade p, raio da base R
e comprimento & .

Calcule o sen momento de inérecia em relagdo: a) ao
eixo de simetria; &) a uma das geratrizes.

R: a) Decompondo em tubos elementares coaxiais, vem

- i
Ir=2rpb 5’ rdr= §wpr‘; b) o Teorema de Lagrange

< B
Jornece, a partir do resultado anterior, 1.= érpr“.

1924 —Se o ponto de aplicagio da forca
F=51+38j+4k percorrer o eixo Ox no eentido
positivo com velocidade igual a 2, qual ¢ a potén-
cia de F? (Unidades M.K.S.). R: 1o W .

1925 — Oxy= é um sistema galileano.

O ponto material P com 9,80 kg de massa per-
corria Oz, no sentido positivo, com a velocidade
constante de 2 em/s. O ¢ a posicdo inicial de P.

Quando P chegou ao ponto de abscissa +1,52m ,
foi-lhe aplicada uma forga, com a direccio e o sentido
de Oy, de intensidade igual a 2 kg.

Caleule' a velocidade vectorial de P no instante
t=1m208. R: V=0,02i+8j (U.m.).

Solugdes dos n,°* 1917 a 1926 de P. de Varenes e Mendonca.

PROBLEMAS
ALGUMAS DAS SOLUCOES RECEBIDAS

1895 — Calcular os catetos e a hipotenusa dum
tridngulo rectingulo, conhecendo-se as superfi-
cies (4; e A,) dos dois triingulos, em que a altura,
correspondente 3 hipotenusa, o divide. R: Se¢jam h a
altura relativa & hipotenusa, e p e q 0s segmentos em
que esta € dividida por agquela, correspondentes aos
triangulos de Greas Ay e A, respectivamente. Tem-se
2A,=h-p 2A,=h-q e, por consegiiéncia, 4A4 A;=h?
Tem-sc mais ah=2 (Aj+A,), be=2 (Aj+A,) --- (1),

a?=Db2+c? ... (2) . Resolvendo éste sist de 4 equagies
a 4 incognitas, acha-se :
_2(AtAy) L VATA)E AR
‘vak, Az ‘WAL A,
2 (A +4Ay) VA A,

= E E]
V(A1+Ay): = (Af—AY)

onde o8 radicais sio tomados com o seu valor aritme-

tico. Qualquer das 2 ultimas férmulas dd os valores dos

2 catelos, porque se by e ¢y sdo os valores de b ede ¢
* correspondentes ao sinal superior, e by e ¢ 08 corres-

pondentes ao sinal inferior, tem-se, em virtude da sime-

tria das equagdes (1) e (2), by=cs, ba=e;.

Soluciio de Alberto Paes (de Lisboa).

Enviaram também solucdes correctas : Carlos A. G. Go-
mes (do Porto); Fernando R. D. Agudo (de Lisboa); e Paul
Richard (de Portalegre).

1896 — Encontrar quatre nmimeros inteiros conse-
cutives tais que o cubo do maior seja igual a4 soma
dos cubos dos outros trés.

(Generalizar : — quatro nmimeros formando progres-
sdo aritmética).

R: S¢a r a razdo da progressdo. Se r for positivo,
deverd ser (x+3r)3=x34 (x+1)3+(x+2r)?
ou x3—6r2x~9r3=0. Esta equaglo tem sempre uma sé
raiz real, como se conclui do sinal do seu discrimi-
nante (9/2-r%)2—{(2r2)3 . Acha-se x==3r . Os nismeros 3r,
4r, 5r, 6r, verificam pois a relagio

) (Br)3+ (4r)+ (Br)3= (6r) .

Se a razdo da progressdo fésse —r- (T -positivo), ox
niimeros que se obteriam seriam ainda os precedent
escritos em ordem inversa, porque se fossem dz_,&rsnm
dispondo-0s em progressio crescente, a razio serig T,
recair-se-ia no caso anterior e igualando o cubo do
maior & soma dos cubos dos outros, ter-se-ia uma igual-
dadc que ndo coincidiria com a identidade (1) e que,
portanto, ndo seria verdadeira. Fazendo na identi-
dade (1) r=1 obtém-se os 4 inteiros consecutivos pedidos.

Solug@io de Alberto Paes (de Lisboa).

Enviaramtambémsolugdes correctas: Carlos A, G. Gomes
{do Porto) ; Fernando R. D. Agudo, (de Lisboa) ; Heliodoro
A.Lopes (de Coimbra); J. S. Faria de Abreu (de Penafiel) ;
e T. Ferreira Rato (S, Tiago de Cabo Verde).

1897 — Resolver a equagio

(z—a)z—a+(@—b) Ve—b _
V:!:'+ Ve—5b
R : Efectuando o cociente

a—b.



