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Uma Teoria das Séries Duplas

por J. Albuquerque (Bolseiro em Roma do 1. A. C.)

Foi Arquimedes o primeiro matemdtico a fazer uso
de uma série infinita utilizando uma série geometrica
para caleular a drea de um segmento de pardbola
Mais tarde em 1668, Mercator e Brouncker emprega-
ram uma série, chamada série logaritmica, no cdleulo
de dreas relativas & hipérbole.

O uso sistemitico das séries comega somente com
Newton (1669). No século xix j4 eram conhecidos exem-
plos de séries divergentes e indeterminadas, e tais
exemplos eram até ji conhecidos antes, mas até ao
fim do século xvirr as séries foram sempre empregadas
como uma soma de infinitos termos que deveria ter
sempre um sentido. Jaeoh e Jodo Bernoulli (1689,
1705), Leibniz (1713), Euler (1734) empregaram as
séries sem se preocuparem das suas eventuais con-
‘vergéneias ou divergéncias. Mais tarde, matemdticos
como Nicolaw e Daniel Bernouwlli (1743, 1771),
e D’Alembert (1761), fizeram grandes reservas sdbre
o seu emprégo, mas as séries nio convergentes con-
tinuavam a somar-se, ¢ os resultados eram muitas
vezes justos mas também algumas vezes injustos.

A série indeterminada 1—1-+1-—1+4-:-, recebeu,
por exemplo, de J. Bernoulli (1696), de Grandi (1710),
e de Leibniz (1713), a soma 1/2, justificada com argu-
mentacdes metafisicas, recurso de que langa mio o
sdbio para nfo confessar a sua ignorincia. Grandi
abandona-se a grandes dissertagdes que o conduzem
nio 86 ao valor da soma série, como também a possi-
bilidade da criaciio do Nada.

O econceito da soma de séries nilo convergentes toma
pela primeira vez um aspecto correcto com Cesiro
em 1890, com uma perfeita generalizagdo de soma de
de uma série, seguida de outras generalizacdes devi-
das a Borel (1901) e a Sannia (1916-20).

Uma primeira defini¢do correcta de convergéncia
de uma série foi dada por Fourier (1811). A definigio
plenamente rigorosa ¢ de Bolzano (1817), de Cauchy
(1821), e de Abel (1826).

A teoria das séries duplas foi iniciada por Cauchy,
organizada de modo rigoroso por Stol: (1884), por
Bolzano, por Biermann (1887, 1897), e por Pringsheim
(1897). Tém uma grande aplicagio na teoria das fun-
¢oes analiticas a duas varidveis complexas.

Consideremos o algoritomo:

Gy +apt-tay, +---
Qg +Gag + 2Byt
(1) o o e DLy pr el

Este algoritomo chama-se uma série dupla.

m "
A soma 8§, = 2 z a,, chama-se reduzida de in-

r=1 g=1

dices m,n, e a uma soma qualquer de termos da
série (1), chama-se uma soma parcial. As reduzidas
sdo as somas dos termos contidos em rectingulos de
vértice em ay; e sio certags somas pareciais finitas
Dada uma reduzida existe uma soma parcial finita
ou infinita (com wma infinidade de térmos) que a con-
tém, mas dada uma soma parcial, 86 se ela ¢ finita,
existe uma reduzida que a contém.

Seolimite lim S, , éum nimero finito S, a

(m,n)—> o
série dupla diz-se convergente; se o limite existe mas
infinito a série dupla diz-se divergente ; nos restantes
casos a série dupla diz-se indeterminada.

CrITIRIO GERAL DE coxvereiNcis. B condigio necessdi-
ria e suficiente para a série dupla (1) ser convergente, que
dado >0 se possam delerminar dois inteiros positivos
p,v tais que: para m,m'>p ¢ n,n' >y resulte sem-
pre: |8y o —Sp | <t

Dem. A condiclio ¢ necessdria. A série dupla tem

um limite finito S= lim &S, , que ¢ o extremo
(v )= o

superior do conjunto € de todos os mimeros S, ,
onde se faz passar m ,n por todos os inteiros posi-
tivos emparelhados de todos os modos possiveis.
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O ponto S & ponto de acumulacio do conjunto C no
espago dos numeros reais, e dada uma visinhanga 2:
de &, isto ¢, o intervalo (S—:,S+:) existe pelo
menos um ponto de C, S, ,, contido na visinhanga
e portanto a distincia entre S,, , ¢ S ¢ menor que &:
| S, u— 8| <t

Mas nio existe 86 o ponto §,, , mas sim uma infi-
nidade déles contidos na visinhanga e o conjunto dos
inteiros m,n que correspondem a @sses pontos é limi-
tado inferiormente por p,v, qualquer que seja «,
isto ¢, para cada «, existem nmimeros inteiros u (s)
e v(y) tais que se verifica sempre: |8, ,—8|<s
para m>u(3) e n>v(s).

Entio para m,m'>p(x) e a,n' >y () teremos:

d (Spn s 8)=| 8y a—8 | <s © também d (8, 8)=

=| 8. w—S |<e, epeladesignaldade triangular da dis-
tancia, vem: d(Spn, xS, w) <4 (8p 0y S) +2(Spr > S)
ou |8, = Cmw| | Sp,a—8|+| Spw,w—8[<2s.

A condigfio é suficiente. Seja uma série dupla para
a qual dado ¢>0 existem p (:) e v () tais que para
mym >u(s) setem: |8, ,—Sm | <e.

Representemos por €' (:) o fecho de conjunto de
todos os S, , com m>p(:) e n>y(s); serd para
e<d: C(cC([').

O produto de todos 0s € (¢) contém um ponto, pelo
teorema de Cantor (Durchschnittssatz), e se for §
ésse ponto, S ¢ finito porque os C(:) sdo conjuntos
fechados. Dado ¢>0 tem-se: | S, ,—&|<¢ para
m>u() e n>v().

Entdo a gérie tem S como limite e é portanto con-
vergente. c¢.q.d.

Coronirro. Para a convergéneia da série (1), € neces-
sario que: lim a, ,=0.
()=
Com efeito, tomando os mddulos a identidade
@y n _(Sn.n_ m.n—!)_'(sm-i.a_ nu--l,ll-'l)!
vem : I G lSI_Sn,n_ m,n—1 |+l'gm—l,n“ m—1, =1 I <2.
e portanto : mlyﬂx;n“ O w=0. ec.q.d

Coumraracio pe séries. Dadas duas séries, se existe
entre os térmos da primeira e da segunda uma corres-
pondéncia biunivoca tal que cada térmo da primeira é
igual ou inferior ao térmo correspondente da segunda,
diremos que a primeira série ¢ majorada pela segunda
ou é uma minorante da segunda, e que a segunda
série é minorada pela primeira ou ¢ uma majorante
da primeira.

Duas séries cada uma das quais é majorada pela
outra, dizem-se equivalentes.

Se a majorante de uma série ¢ convergente a série
majorada ¢ também convergente, se a majorada é
divergente a majorante ¢ também divergente.

As séries equivalentes sdo da mesma espécie.

APIUDITAGSS 30 aaxnn2

Al

Uma série dupla pode ser comparada com uma
série simples e ser majorante ou majorada per ela,
e portanto uma série dupla majorante de uma série
simples divergente & divergente, e uma série dupla
majorada por uma série simples convergente é con-
vergente.

Uma série dupla é absolutamente convergente (abso-
lutamente divergente) se cada série dupla equivalente
fér convergente (divergente).

Stmies pe TErMos posirivos. Uma série de térmos posi-
tivos nio pode ser indeterminada; ou é convergente
ou divergente ¢ em ambos os casos absolutamente.
A soma da série que é o extremo superior do con-
junto das somas parciais e também do conjunto das
reduzidas, ¢ independente da ordem dos térmos.

Com efeito, a série dupla de térmos positivos ou é
convergente ou divergente a + oo, nio podendo ser
indeterminada. A soma finita ou infinita ¢ o extremo
superior das somas parciais, e se a série é divergente
a soma é também extremo superior das reduzidas.
A adicio de uma série de térmos positivos goza da
propriedade comutativa, e portanto a série ¢ absolu-
tamente convergente ou absolutamente divergente, ou
por outras palavras, a soma ¢ independente da ordem
dos térmos.

Cada série simples de térmos positivos equivalente a
uma série dupla de térmos positivos, tem a mesma soma
(finita ou infinita) da série dupla. Em particular a
série: a, +a, +ay g+ay 1 +0as s+ 3+, chama-ge
a soma por diagonais da série dupla (1).

Cada linha ou coluna de wmna série dupla de térmos
positivos convergente, constitui uma série simples con-
vergente.

Com efeito, a soma por diagonais da série dupla ¢
uma majorante de cada uma destas séries.

Uma série dupla de térmos positivos de soma 8 e
somdvel por linkas (e andlogamente por colunas) obtendo-

=E€ . Mesma Soma.
a0

- Com efeito, seja A,—z a,, uma das séries con-

=l

vergentes da linha #; serd, 4,<85 e também

A, +A, <8 (p+r) porque A,+ 4, éo extremo supe-
o0

rior das somas parciais 3 (@,,+a,,) que sio sé
=1

algumas somas parciais da série dupla. O mesmo
sucede portanto’ para uma soma finita de A4 de
indices diferentes. Considerando A,+ As+ A3+ ---,
teremos uma série de termos positivos majorada pela
série dupla e que portanto terd uma soma S/'<8.

Mas cada soma parcial da série dupla é ultrapas-
sada por infinitas somas parciais desta série simples
e portanto S <&8', donde resulta terem as duas séries
uma mesma Soma.
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Para demonstrar a reciproca desta proposi¢ilo, supo-
nhamos que uma sgérie dupla somada por linhas di
uma soma finita; entfo cada linha é uma série sim-
ples convergente e a série simples A+ d,+Ag+---,
é formada das suas somas. Cada soma parcial da série
dupla distribui-se em somas parciais pelas diferentes
linhas, e vé-se, portanto, que o conjunto das somas
parciais da série dupla é limitado, e a série dupla
convergente.

Exemplo :

A T e A

® +¢ +9¢ +9*¢ +--+
+¢*+9q*+9°¢*+ -

+ ................. pras

Supondo 0<g<1, 0<g'<1, as linhas so séries

geométricas simples de raziio ¢ portanto convergen-

tes. A série simples formada pelas somas
£ 3 fals]
1—¢ 1-¢ 1-—¢
¢ uma série geométrica de raz3o q', que tem por soma:
PRVIIE i
(1—9)-(1—9)

A série dupla (2) é chamada uma série somdvel pelo
facto de a sua soma se poder obter somando as linhas
ou colunas. A série (2) é conhecida pelo nome de serie
geoméirica dupla de razies q e q'.

Se pelo menos uma das razdes da série geoméirica
dupla fér maior que a unidade, a série serd divergente.

As condigdes suficientes de convergéncia, conheci-
das com o nome de critérios de convergéneia, esten-
dem-gse com relativa facilidade 3s séries duplas; sfo
por exemplo proviveis os seguintes teoremas, que em
todo o caso necessitam de uma demonstragiio directa
que se deixa ao cuidado do leitor:

A série dupla de termos positivos (1), converge ou
diverge conforme :

gt n

max. lim. ——" <1 ou min, lim. e L L1
B, n

>4,
e para tal éstes limites deverdo ser independentes de .

Se dada a série dupla de termos positivos (1), € pos-
sivel determinar uma sucessio , by, ba, by, -+, de
nimeros positivos, tal que existam um inteiro p>0 e
um nimero k positivo, de modo que para m = p resulte
independente de n e maior que k, a diferenca

al'l n 3

==

m a‘_'_’ ¥ m4-1

a s&érie € convergente ; se ao conirdrio, € possivel deter-
minar a sucessdo dos bb de modo que seja divergente a

b

e &
série —+ —+ ..+ e a referida diferenca, para m>p

by b,

suficientemente grande, seja niio positiva, a série dupla
€ divergente.

Néste teorema tomando os 46 todos iguais & uni-
dade, caimos no critério anterior; tomando os &b pela

sucess3o dos nimeros naturais, caimos no critério
seguinte :

A série dupla de térmos positivos (1), converge ou
diverge conforme

min. lim.m B —-1)}1 ou max. lim. m(—a'"'i —1)<1,
Bndtn At

e para tal éstes limites deverdo ser independentes de n .

Demonstremos agora o seguinte teorema :

A série dupla de térmos positivos (1), converge ou
diverge conforme max. lim.™"V/a, ¢ maior ou menor
que a unidade. Se éste max.lim. ¢ a unidade nada se
pode afirmar sbbre a convergéneia ou divergéncia da
série.

Seja § a soma da série simples que se obtém
de ™Va,, fazendo variar m e n por todos os pos-
siveis ,valores inteiros. Suponhamos S <1. Repre-
sentemos por ¢ um numero satisfazendo a §<¢g<1.

Poderdo determinar-se mimeros p e v convenientes
tais que:

"V <q PATA M>p e n>y, ou a,,T g,
Mas a série dupla geométrica de razdes ¢ e ¢'=g¢q

ql“"f"‘ 4 q(!""“)"v + q(-uﬂ)'H' EaT
g () | ()

gt O | g(HHO4D) | (i) |,

+ .............. Sesssaas 4e sassmets sEcEEEEEE .

é convergente para ¢<1 e portanto serd também
convergente o resto da série dupla dado pelos valo-
res . e v, resto que ¢ majorade por esta série geo-
métrica; a série dupla (1) é convergente. Se pelo
contrdrio S >1 haverd infinitos térmos da série
dupla "'H;/a,T,, que serio maiores que 1, e portanto
infinitos térmos da série dupla (1) maiores que 1
e ela serd divergente a 4+, c.q.d.

SERIES DUPLAS DE TERMOS REAIS DE QUALQUER SINAL.
B condigdo necessaria e suficiente para uma série dupla
ser absolutamente convergenle que seja convergente a
seérie dupla dos médulos dos (érmos.

Se a série dupla é absolutamente convergente, por
definigdo, tdda a série dupla equivalente é conver-
gente e tdda a série simples equivalente ¢ também
convergente e para isso a série dos mddules de qual-
quer série simples equivalente é convergente e serd
convergente a série dupla dos mddulos.

Se a série dupla dos mdédulos é convergente serdio
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absolutamente convergentes todas as séries duplas
majoradas por esta e portanto também o serd a série
dupla dada. e.q.d.

Poderiam estudar-se para as séries duplas as pro-
priedades comutativa e distributiva da adicio e che-
gariamos entre outros ao seguinte resultado, que se
deixa para ser demonstrado : a propriedade comutativa
vale 86 para as séries duplas para as quais o conjunio
das somas parciais € limitado pelo menos de um dos
lados.

Para as séries duplas niio absolutamente conver-
gentes podem considerar-se duas espécies de conver-
gineia : séries duplas semiabsolut te convergentes,
se existe qualquer série simples equivalente nio abso—
lutamente convergente, séries duplas simplesmente con-
vergentes, se ndio existe alguma gérie simples equiva-
lente convergente:

Lzercicio: provar que o conjunto dos térmos de
uma série dupla convergente absolutamente ou semi-
absolutamente ¢ limitado, mas que tal nem sempre
sucede nas séries simplesmente convergentes.

Simies puPLAs DE TERMOS comrLEXos. O teorema ante-
rior dd a condigio para a convergéncia absoluta,

generaliza-se sem esfor¢co as séries duplas de tdrmos
complexos.

Deduzem-se também facilmente as seguintes pro-
priedades :

Uma série dupla absolutamente oonvergente, com tér-
mos reais ou complexos, pode somar-se por linhas, ou
por colunas, ou por diagonais, ou por qualquer série
simples equivalente ; tem-se sempre por resultado a soma
da série dupla dada.

Para terminar, notemos que o teorema slbre as
séries simpleslque afirma ser absolutamente convergente
o produto & Cauchy, de duas scéries simples absoluta-
mente convergentes, resulta imediatamente da teoria
das séries duplas aplicadas a série

ay by+ay by+ay byteo-
+ @y by+ Gy by tGy byt+o o+
+ag by+ay byt a3 by

onde a,+ay+az+--+, by+4byg+by+---, sio as duas
séries simples dadas. Esta demonstraciio ¢ devida ao
préprio Cauchy, em 1821,

Roma, Julho de 1944

ASTRONOMIA

SOBRE O MOVIMENTO DOS POLOS A SUPERFICIE DA TERRA (*)
O «TERMO DE KIMURA» QU TERMO «Z»
por A. Baptista dos Santos

Num artigo da Seccio de Astronomia publicade no
n.* 17 da «Gazeta de Matemdtican, fizemos uma breve
histéria do movimento geral do polo & superficie da
Terra, definimos as suas leis e dissemos qual era a sua
provével interpretacio fisica. Vamos hoje dizer o que
¢ o «térmo de Kimura» ou térmo «z» e indicar as
causas que, provavelmente, lhe dio origem.

Na representagiio do movimento geral de polo é
hdbito, desde Chandler, projectar a trajectéria por
éle descrita & superficie da Terra sébre um plane tan-
gente a esta superficie no polo do eixo de figura e
referir, em cada instante, a sua posi¢fio nessa projec-
¢do a um sistema de eixos coordenados rectangulares,
um dos quais é a projeceiio do meridiano de Green-
wich naquele plano e o outro a direegio perpendi-
cular. Designando por « e y as coordenadas do polo,
num certo instante, em relagiio a éste sistema de eixos
e por Ao a variagde da latitude, isto é, a diferenca,
nésse instante, entre a latitude de qualquer lugar dum
meridiano de longitude 2 e a latitade média désse lugar
durante o periodo completo do movimento do polo, seri:

(1) Ag=x C08 2+Y sen i

a equagdio que relaciona as quatro quantidades men-
cionadas e traduz analiticamente o movimento do polo.
Para cada lugar, ou melhor, para cada meridiano,
existe uma equacfio desta natureza que constitui uma
das relagdes de condig8o na determinagfo, pelo método
dos menores quadrados, dos valores mais proviveis
das coordenadas x e y. Conhecidos ésses valores mais
proviveis, o segundo membro da equagiio (1) permite
calcular novos valores Ay—para cada estagiio e qual-
quer instante—que, comparados com os valores obser-
vados, nos dariam, segundo a teoria dos &rros de
obgervacfio, uma série de residuos de cardeter aciden-
tal, se os valores Ap observados resultassem apenas do
deslocamento do polo. Mas nfle ¢é isso o que acontece,
na pritica. O astrénomo japonés Hisashi Kimura
mostrou, em 1902, que nésses valores Ay existia uma
parte sistemdtica que desapareceria se ao segundo
membro da equagiio (1) se juntasse mais um térmo, o
térmo «z» , isto ¢, se a equagfo (1) passasse a ter a
forma :

(2) Ap=x c08 Ay sen r+=z

(*) Continuac#io do n.° 17.



