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iguais: 2.°) o plano que contém dois eixos do octaedro 
determina neste um losango; 3.°) a altura dum dos 
triângulos isõsceles forma com o segmento que une o 
centro do octaedro ao meio do lado base do triângulo, e 
com a metade do terceiro eixo, um triângulo rectângulo 
de que essa altura é a hipotenusa; 4.°) que o segmento 
que une o centro do octaedro com o meio da base do tr tan-
gido face do octaedro, é igual a metade dessa base, a 
qual i o lado do losango a que já nos referimos. Assim 
se os dois eixos que definirem o plano forem os que têm 

por medida 3 e b terá o lado do losango jx>r medida 
( V â3 + ba) : 2 e o segmento que une o centro do octaedro 
com o meio do lado Se. for c o terceiro 
eixo, terá a altura do triângulo por medida 
/"<i> + b ! ) : 16 + c?:4 - 1 / 4 - \Ja1 4- b2 + 4cí eaáreadecada 

face será A = l/4* 
(V^+^X^ + bí+ácí), donde 

n área do octaedro. Soluções dos n.°* >17 a 52 de J. da Silva Paulo. 

P R O B L E M A S 
Para Éste número, especialmente' dedicado aos candidatos dos Exames de Aptidão às Escolas Superiores, decidiu a 
RedacçHo juntar aos pontos de exames uma co lecção de outros problemas. A maioria dê st ES é acompanhada ou pela resolu-
ção completa redigida porém duma forma propositadamente concisa, ou por simples sugestões, suficientes para aresoluçflo, 

ou aluda só dos resultados. No final süo indicadas as respectivas fontes. 

53 — Considere-se dois números inteiros a e b , 
tais que a ' + 2i seja um quadrado perfeito: (iI + 2ó = ci. 

1.°) Demonstrar que 2fi é o produto de dois núme-
ros pares. 2.") Pôr a?+b sob a forma duma soma de 
dois quadrados. R : 1.") De 2b = c2—as, tira-se que 
e a? são ambos -pares ou ambos impares ,r o mesmo se 
pode concluir jtara c c a , e, portanto c4-a e c —a são 
pares ; a igualdade 2b~ (e + a) (c—a) demonstra o que 
se pretende. 2.°) Se juntarmos a' aos dois membros da 
igualdade dada, teremos 2(a ! + b) = c 2 + a í ; mas c2+aI=> 

. í / 2 [ ( c + a ) 2 + ( e - a ) 2 ] , logo a* 4- b = ( ^ t ) 

m 
sendo c + a e c — a números jiares, 

+ 
e + a 
~ 2 ~ 

2 são números inteiros c a*+b fica sob a forma 

duma soma de quadrados. 

54 -— Mostrar que uin numero da forma : 
y = f-o")í—a" 

não é nunca primo para n > 1 . R : Como l + a + a2 + 

4 (-a"1™ —— então o número precedente pode 
a—1 

/ a°+1—1 
escrever-se: y — I 

' \ a 
du&indo ao mesmo denominador vem: 

- a » . Desenvolvendo e re-

(a—1)" ' 
( a " - l ) - ( a ° - l ) 

( a -1 )* 

{ a _ l ) . (a—1) (a-1) 
Efectuando a divisão de cada um dos factores por 
(a—1) , obtém-se: 

y = {»n-t + aD-iH l-a + 1) {aD+1 + a"H + a + l ) 
que é um produto de dois factores e o número y só pode 
ser primo se o primeiro, que é de menor valor, fôr ignal 

a 1 . Mas não se pode dar esse caso jwis ter-sn-ia 
a"-1 = 1 donde n = l o que é contra a hipótese. Sc n-=l 
então y = ai + a + l e poeie ser primo ou não como é fá-
cil de verificar com alguns exemplos. 

55 — Pão da [las as sucessões de termos gorais 
A„ — aH — 1 e Bn = ei~" 4-1 • a) Verifique que 
(A„-BJ1- ( 4 , +•&)*+4=ft . b) i Que valor deve 
ter a para que o termo de ordem p da primeira su-
cessão seja igual ao termo de ordem p da segunda ? 
e) Prove que a sucessão de tOrmo geral -4„ 
(5 uma progressão geométrica. R : a) (AD —Bn) : — 
- ( A n + B „ ) í = [ ( a " - - l ) _ ( a - " 4 - l ) ] ! - [ ( a " - l ) + ( a - " 4 - l } ] ^ 
- (a" — a - ) * - (a" -5- a"11)* = (a-" — 2 4- a"5") - (a10 + 2 + 
+ a -=°) = —4 . Assim fica verificado o que pretendíamos. 

f>) Será d"— l -^a^ + l, ou- a "—2—a-^O, isto é, 

(a11)'—2a11—1 — 0, donde, ap-=14;1/2. Logo a = 
<•) <=n = An+t - A„ = (a"*' - 1 ) - (au — 1) - a»*- - an — 
^a" - ' (a"*"1 —a) . Como se sabe o n-ésimo termo duma 
progressão geométrica é igual a u, r" - ' sendo u, o pri-
meiro termo eia rasco. Se fizermos u, = (a'+t — a) e 
r = a , fica provado o que se deseja. 

56 — Sabendo-se que + x2 + >/2 + 
-c3 + y3 + s3 c3, calcular o produto xya. R : (x + y + 
= x 3 + y ' + z 3 + 3 x ( y * + z 1 ) + 8 y (z j +xí ) + 3ü , ( x 3 +y í ) + 
+ 6x yz ; ma» 3x (y3 + + 3 y (z3+ x3 )+3z (x- + y*) = 
= 3 ( x + y + z) ( x 2 + y 2 + z í ) - 3 ( x 3 + y3 + u3). Logo, 
(x + y + z ) 3 = 3 { x + y + z) ( x í + y í + z » ) - 2 (xS+y3 + z3> + 
4-6xyz. Tenelo em conta as igualdades dadas, vem 

a3 —3a bs + 2c3 
a3 = 3a b*—2c3+6x yz. ou xvz = 0 

» ' d 

57 — Achar os valores de ), para os quais o tri-
nómio {).+1) + (5l—3) j; + 2>.+3 é um quadrado per-
feito. Escrever em cada caso as raízes do triuómio 
igualado a zero. R ; O trinómio será um quadrado 
perfeito se ( 5 ) , — 3 ) ' - 4 (x + 1 ) (2x + 3) = 0 , isto é 
17 ),2—50 à—3=0. Esta equação é satisfeita no caso de 
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—1/17, Xo primeiro raso o trinòmio será 
l / 1 7 . ( 1 6 x * - 5 6 x + 49) = (4x—7)?/17 e as raízes são 
x) —xi—7/4. No caso de . o trinòmio será 4x !+-
+ 12 x + 9 = ( 2 i + 8 ) * e as raízes são = x ï — —•3/2. 

58 — Determine o parâmetro k de modo que o sís-

tema ! tenha uma solueao única. 

R : k — + 8 / 4 . 

5 9 — Se os coeficientes da equação cM^-t-ôas-f c —0 
estão em progressão aritmética, é condição necessária 
e suficiente para que as raízes sejam reais, que o va-
lor da razão não esteja compreendido entre a (3 + 21/3) 
# « ( 3 - 2 i /3 ) . 

R: A razão da progressão será r —a — b — 
" b —e . Será então b=-a —r e e = b — r = a — 2 r . Para 
que as raízes da equação proposta sejam reais c neces-
sário e suficiente que V — 4ac > 0 , isto é, (a—r)J— 
— 4a ( a — 2 r ) > 0 ou r^+6ar — 3 a S > 0 . Os calores de r 
que satisfazem esta desigualdade são a (3 + 2 v/3) < r < a (3 - 2 ^ 3 ) , 

6 0 — Determinar y de modo que os valores de x, 
e y que satisfazem ao seguinte sistema, sejam simul-
tané ameute positivos: ' ^ x - ' / y , 127<x—t /<217 . 
R : Fazendo "I/X —U e tem-se tt—V—1, 
u '—v 3 <217 , u ' — v 3 > 1 2 7 ou u — 1 + v . v* - f -v—72<0, 
v 2 + v - 4 2 > 0 ; logo u ^ l + v , — 9 < v < 8 e v < — 7 
Ott v > 6 . Portanto os valores de V que nos interessam 
são 6 < v < 8 , donde se conclui que 216 < y < 512 . 

61 — São dadas duas circunferências iguais e tan-
gentes, e uma reeta tangente comum ãs duas circunfe-
rências. Pretende-se calcular o raio duma circunferên-
cia tangente às duas primeiras e à reeta dada. 
R : Sejam 0 , e OR os centros das duas circunferências 
com o mesmo raio R , e tangentes num ]Hinto A . Tra-
cemos uma tangente comum T T ' e proponhamo-nos cal-
cular o raio x duma circunferência tangente às prece-
dente» c à recta T T ' . Sabemos que o lugar geométrico 
dos centros das circunferências tangentes a (O) e a (O*) 
é a tangente comum em A . Seja w o centro da circun-
ferência cujo raio procuratnos. lio triângulo rectângido 
{OAw] tiranu>s: Ow1 — O A* + A w J , mas O w = R + x , 
Õ Ã - R , J W - R - X , Portanto: ( R + x ) > - R » + ( R - x ) ' . 
Logo x — R / 4 , 

6 2 — Construir um triângulo [ABC] conhecendo 
BZ'=a, fi 

e a soma AB-í-AC^l. Ü : Considerando 
o problema resolvido, sobre o prolongamento de Ait, 
para o lado de A , determina-se o ponto D que se 
obtém pela rotação de C em torno de A . Teremos então 
RD — 1 . Ora o friângiUo [BCD] pode ser construído 
conhecendo o ângulo B e ei dois lados adjacentes e, 

visto que AC — A l ) , lecantar-se-á em seguida ao meio 
de CD a perpendicular z que cortará R D no }>onto A 
procurado. 

63 — São dadas três rectas AB , .4' B' c .LA' ; 
as duas primeiras são paralelas entre si e a terceira 
é perpendicular as outras e encontra-as nos pontos 
.4 e jÍ' . Sôbre as rectas AB e. A' B' marcam-se dum 
mesmo lado de AA' os comprimentos .77j = .t;, A'0'—y, 
variáveis mas ligados pela relação x y ^ & j i , desi-
gnando por a o comprimento Ã Ã ' . Tomando 0 e O1 

como centros, descrevem-se duas circunferências cujos 
raios são respectivamente x e y . 

1.°) Mostrar que estas circunferências s3o tangentes 
entro si. 

2.°) Achar o pouto de contacto. 
3.°) Designando por M ííste ponto, trace-se: o 

segmento AM, que se prolonga até C , ponto de 
intersecção com A'B' u o segmento A!M que se 
prolonga até C , ponto de intersecção com AB . De -
terminar x e ;/ de maneira tal que o trapézio [.1.4'CC] 
tenha uma área dada MI*. R : L.°> Calcule/nos OU ' : 
tem-se: OO'1 - Õ P + O' P* - (y - x)í + a^ . 0 0 , J = 
= (y—x) ' + 4xy —(yH-x)s , 0 0 ' * * x + y . Visto a distân-
cia dos centros ser igual à soma dos raios, as duas cir-
cunferências são tangentes exteriormente. 2.") Seja M 
o jwnto dc contacto. Ot triângulos [AOM], [ A ' 0 ' M j ião 
isòsceles, porque OA — (53 , O' A ' —O' M . Logo, tem-se 
2 0 S f A - 1 8 0 " - A Ô M , 2 0 ' ! Í [ . V - 1 8 0 " - A ' Ô ' M , OMA + 

+ 0'lflA^180"-<A°M+2A'6^«>1'- Como a sonui 

destes dois ângulos é igual a um recto, o ângulo AMA' 
é um ângulo recto, e o lugar geométrico do ponto M é 
a circunferência que tem A A ' como diâmetro. Esta 
circunferência é tangente á recta 0 0 ' , visto OA «o-
uma tangente e ÕM = f ) Ã . 3 ° ) 0 triângulo [ M O ' C ] e 
isòsceles logo 0 ' C — 0 ' M = Y . Do mesmo modo OC-=>x . 
.1« bases do trapézio são então 2x . 2 y ; rt sua área é 
igual a (x + y) a — mJ . Como, por outro lado, se tem 
x y = a J / 4 , x e y são raízes da equação z ! — m I / a - z + 
+ a° '4—0. O problema só scrà possível se ra* > a - . 
mJ = a ! corresponde ao caso do quadrado; OOr é entoo 
paralela a A A ' . 

6 4 - - Considere-se uma circunferência Invariável 
e sôbre ela dois pontos fixos A,B e um ponto móvel M. 
Seja D o ponto médio da corda AB . Prolongue-se 
BM de MC—BM . Determinar o lugar geométrico 
do ponto P, intersecção de AM e CD. R : O ponto P 
é o ponto de encontro das medianas do triângulo [ABC], 
portanto AP—2/3 • AM . Daqui resulta que o lugar geo-
métrico dos jtontos P i o circunferência {e') homotética 
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da circunferência dada (E) , quando se torna A para 
centro de homotetia e 2/3 para razão de homotetia. 

65 — Determinar o lugar geométrico dos pontos 
tais que as duas tangentes a uma circunferência dada, 
tiradas por êsses pontos, e a corda dos pontos de con-
tacto, formem um triângulo equilátero. Calcular o lado 
o a área do triângulo em função do raio do círculo 
dado. It : Conto o triângulo e' equilátero, o ungido for-
mado pelas duas tangentes é t>0° , e o ângulo ao ''entro 
definido pelos raios tirados para os pontos de contacto e' 
o suplemento e portanto 120° . A corda que une os pontos 
de contacto subtende um arco de. 120° e é igual ao lado do 
triângulo equilátero inscrito. Então, a distância do 
centro aos pontos do lugar geotnétrico procurado, c a 
hipotenusa dum triângulo ree tangido cujos catetos têm 
por medida K / 3 e R , concluindo-se, portanto, que o 
seu calor é 2ÍÍ . Logo, o lugar geométrico procurado é 
ama circunferência concêntrica de raio duplo do da cir-
cunferência dada. O lado e a área jfo triângulo pedido 
serão os do triângulo equilátero inscrito, isto é, respe-
tivamente R j /3 e 3R 2 v'3/4 . 

6 6 — Considere um triângulo isosceles [ABC] com 
AB=AC. Construa as bissectrizes BB e ÜS dos ân-
gulos B o C, respectivamente. Demonstre que : 1) As 
bissectrizes são iguais. 2) E isosceles o triângulo defi-
nido pelos pontos B e C a pelo ponto de intersecção 
das bissectrizes, R : Demonstre que são iguais os triân-
gtdos [BRC] e [CSB] . 

67 — I'm triângulo rectângulo de perímetro x+y+ 
-t-2«=36 m , sendo * a medida da hipotenusa, é seme-
lhante a outro triângulo cujos lados medem, respecti-
vamente, 3 m . 4 in e S m . Determine o volume do 
sólido gerado peia rotação do triângulo de lados 
se, y, s em torno da hipotenusa. R : Y = 814 m* . 

t 68 — Num cubo dividem-se as três arestas concor-
rentes num vértice cm ti partes iguais e tiram-se 
pelos pontos de divisão planos perpendiculares às re-
feridas arestas. Demonstre que a soma dos volumes 
das esferas inscritas nos cubos parciais é igual ao 
volume da esfera inscrita no cubo global, R : Seja A 
a aresta do cubo dado, a a aresta dos ctdios obtidos, 
V o volume da esfera dada, v o das esferas obtidas e 
N o n timer o de cubos contidos no cubo dado.. Teremos 
V-JTA1/®, a = A/n , v—IRA^n1 , N = n ' . Portanto 
V - I R A V C - V N » . 

69 — A uma esfera de raio ft é circunscrito um cilin-
dro cujo eis o corta a esfera nos pontos A e B. Além 
do plano da circunferência de contacto das duas super-
fícies, existe um outro plano perpendicular ao eixo AB 
que corta a esfera c o cilindro segundo 2 circunferências 
tais que os dois cones tendo um por base o primeiro 
circulo e por vértice o ponto A , e o outro o segundo 

e por vértiee o ponto B , tenham áreas laterais equiva-
lentes ? R : Supondo que o plano em vista existe entre o 
ponto A e a circunferência de contacto e está auma distân-
cia x do centro da esfera, tem-se para área lateral do cone 
de base sôbre o cilindro: irR y/R' + (R — x) ! . Para o 
cone de base sôbre a esfera a área lateral é, notando qve 
o seu ralo é y/R2 — x! e it sua geratriz y'2fi (R -f-x) : 
v / R 2 — / 2 F t (R + xj - Igualando obtém-se uma eqtai -
füo ewt x : 2x1-h3x!—4R? x —0. .1 solução x=0 é o 
plano diametral e constitui o easodacireunferência de con-
tacto. .4s outras duas soluções são dadas pela equação ; 
2x* + 3Iíx—4R! = Ü . Uma é positiva e menor que a raio, 
enquanto a outra é negativa e deve ser regeitada, por-
ejue conduz a uma solução para o outro lado do plano 
diametral, mas a uma distância inferior ao raio da es-
fera. Há portanto uma solução única entre o ponto A 
e o centro da esfera a uma distância : 

70 — Cortar um cubo por um plano tal que a 
secção seja uni hexágono regular. R : Seja o cubo 
[ABCDEFGH]; consideremos o.»pontos M , N , P , Q . R , S 
meios respectivamente de arestas A l i , BC, CG , GH , 
H E , E A ; vamos mostrar que Pies estão num mesmo 
plano. Com efeito, os segmentos SI*, Q.M , RN inter-
seclam-se no centro 0 do cubo, portanto os quatro pon-
tos M , N , Q , R estão num mesmo plano que contém <i 
recta SP, visto ela conter o jxinto O do plano e ser 
paralela a MN . Pode verificar-se que o plano do hexá-
gono [MNPQRS] é perpendicular ã diagonal DF do 
cubo, visto os lado» do hexágono serem ]>er jten dicttlares 
a esta diagonal. 0 ponto 0 é um centro de simetria do 
hexágono e os triângulos tais que [OMN] são totlos equi-
láteros, portanto o hexágono é regidar. Conclusão: 
obtém-se um hexágono regular cortando um cubo por um 
plano passando pelo centro e perpendicular a uma dia-
gonal. Há quatro soluções que dão hexágono* iguais. 

7 1 — Quantos valores distintos de senn/3 exis-
tem, sendo dado tga? R: Se for a. um dos valores de a , 
lodos os valores de a ijue têm a mesma tangente serão 
a ^ a + k-rr. Portanto a/3 = i/3-f- ktr/3. Logo os calores 
distintos de sen s/3 obtém-se fazendo k-=0 ,1,2 ,3,4 , ú 
na expressão sen (a/3 + k-/3) . 

72 — Considerando todos o^areos a; que verifi-
cam a equação m sen x-(-{2 —m) cos x = l , formar a 
equação que admite por raízes os valores de tg .r/2 . 
Discutir. R : Fazendo tg x/2<= t , teremos sen x = - * 

l - t> 
c o s X — 

1 + t i 

A equação pedida e então 2mt + 
1 + t * 

+ (2 —m)(l—t»)=l-t-t i , ou seja. (3 — ni) ti—2mt + m -
— 1 = 0 . Para que a equação projjosta tenha, soluções é 
necessário e suficiente que a equação em t tenha as nuas 
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raízes reais, isto c', m- + (m — 3) (m — l)=2m í—4m-|-
+ 3 > O. Este trinómio não tem raízes reais, i pois 
sempre positivo, e a equação (3—m) t8— 2mt+m —1=0 
tem duas raízes tj e tj . Existem dois arcos compreen-
didos no intervalo (— jt/2 , ir/2) tais que tg i ( ~ t | e 
* K xí — tl > raízes da equação proposta são então dadas 
pelas fórmulas x / 2 — kir + * i , e x / 2 = krr4-x; ou 
x=2kir+2xj e x=2kir-t-2x2, sendo k um inteiro qualquer. 

73 — Demonstre que a área de um quadrilátero 
convexo qualquer é igual a metade do produto das 
diagonais pelo seno do ângulo por elas formado. 
K : No quadrilátero [ABCD] , trace as diagonais AC 
e DB ; considere a área pedida como soma das áreas 
dos triângulos [ABC] e [CDA] ; determine as alturas 
dês te triângulo em função do seno do ângulo % das dia-
gonais e de um segmento DB . 

Os problemas n . " 58, 66, 67 e 73 sSo propostos por António A. Lopes, os n.°* 55, 59 e 63 por José M criado, o n."60 por R. Qua-
resma Rosa, e finalmente os restantes (5S, 54, 56,57, 01 a fiS e 6fl a 72) sSo extraídos ou Hdaptados por R. Quaresma Rosa de 
problemas que figuram nas seguintes obras : Probtemt dl Matematlca dati agti esamt dl ticenea d'Instituto Técnico, por 
Sebastiano Catania, Raffaelo Giusti, Edt., Livorno; Problèmes de Baccalauréat, por G. Morel, Vuibert Edt., Parla; Métho-
des de Résolution et de Discussion des Problèmes de Géométrie, por G. Lemaire, Vuibert, Paris; Compositions données 
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1 2 - 1 3 - 1 0 - 1 0 - 1 7 

1 - 3 - 8 - 9 
1 2 - 1 5 

18 

3 1—3-8-6—7—8 
1 0 - 1 1 - 1 3 - 1 4 

1 5 - 1 6 - 1 7 

1 - 8 - 1 0 - 1 3 
1 4 - 1 5 - 1 6 - 1 7 

1 - 2 - S - 4 - 5 - 6 

7 - 8 - 9 - 1 0 - 1 1 

1 2 - 1 3 - 1 4 

1 5 - 1 8 

1 - 3 - 5 - 7 - 8 
1 0 - 1 3 - 1 4 

1 5 - 1 6 - 1 8 


