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iquais : 2.°) o plano que contém dois eixos do octaedro
determina neste um losango; 3.°) a altura dum dos
triangulos isdésceles forma com o segmento que une o
centro do octaedro ao meio do lado base do tridangulo, e
com a metade do terceiro eizo, wm tridngulo rectingulo
de que essa altura € a hipotenusa ; 4.°) que o segmento
que une o centro do octaedro com o meio da base do triin-
gulo face do octaedro, ¢ igual a metade dessa base, a
qual € o lado do losango.a que ji nos referimos. Assim
se 0s dois eixos que definirem o plano forem os que tém

por medida a e b ferd o lado do losango por medida
(VM) 12 e o segmento que une o centro do octacdro
com o meio do lado (t/ 55—+—h'5] :4. Se for e o lerceiro
eiwo, terd a altura do tridgngulo por medida

/(824 b?): 16+ c2:4=1/4* /a? - b2+ Ac? eadreadecadn
face seraé A=1/4- (\/’gf--fi_bE 3¢ t/:m) , donde
Al =2y/a? 4+ b2 a2+ b2+4de? a drea do octaedro.

Solugdes dos n.° 47 a 52 de J. da Silva Paulo,

PROBLEMAS

Para éste nimero, especialmente’ dedicado aos candidatos dos Exames de Aptiddo &4s Escolas Superiores, decidiu a
Redaccfio juntar aos pontos de exames uma coleccfio de outros problemas. A maioria déstes é acompanhada ou pela resolu-

c¢Ho completa redigida porém duma forma propositadamente cc

E)

, ou por simples sugestdes, suficientes para a resolugdio,

ou ainda s6 dos resultados. No final sfio indicadas as respectivas fontes,

53 — Considere-se dois nimeros inteiros a e b,
tais que a2+-2b seja um quadrado perfeito: a?+-2b=c2.
1.°) Demonstrar que 2b é o produto de dois nime-
ros pares. 2.°) Por a®4-5 sob a forma duma soma de
dois quadrados. R : 1.°) De 2b=c?—a?, tira-se que c?
e a? sido ambos pares ow ambos {mpares; o mesmo se
pode coneluir para c e a, e, portanto ¢43 ¢ c—a sio
pares ; a igualdade 2b=(c+a) (c—a) demonstra o que
se prefende. 2.°) Se juntarmos a® aos dois membros da
igualdade dada, teremos 2(a+b) =c2+ a?; mas c2+at=
2

=1/2 [(c+a)2+ (c—a)?], logo a’+b= (Eiaj—a) +
c—a\? : c+a

B (-2—) ; sendo c+a e c—a nimeros pares, T
c—a

e sdo numeros inleiros e a?+b fica sob a forma

duma soma de quadrados.
54 — Mostrar que um nimero da forma:
y=(1+a+a+ad4---4a")2—a"
ndo é nunca primo para n>1. R: Como 1+4a+4a?+
arti—1
.a—1
avH _1\2
_) —a". Desenvolvendo e re-
a—1
duzindo ao mesmo denominador vem :

-3 at®t—art?4 ] —an  a™(a"—1)—(a"—1) LY

eeetan= entdo o nimero precedente pode

ESCTEVET=8C: ¥ = (

(a—1)* (a—1)?
_@-n@*-1) _@-1) @1
(a—1)? (a—1) (a—1)

E fectuando a divisdo de cada um dos factores por
(a—1), obtém-se: ’
y=(a"'+a"24... +a+41) (a"H+a"+---+a+1)
que € um produto de dois factores e o niumero y s6 pode
ser primo se o primeiro, que ¢ de menor valor, for ignal

a 1. Mas ndo se pode dar ésse caso pois ler-se-ia
a"™!'=1 donde n=1 o que ¢ contra a hipitese. Se n=1
entiio y=al+a+1 e pode ser primo ou nio como € fa-
cil de verificar com alguns exemplos.

55 — S3o dadas as sucessdes de térmos gerais
A,=a'—1 e B,=a"+1. a) Verifique que
(4,—B)—(4,+B,):+4=0. b) ¢ Que valor deve
ter @ para que o térmo de ordem p da primeira su-
cessfio seja igual ao térmo de ordem p da segunda ?
¢) Prove que a sucessio de térmo geral C,=4,,,—A,
¢ uma progressio geométrica. R: a) (A,—B)2—
— (Ag+Bo)*=[(a"~1)—(a™+1)|*—[(a"—1) + (a7 +1) 2=
=(a"—a")2—(a"+a")2=(a"—2 4 a ) —(a%*4- 2+
+a ) =—4. Assim fica verificado o que pretendi
b) Serd a?—1=a—7+1, ou a"—2—a*=0, isto ¢

(a%)2—2a°—1 =0, donde av=1+ /3. Logo a=V 14/2.
€) Cum Agga— A= (a1 —1) — (2" —1) = 2" — 2" —
=a™! (a1 —a) . Como se sabe o n-ésimo térmo duma
progressdo geométrica € igual a u;r"' sendo u, o pri-
meiro térmo e v a razdo. Se fizermos uy=(a*t'—a) e
r=a, fica provado o que se deseja.

56 — Sabendo-se que z+y+z=a; x?4+y422=0H%;
x3 413+ 23=c3, calcular o produto xyz. R: (x+y+2)3=
= x34+y3+2343x (y2+22) + 3y (22+x2) + 3z (x2+¥?) +
+6xyz; mas 3x (y2422)+3y (22+x2) 43z (x2+4y?) =
=3 (x+y+2) (x2+y2+22)—3 (x34y3+2%). Logo,
(x4+y+2)3=3 (x+y+2) (2 +y2+2%) -2 (3+y3+2%) +
+6xyz. Tendo em contn as igualdades dadas, vem
a3—3ab242c3
S

57 — Achar os valores de » para os quais o tri-
némio (A+41) 22+ (52 —3) w+2x+3 ¢ um quadrado per-
feito. Escrever em cada caso as raizes do trindmio
igualado a zero. R: O (rindmio serd wm quadrado
perfeito se (5r—3)2—4(A+1) (20 +3) =0, dsto &
17 :2—50 2 —8=0. Esta equagdo € satisfeita no caso de

a%=3a b2—2c34bx yz on xyz=
L]
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n=—1/17, 33=3. No primeiro caso o trindémio serd
1/17 . (16 x* — 56 x + 49) = (4x—T7)*/1T ¢ as raizes sdo
xj=x4=T/d. No caso de 13=3, o trindmio serd 4x+
+12x+4+9=(2x+38)? e as raizes sio x| =x{=—3/2.

58 — Determine o parametro k& de modo que o sis-

2 =16
tema {.z: +y tenha uma solugdo iinieca.
Ly+d=ka
R: k==+43/4.

59 — Se os coeficientes da equacio ax?+bx+4e=0
estilo em progressdo aritmética, é condi¢io necessdria
e suficiente para que as raizes sejam reais, que o va-
lor da razfio no esteja compreendido entre a(3+2y/3)
e a(8—-2y/3). R: A razdlo da progressiio seré r=a—b=
=b—c. Serdentdo b=a—r ¢ ¢c=b—r=a—2r. Para
que as raizes da equagdo proposta sejamn reais € neces-
sario e suficiente que h*—4ac>0, isto ¢, (a—r)2—
—4a (a—2r) >0 ou r24-6ar—3a2>0. Os valores de r
que satisfazem esta desigualdade sdo

a(3+2y3)<r<a(3—2v3).

60 — Determinar y de modo que os valores de =
e y que satisfazem ao seguinte sistema, sejam simul-
tineamente positivos: Va—Yy=1, 121<o—y<217.
R: Fazendo aﬂnu e 3V§'=v, lem-se n—v=1,
ud—v3<217, ud—v3>127 ou u=1+v, v24+v—72<0,
vi4v—42=0; logo u=14v, —9<v<8 e v<—-T
ouw v > 6. Portanto os valores de v que nos interessam
sio 6 <v <8, donde se conelui que 216 <y < 512.

61 — Sdo dadas duas circunferéncias iguais e tan-

gentes, ¢ uma recta tangente comum is duas circunfe-
réncias. Pretende-se calcular o raio duma eircunferén-
cia tangente 4s duas primeiras e a recta dada.
R: Sejgm O, e O os centros das duas cireun feréncias
com o mesmo raio R, e tangentes num ponto A . Tra-
cemos uma tangente comum TT' e proponhamo-nos cal-
cular o raio x duma circunferéncia tangente ds prece-
dentes e @ recta T'T!. Sabemos que o lugar geométrico
dos centros das circunferéncias tangentes a (O) e a (07)
€ a tangente comun em A . Seja w o centro da circun-
Sferéncia cujo raio procuramos. Do triangulo rectimgulo
[OAw] tiramos: Ow' =0A"+Aw", mas Ow=R+x,
OA=R, Aw=R—x, portanto: (R+x)?=R2+ (R—x)2
Logo x=R/[4.

62 — Construir um tridingulo [ABC] conhecendo
BC=a, B e asoma AB+AC=I. R: Considerando
o problema resolvido, sdbre o prolongamento de AB,
para o lado de A, determina-se o ponto D que se
obtém pela rotagio de C em térno de A . Teremos entio
BD=1. Ora o triangulo [BCD] pode ser construido
conhecendo o dngulo B e os dois lados adjacentes e,

visto que AC=AD , levantar-se-G em sequida ao meio
de CD a perpendicular z que cortard BD no ponto A
procurado.

63 —Sido dadas trés rectas AB, A/'B' e AA';
as duas primeiras sdo paralelas entre si e a terceira
¢ perpendicular As outras e encontra-as nos pontos
A4 e A'. Sébre as rectas AB e A' B’ marcam-se dum
mesmoladode 44' os comprimentos A0=x, A0'=y,
varidveis mas ligados pela relacio wy=a2/4, desi-
gnando por @ o comprimento AA'. Tomando O e O
como centros, descrevem-se duas circunferéncias cujos
raios sfo respectivamente x e y.

1.9 Mostrar que estas circunferéncias s¥o tangentes
entre si.

2.%) Achar o ponto de contacto.

3.°) Designando por M #ste ponto, trace-se: o
segmento AM , que se prolonga até €', ponto de
intersecglio com A'B' ¢ o segmento A" M que se
prolonga até €, ponto de interseccio com AB . De-
terminar @ e y de maneira tal que o trapézio [AA'CC']
tenha uma drea dada m?. R: 1.°) Caleulemos OO';
tem-se: O—Oﬁ—ﬁ—f‘,+W=()'—x)3+az, 00" =
=(y—x)244xy=(y+x)2, O0'=x+ty. Visto a distin-
cia dos centros ser igual & soma dos raios, as duas cir-
cunferéncias sdo tangentes exteriormente. 2.°) Seja M
o ponto de contacto. Os triangulos [AOM], [A'O'M] sdo
isosceles, porque OA=0M, O' AT=0'M. Logo, tem-se
20MA =180°— AOM, 20/ MIA/=180°— A'O'M, OMA +

+0'$1A'=1w+@”_+2@'ﬂ_90~. oo 15 ead

déstes dois dngulos € igual a um recto, o angulo AMA'
€ um angulo recto, ¢ o lugar geométrico do ponto M €
a cireunferéncia que tem AN como diametro. Ista
eireunferéneia € tangente & recta 00!, visto OA ser
wma tangente ¢ OM=0A . 8.°) O trianguio [MO' C] é
isdsceles logo O' C'=0"M=y . Do mesmo modo OC=x,
As bases do trapézio sio entdo 2x, 2y ; a sua drea €
igual a (x+y) a=m?. Como, por outro lado, se tem
xy=a?/4, x e y sdo raizes da equagdo z*—m?/a-z+
+a?4=0. O problema si serd possivel se m2=>a?,
m?=a? corresponde ao caso do quadrado ; 00! ¢ entio
paralela o AA'.

64 — Considere-se uma circunferéncia invaridvel
e sdbre ela dois pontos fixos 4, B e um ponto movel M.
Seja D o pouto médio da corda AB. Prolongue-se
BM de MCw=BM. Determinar o lugar geométrico
do ponto P, intersec¢iio de AM e CD . R: O ponto P
€ o ponto de encontro das medianas do tridngulo [ABC],

portanto AP=2/3+ AM . Daqui resulta que o lugar geo-
métrico dos pontos P € a circunferéncia (c¢') homotética
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da circunferéncia dada (c), quando se toma A para
centro de homotetia e 2/3 para razdo de homotetia.

65 — Determinar o lugar geométrico dos pontos
tais que as duas tangentes a uma circunferéncia dada,
tiradas por &sses pontos, e a corda dos pontos de con-
tacto, formem um tridngulo equildtero. Caleular o lado
@ a drea do tridngulo em funcfio do raio do circulo
dado. R: Como o trifngulo ¢ equildtero, o dmgulo for-
mado pelas duas tangentes ¢ 60°, e o dngulo ao centro
definido pelos raios tirados para os pontos de contacto €
o suplemento e portanto 120° . A corda que une os pontos
de contacto subtende um arco de 120° e € igual ao lado do
tritingulo equilttero inscrito. Entdo, a distincia do
centro aos pontos do lugar geométrico procurado, € a
hipotenusa dwm tridngulo rectingulo cujos catetos tém
por medida R[/§ e R, concluindo-se, portanto, que o
sew valor ¢ 2R . Logo, o lugar geométrico procurado ¢
wma circunferéncia concéntrica de raio duplo do da cir-
cunferéncia dada. O lado e a drea do triangulo pedido
serdo os do tridangulo equildtero inscrito, isto €, resper-
tivomente RY/3 e 3Rﬁ/§[‘4.

66 — Considere um tridingulo isdsceles [ABC] com

AB=AC. Construa as bissectrizes BR e S dos n-
gulos B e C, respectivamente. Demonstre que : 1) As
bissectrizes siio iguais. 2) E isésceles o tridngulo defi-
nido pelos pontos B e C e pelo ponto de intersecgiio
das bissectrizes, R : Demonstre que sio iquais os tridn-
gulos [BRC] e [CSB]. i

67 — Um tridingulo rectingulo de perimetro x+-y+
+2z=36m, sendo z a medida da hipotenusa, ¢ seme-
lhante a outro tridngulo cujos lados medem, respecti-
vamente, 3m, 4m e 5m. Determine o volume do
sélido gerado pela rotacfio do tridingulo de lados
@,y ,z em térno da hipotenusa. R: V=814 m?.

68 — Num cubo dividem-se as trés arestas concor-
rentes num vértice em n partes iguais e tiram-se
pelos pontos de divisf3o planes perpendiculares as re-
feridas arestas. Demonstre que a soma dos volumes
das esferas inscritas nos cubos pareiais ¢ igual ao
volume da esfera inserita no cubo global. R: S¢gja A
a arvesta do cubo dado, a a aresta dos cubos obtidos,
V o volume da esfera dada, v o das esferas obtidas e
N o nidunero de cubos contidos no cubo dado.. Teremos
V=xA36, a=A/n, v=mA3/6n3, N=nd. Portanto
Vﬁ“A{fﬁ:&\"ﬂs &

69 — A uma esfera de raio R ¢é circunserito um cilin-
dro cujo eixo corta a esfera nos pontos 4 e B. Além
do plano da circunferéneia de contacto das duas super-
ficies, existe um outro plano perpendicular ao eixo 4B
que corta a esfera e o cilindro segundo 2 circunferéncias
tais que os dois cones tendo um por base o primeiro
circulo e por vértice o ponto A4, e o outro o segundo

e por vértice o ponto B, tenham dreas laterais equiva-
lentes ? R : Supondo que o plano em vista existe entre o
ponto A e acircunferéncia de contacto e estd a uma distin-
cia x do centro da esfera, tem-se para Grea lateral do cone
de base sbbre o cilindro: =RYR*+(R—x)2. Para o
cone de base sGbre a esfera a drea lateral €, notando que
o seu raio ¢ \/ RZ=x% ¢ a sua geratriz V2R (R+x):
=V R2—x2 /2R (R+x) . Iqualando obtém-se wma equa -
¢ito em x: 2x34+3x2—4R?x=0. A solucdo x=0 € o
plano diametral e constitui o caso dacircunferéncia decon-
tacto. As outras duas solugdes siio dadas pela equagio :
2x24+-3Rx—4R2=0. Uma € positiva e menor que o raio,
enquanto a outra € negativa e deve ser regeitada, por-
que conduz a uma solugio para o outro lado do plano
diametral, mas a uma distincia inferior ao raio da es-
Jera. Ha portanto uma solugdo tinica entre o ponto A
e o centro da esfera a uma distincia :
x=R/4+ (=384 y41).

70 — Cortar um cubo por um plano tal que a
secglio seja um hexdgono regular. R: Seja o cubo
[ABCDEF GH]; consideremos os pontos M,N,P,Q,R,8
meios respectivamente de arestas AB,BC,CG,GH,
HE ,EA; vamos mostrar que éles estdo num mesmo
plano. Com efeito, os segmentos SP, QM , RN inter-
sectam-se no centro O do cubo, portanto os quatro pon-
tos M,N,Q,R estiio num mesmo plano que contém a
recta. SP , visto ela conter o ponto O do plano e ser
paralela a MN . Pode verificar-se que o plano do hexd-
gono [MNPQRS] ¢ perpendicular & diagonal DF do
cubo, visto os lados do hexdgono serem perpendiculares
a esta diagonal. O ponto O ¢ um centro de simetria do
hexdgono e os triangulos tais que [OMN] sdo todos equi-
lateros, portanto o hexdagono € regular. Conclusio :
obtém-se um hexdgono reqular cortando wmn cubo por wm
plano passando pelo centro e perpendicular a uma dia-
gonal. Ha quatro solugdes que dio hexdgonos iguais.

71 — Quantos valores distintos de sena/3 exis-
tem, sendo dado tga? R: Se for « um dos valores de a,
todos os valores de a que tém a mesma tangente serdo
a=z-+kr. Portanto a/3=2/3+k=/3. Logo os valores
distintos de sen o3 obtém-se fazendo k=0,1,2,3 4,5
na expressio sen (4/3+k=[3) .

72 — Considerando todos oggarcos x que verifi-
cam a equagfio m sen x+(2—m)cos 2=1, formar a
equagfio que admite por raizes os valores de tgx/2.

Discutir. R: Fazendo tg x/2=t, tereinos sen ) ?:t!'
112
cos x=1 ra A equaciio pedida e entdo 2mt 4
.'.

+(2—m) (1 —12) =1+, ou s¢ja (3—m) 2—2mtfm—
—1=0. Para que a equagdo proposta tenha solugies ¢
necessdrio e suficiente que a equagio em t tenha as suas
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raizes reais, isto ¢, m?+ (m —3) (m — 1) =2m2—4m +
+820. Este trindémio néo tem raizes reais, € pois
sempre positivo, e a equagdo (3—m) 2—-2mt4m—1=0
fem duas raizes ty e tp. Fwxistem dois arcos compreen-
didos no intervalo (—=/2,%[2) tais que tgxy=t; ¢
tg xp=ts; as raizes da equagdio proposta sio entiio dadas
pelas formulas x[2=kn+x, e x/2=kr+x; ou
x=2kn+2x e x=2kn+2x,, sendo k wm inteiro qualquer.

73 — Demonstre que a drea de um quadrildtero
convexo qualquer é igual a metade do produto das
diagonais pelo seno do #dngulo por elas formado.
R : No quadrilatero [ABCD], trace as diagonais AC
e DB ; considere a drea pedida como soma das dreas
dos triangulos [ABC] e [CDA]; determine as alturas
déste tridngulo em fungio do seno do angulo o das dia-
gonais e de um segmento DB .
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