GAZETA DE MATEMATICA

O Teorema de Euler sébre os poliedros convexos
e o nimero de poliedros convexos regulares
por José da Silva Paulo

Consideremos uma superficie poliédrica convexa
obtida a partir dum poliedro convexo pela supressido
de uma ou mais faces consecutivas. Esta superficie ¢
aberta e termina por uma linha poligonal fechada
plana ou enviezada. Demonstremos para uma tal su-
perficie o seguinte :

Lema — Numa superficic poliédrica convexa aberta,
terminada por wna linha poligonal fechada plana ou
enviezada, a soma do nimero de vértices € iqual ao ni-
mero de arestas aumentado de 1.

Se designarmos por 4,"F e V o ntimero de arestas
faces e vértices da superficie o teorema traduz a se-
guinte igualdade: A+1=F4 ¥ . Demonstraremos o
teorema por indugdo completa em F.

Verifiquemos, entdo, que éle ¢ verdadeiro para o
caso da superficie ter uma itnica face. Neste caso a
superficie reduz-se a um poligono convexo para o
qual é¢ Fe==1e A=V, logo

A+1=1+V.

Consideremos, agora, o teorema vdlido para o caso
da superficie ter F faces ¢ demonstremos, que nesse
cago, o teorema verifica-se para uma superficie con-
vexa aberta com F+1 faces. Acrescentemos para isso
4 primeira superficie uma face com n lados. Se a
superficie continua aberta o perimetro da nova
face nilo poderd coincidir inteiramente com a linha
poligonal que termina a primeira superficie. Seja p o
mimero de arestas comuns a face e a superficie polié-
drica, serd p+1 o nimero de vértices comuns. I entdo
evidente que, se forem A/, F'!, e V' o nimero de ares-
tas, faces e vértices da superficie de F"+ 1 faces, tem-se:
A=A+ (n—p), F=F+1 e V' =Vi+n—(p+1)
donde F'4+V'=F+14+V4n—p—1=F+V+(n—p)
e como A'4+1=A+1+4(n—p)=F+V+(n—p) vem
F'+V'=A'"+1, ¢. q. d.

Iste lema permite-nos demonstrar o :

Teorema de Euler — Em todo o poliedro convexo, o
nimero de arestas aumentado de 2 ¢ igual & soma do
ntiimero de faces com o nikmero de vértices.

* Sejam ainda 4, F e V o mimero de arestas, faces
e vértices do poliedro. Tiremos ao poliedro convexo
uma face. Ficaremos com uma superficie poliddrica
convexa aberta para a qual ¢ A+1=F+4V e para o
poliedro convexo que tem o mesmo nimero de arestas

ou

e vértices e mais uma face que a superficie poliédrica

serd
A+2=F+4+V

Nota — Esta demonstraciio ¢ devida a Cauchy.

e. q. d.

Consideremos finalmente o seguinte :

Teorema — Nio podem existir mais do que cinco es-
pecies de poliedros convexos nos quais todas as faces
tenkam o mesmo nimero de lados e cujos angulos sélidos
tenham o mesmo niumero de arestas.

Suponhamos, entfio, que no poliedro cada face tem n
lados e ecada dngulo sdlido m arestas. Se considerar-
mos o mimero total de arestas faces e vértices, serd :

mV=24 e também nF=24.

Da férmula de Euler tira-se

4m
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Ura F' é um nidmero inteiro positivo bem como m e n,
o mesmo deverd suceder ao denominador da fraccio

anterior ou seja
2m+2n > mn
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Além disso m e n slio superiores a 2 donde: 21 >3 (n—2)

ou n<6 e assim n 86 pode ter os valores 3,4 e 5;

teremos como solugdes possiveis daquela desigualdade
my=3, my=3; ny=3, my=4; ny=3, my=5;
ny=4, my=3; n5=5, my=3;

e pode formar-se o seguinte quadro:
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Se notarmos que num poliedro convexo regular tddas
as faces tém o mesmo nimero de lados e todos os vér-
tices o mesmo nidmero de arestas conclui-se que sé
existem 5 poliedros convexos regulares.

Nota— A demonstracfio déste ultimo teorema é de E. Lu-
cas, Théorie des Nombres.,



