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MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA

ALGEBRA SUPERIOR— MATEMATICAS GERAIS

F.C.L. — Avrcrpua Suekrior — 1.2 Exame de freqiléncia
— 25 de Fevereiro de 1944.

1940 — Seja S um sistema de »n equagles a =
incégnitas, em cuja solugiio (linica) =, ¢ diferente de
zero. Troquem-se ordenadamente os coeficientes de
com os térmos conhecidos. Que relagdes ligam a solu-
giode S ade 8'? R: Sea
al x, +af X3+ - +af x,+---+af x,=b; (i=1,2,---,n)
o sistema S e
by x;+af 23+ - +al x,+ - +af x,=a] (i=1,2,---,n)
o sistema S'. A solugdo de S ¢

32 a?,..a?...a’:
A

:
Xy = =—m=—3 ¢ em geral
1 AI X b

-+ gh=1 a: a']"i'l.,.a'l' ‘

x! = = =
h A,
aj aj---al™' b aj*!---a}
20 1o R SRR e o e (N
- |atas- aitbattt oy
A
Ay B oA
4y A 4 R

As solugies de S' e S estdo pois ligadas pelas relagies
xi=1/x; x,=—x,/x, (h=#1).

1941 — Determinar os mimeros caracteristicos da
quidrica u?+3v?— 22— 2uv- 2ux+2uy +2vs+ 20y -+ 4y .
R: Por ser nulo o seuw diseriminante, a quadrica e

Py |
deg te. Tomando dy=| —1 3 1|=—6
I e

para determinante principal, 08 seus niemeros caracte-
risticos serio os da quddrica em que ela se converte pelo

anulamento da variavel ndao principal y. A cadeia de
menores principais (completada com a unidade):

Ag=—6; .szsl __i _; ‘—2; A=1; 1 apresenta

uma Unica variacio de sinal e 0s nimeros caracteris-
ticos serdo q=1,p=2, isto ¢, a quidrica resolve-se
numa soma de dois quadrados positivos e wn negativo.

1942 — Achar o éngulo do plano dos pontos
r1,2,3, Q3,2,1) e R(2,1,3) com a recta
que passa pela origem e pelo meio do segmento PQ.

‘R: A equagio do plano ¢ x+y+z=6 e as da recta

siio x=y=2z [pois ¢ definida pelos pontos (0,0,0) e
(2,2,2)]. o que mostra ser 90° o angulo da recta com
o plano (eixos coordenados rectangulares).

1943 — Supondo A irracional, por que motivo
1 1
A'H=1? R: Porque A-X ¢ fecho comum de duas
secgies, wna de nimeros 2y "2 inferiores a 1, outra
’ 1 :
de nilumeros as - @, Superiores a 1

1944 — Por que construgio geométrica se trans-
forma a figura F dos pontos z na figura F' dos

pontos z'=

—a? R: Obtida a figura dos pontos
z''=z—a por wma translacio paralela ao eixo dos xx ,
passa-se dum ponto z" para o homdlogo z' mareando
sobre um raio vector OZ', simétrico de OZ" em reta-
¢io a OX, wmn comprimento inverso de OZ' .

1945 — Desenvolver a igualdade matricial

a b e x d
[a? bl CI]x[y:l-[d; ]’
an bu cil z (l”
abe x a x+b y+e 3z
R: [a' b e ]x[y]s[a' x+b y+¢ z]
all'bllcli' z ahx_}_h’ly_'_cﬂz

a x+b y+e z=d
e portanto  a' x+b' y+e' z=d'.
a"x+b*'y+c”z=d"

1946 — Como se hi-de formar o quadrado de um
determinante para que fique com a matriz simé-

')
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trica? Justifique a resposta. R: Deve fazer-se a
multiplicagio por filas do mesmo nome. Com efeito,
Cpp = 2 aj al = 2 aj aj=cy, (por linhas);

(] =l

n n
€ Cpy = 2 af af = 2 akal =c,, (por colunas).
=1 =]
1947 —Defina determinante hemi-simétrico e enan-
cie algumas das suas propriedades. R: Um determi-
nante diz-se hemi-simétrico quando af=—aj,al=0.

1948 Que relagdes ligam os complementos algé-
bricos de duas filas paralelas em determinante nulo ?
e qual a origem de tais relagdes? R: Sdo propor-
clonais, como resulta da igualdade
Al A} Al A? Al A
Al A? Al A} Al Ap
cujos primeiros membros sdo menores de 2% ordem do
adjunto de A (suposto nulo).

=0

05

1949 — Que sio quddricas equivalentes? e por que
tém igual caracteristica? R: Sdo aquelas que se con-
vertem wma na outra por wma transformagao linear. Tém
igual caracteristica porque, se for A, o determinante
principal duma, terd de haver no discriminante da outra
um menor nio nulo de ordem u e atendendo a que o0s
papéis das duas sdo permutiveis.

1950 — Que ¢é equagiio normal de uma recta? e que
significam os coeficientes de tal equacio? R: E a
equagio X cosat+ysenz=p, onde p € o comprimento
e a o angulo com OX do seqmento da perpendicular
bairada da origem para a rectn.

1951 — E a recta az/A=y/B=z/C sempre orto-

gonal ao plano Ar+By+ Cz+D=0? R: Sé em
eicos rectangulares.

1952 — Escrever a equag¢fio do plano definido pelo
z+y+2=0

ponto M (1,1,1) e pela recta ’-E{ z—y+z=0

R: a—2y+2=0.
Solucdes dos n.”® 1940 a 1952 de F. Roldfo Dias Agudo
taluno do 2. ano da F, C. L.)

1. 8. C. E. F. — I.» cadeira — I.° Exame de freqiléncia
ordindrio, Prova p #tica, 3-2-944,

1053 — Dados X=a-+bi e X=a—bi, calcular:

== s X4 X»

2 L g Gl L0 G e S T

X X Xn — X

(n inteiro e positivo)

y Xn—X" @

e mostrar que as trés primeiras expresstes sio reais
e as duas iltimas imagindrios puros. R: Sea
X'=A+Bi e X"=A—Bi onde, como se sabe :

A= () s (3) v

B-('l') an! b—‘(g)a"-"‘ gt
entlo :

X4+ X =A+Bi+A—Bi=2A

Xn . X*= (A+Bi) (A—Bi) = A?+B?
X+ X* A+Bi A-Bi_ 2(A*—BY)
X X* A—Bi A+Bi A'+B?
X" —Xo= A+ Bi— (A —Bi) = 2Bi
X=+X,,_2A A,

x_p_in 2_1‘3_1 Bl

1954 — Resolver o sistema :
{ 2+ (l+7) o=3 +i s=ztiy
L+ z—(6+i)o=4 o=u+tiv
R : Substituindo e simplificando :
—y+u—v+i(x+u+v)=3+i
{ x+y—6bu—v+i(x—y—u+6v)=4
que, por definigdo de igualdade para nimeros complexos,
se desdobra em :
—y+u—v=3
x+u+v=1
X+y—bu—v=4
x-y—u+bv=0
que resolvido, fornece:
87, 13 . 8§ 14

15 15

15 15

1955 — Estudar o sistema:

u=x+ysena+zsenf
v=xsena+y-+zseny
w=xsenf+yseny+z
onde «, B e y sdo os dngulos interiores dum tridn-
gulo rectingulo. Podem exprimir-ge 2, ¥ e z em fun-
¢oes lineares de u, v e w? Justificar a resposta.
R: Pode tomar-se a=x 2 e y== 2—§, donde, sena=1
e sen y=cos f e entdo o sistema pode escrever-se
x+y+zsen f—u=0
X+ y+zcos f—v—0
xsenfB+yecosf+z—w=0

cujo matriz €:
1 1 senf —1 0 0
) O | cosf 0 —1 0|

sen f cos B 1 0 0 —1
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onde o determinante -1 0 0 ‘
- 0 =1 0
0 Ny A=)

mostra que o sistema € triplamente indeterminado.
X, y e z podem erprimir-se linearmente em u, vew
se for diferente de zero o determinante :

1 1lsenp
1 lcosp
sen fcos B 1

0 que se verifica se f5=n[4, isto € se o tridngulo ndo
Sfor isésceles.

Solugdes dos n.°® 1953 a 1955 de ). Rémy T. Freire,

1. 8. C. E. F. — I.» cadeira— 1.° Exame de freqiiéncia
ordinario. Prova tedrica, 4-2-944.

1956 — A operac¢do de divisdo ; seu estudo através
dos vdrios campos numéricos; suas relagles com o
conceito de campo. ; E o conjunto

R PR Y, W e VG LN

um campo? ¢ 1 um dominio inteiro? Justifique as
respostas.

1957 — Conceito de monotonicidade ; sua impor-
tincia na teoria dos mimeros reais e na das fung¢des.

1958 — A fungfio y=sen1/x é invertivel no inter-
valo (—=/4,=4)? e no intervalo (=/4,w2) ? Justi-
fique as respostas.

1959 Seja no plano Oxy uma circunferéncia de
centro na origem e raio 1 e o conjunto () dos nime-
ros complexos r+és com » e s racionais e tais que os
seus afixos estdo dentro dessa circunferéncia. Deter-
minar os pontos de acumulagio do conjunto (E).

I.S. C. E. F.— Aveeora Supertor — 1.2 Prova extraor-
dinAria, 15-2-944 — Exame pratico.

1960 — Provar, a partir da formula de Moivre ge-
neralizada, que o produto das » determinagdes de "/ =

(=« real ou complexo) ¢iguala —a oua + 2 conforme n é
par ou impar. R: Seja a=p (cos ©-+1sen ©). Portanto:

s 0+ 2k e+2k
Vo= Vg(cos = “4-156:1—"1-;'—-?E

(k=0,1,...,0-1).
O produto P das n determinagies é: P=g¢ (cos 34-isen fj)

n—1
com B == Z (®+2kn)n=0+ (n—1)=. Atendendo a que
k==t .
cos [A+ (n—1) =] =(—1)""cos® ¢ sen [O+(n—1)r]=
=(=1)""'sen®, tem-se: P=(—1)"".a, como se pre-
tendia.

1961 — Determinar o complexo z=xz+7y de modo

1+iz -

tal que —=1+4+4d¢. R: Efectuando as operagies
1+iz

indicadas tem-se: x—2y—i(1+y)=0 ou x—2y=0 e

1+y=0, donde x=—2 e y=—1 e, portanto, z=—2—1i.

1962 — Resolver o sistema s

Se—2y+4z+ u=2
- x4324+2u=2

b —2y—2z—Bu=—2
—4x+2y— 2+ u=0.

¢ Qual é o mimero mdximo de valores nulos que pode
aparecer numa solucio ? Justifique a resposta.

R: A 24 equagio obtem-se somando ordenadamente a
1.2 com a 4.7, e a 3." obtem-se multiplicando a 1.* equa-~
gdo por —1, a 4.5 por —2 e somando. O sistema pro-
3x—2y+4z+u=2

posto € pois equivalente a —4x42y— z+u=0 enm

3 -2
que A,-=‘ . 2 |=-—2¢0 que resolvido dard :

' x= 2u+3z—2
y=(13z+Tu—8)/2.
homogéneo o que ecclui a possibilidade de figurarem
4 valores nulos numa solugdo. Como o sistema € dupla-
mente indeterminado e atendendo a que mem X nem y
estiio expressos em fungies lineares e homogeéneas de
u e z, 86 poderdo aparecer dois valores nulos.

Ndo se trata dum sistema

Solugdes dos n.°* 1960 a 1962 de Orlando Morbey Rodrigues,

CALCULO INFINITESIMAL

F. C. P.—Circuro—.° Exame de frequéncia—1943-44

— Ponto n.° 1.
1
1963 — Calecular 1= f xcos?cdr.
R:l= [ x(cos2x+1)/2.dx=x/4-sen2x+1/8.cos2x+

+x24+C.

Mz ¥
+ — =

¥z
— Dada equagio 4 ——2
B e R
mudar as varidveis independentes sendo u=(y—e") /2,
¥z ¥z ¥z 2
v=e*, R: —+¢e* + g — -
dx? xdy dyr ¥

1965 — Determinar os maximos e minimos de z defi-
nida pela equagfo 2z'+ (y—1)*+2 (2 —1)*—2=0. R:
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Temos x=1,y=1,2z=41er=71/2,8=0,t="71/4,
Para (1,1,1) vem s®—rt<0 ¢ t<0 — maximo e
para (1,1,—1) vem s8?—rt<0 e t>0 — minimo.

I1
i L
1966 — CaIcular/ _‘.r,___ R: —log fi."l_-_ﬁ
: da® — 4y5  4—y5
1967 — Determinar o verdadeiro valor de

y=x'logx para x=0. R: 13_’2)(—0.

* ad
1968 — Calcular Iaj el g
J Y1—ot
R: I=1/2, arcsena?.
Nota — O aluno deve resolver pelo menos 2 exerci-
cios, um dos quais do grupo I.

F.C. P.—Circuro—1.° Exame de frequéncia— 1943-44
— Ponto n.° 2.

" A+ 2 —x+1
1969 — Calcular 1= J (222 +1) (2o—1)

2x +1 2
2x2+1 2x-—-1

4x34-2x2—x+1 —1
x (2x2+1) (2x—1) X

. 1 1 =
I=—logx+—log (2x®+1)+ —arctgy2x+
2 V2 "

2x—1) V2xF + 1
('i ):*-r- b

+log (2x—1) +C=log »==

+Z-2arc tgy2x+C.

Sy @
1970 —Dada a equaglo o' — +z - —4=0,
o dx

mudar de varidveis, sendo y=2z+3¢t e x=e', em
que ¢ ¢ a nova varidvel dependente.

dy dz y d2z dz
R: =—mg |0 13):—=wmg W d—=—19—=§).
dxe(dt)dﬂe(dt* dt)
d!
Substituindo vem: ——2=0.

dt2

1971 — Determinar os mdximos e minimos de ¥
dado pela equagio ¥*+3y*—(2—2)* (x+1)=0.
¥+ By = (x=2) (x+1)=0
—2(x=2) (x+1)— (x—2)?=0, donde x=2,y=0;
x=2,y=-3; e x=0,y=1.
Derivando duas vezes a equagio dada :
~2(x+1)—4 (x-2)+(6y+6) y"-+ By*+6y) y"=0.

Em (2,0) tem-se —6+46y?=0 y'=+1 ponto duplo

2,-3) —6+9y"=0 y">0 minimo
0,1) 6+4+9y"=0 y" <0 maximo
11
VB 2
1972 — Calcular 22 . Ri, I=a{/Bes
¥ ‘/ 7T—3ax

1973 — Determinar o verdadeiro valor de
y=y4o*+8s+1—2x para ®=co. R: limy=3/4.

1974 — Caleular I—f
/s

R: I=1—a+~n/4—cotga.

cotg® = dir .

Nota — O aluno deve resolver pelo menos 2 exerei-
cios, um dos quais do grupo I

Solucdes dos n.°® 1963 a 1974 de J. Rios de Souza.
. 8. C. E. F.— 2.2 cadeira — 1.° Exame de freqiiéncia
— Fevereiro, 1944,

1975 — Mostrar que o produto infinito

2[0-5)4]

¢ absolutamente convergente, qualquer que seja .
[k é uma contante que nie é um mimero inteiro

negativo] . R: O #rmo geral da séric a estudar €:
) £y 2k x —x*
-| (1= e | N e
s, |:( n+k) & ] 2n (n+k) .

em que T representa os térmos da ordem de —*
n

% :
(Desenvolveu-se em série e* e efectuaram-se as opera~

¢bes). Por comparagio, com a série de Derichlet, | e

conclui-se que (u,) conrerge absolutamente, qualquer qu
seja x , o mesmo sucedendo ao produto infinito.

1976 — Caleular o integral

i (n inteiro) .

fi/:r:(l—a:" (2w —1)7

R: Fazendo x"=t vird:
1
S N [ By el
n (2t—1) t(1-t)

t—n_t
I-.lf t» 2n dt
(1-1) (@t-1)%

=2 fer-se-a 1=2 [ ——
Z Er-8€-( JI 2z

Fazend :
asendo agora: o

que € um integral duma fungdo racional.
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1977 —Estudar a convergéneiado integral impréprio
T

cos x dx ‘
(1 -2 sen @) (sen x)'—*

du

R: Fazendo senx=u, fem-se: I= R SRR
: (1 —2u) u'-*

integral impréprio de Cauchy nos pontos n=0
(com a<<l) ¢ u=1/2. Por ser:

: =2 ¢ k=1
e e com k=1,
1—2u)u= 2
o inteqral diverge.

y Solugdes dos n.”® 1975 a 1977 de O. Morbey Rodrigues.

lim (u—1/2)* -

=142
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Nesta seccdio, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdio publicadas criticas de Iivr0§
e outras publicagdes de matemdtica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares & Redaccdo

43 —KENDALL, M. G.—The Advanced Theory
Of Statistics — vol. I, pp. XII - 457 — Charles Griffin
and Co., London, 1943. 42 s. :

Serd um verdadeiro prazer para qualquer estatistico
matemdtico possuir um volume tio bem acabado como
éste. Deve realmente felicitar-se o Sr. Kendall pela
energia e firme preseveranga necessdrias a realizagio
da sua pesada tarefa e insuflar-lhe ainda a inflexivel
energia que serd necessdria para escrever o segundo

volume. Até & altura em que levou a cabo o seu tra-

balho, féz certamente qualquer coisa para manter o
erédito da Inglaterra no campo do ensino da matems-
tica. -

No prefdcio o autor explica que a intengfio original
era escrever o livro em cooperagfio com outros quatro
distintos estatisticos. Felicitemo-nos entretanto pelo
afortunado facto de que a intervencio da guerra o
obrigou a realizar o trabalho segundo o seu préprio
plano e sem a ajuda e complicagdes resultantes de tal
colaboragio.

Nas muitas ocasides em que tenho sido conszultado
sobre a possibilidade e conveniéneia de publicar um
traballio em grande escala sdbre estatistica matemd-
tica tenho frizade a ecircunstincia desalentadora de
que os progressos das recentes décadas tém sido tio
revoluciondrios, nio somente em relagio aos métodos,
mas também em relagiio aos pontos de vista sob os
quais sio encarados os problemas estatisticos, que
qualquer exposigiio, contendo material esperado e acei-
tado pelos orientadores de uma geragiio anterior, corre
o risco de em breve ser considerada obsoleta e sem
finalidade. O Sr. Kendall rodeia esta dificuldade habi-
lidosamente sem todavia a resolver completamente.
Assim a primeira vista presta pelo menos respeito for-
mal & velha econvengdo de expor os métodos estatisticos
subordinando-os aes titulos: medidas de posi¢io, medi-
das de dispersiio e finalmente, coroando o arco, medidas
de correlayfio. Os wltimos quatro dos dezasseis capitu-
los déste volume sio destinados a vdrios coeficientes de
correlagio, nflo totalmeute, é verdade, no velho estilo

porque os assuntos sio tratades como uma competéncia
matemadtica, baseada numa larga familiariedade com
a literatura, muito para além de tudo préviamente
tentado, mas, é-se tentado a dizer, também para além
do intersse intrinseco ou utilidade prdtica dos méto-
dos discutidos. Porque razfo desejaria hoje qualquer
pessoa calcular uma cor:elagio ordenada ou um coefi-
ciente de contingéneia ?

O leitor moderno, por outro lade, gostaria de ver o
Capitulo 10 sébre as distribui¢des exactas em amostras
casuais mais completamente desenvolvido e uma expo-
si¢lo mais extensa e variada dos usos da distribuicdo
de »?, do que a dada no Capitulo 12. Em ambos os
capitulos, cujos assuntos sfio da maior importincia
para o leitor especializado em estatistica, o estudo ¢
dificultado por uma introdugfio algébrica de comple-
xidade completamente desnecessdria. O tratamento
negligente do »' sugere que o Sr. Kendall nio ¢
imune i fraqueza dos autores sobrecarregados de tra-
balho, de desprezar as partes da matéria em que nfo
estfio particularmente interessados.

A mesma atitude perfunctoria emerge a pdginas 59
numa curta see¢fio destinada ao cdlculo dos momentos
factoriais por adigio sucessiva. O autor diz: «O uso
do método na prdtica reside no facto de que para
certas mdquinas de calcular a adi¢io progressiva é
mais ficil de efectuar do que os processos envolvidos
no método do Exemplo 3.1» .

Entre estatisticos perfeitamente equipados com a
maquinaria necessdria, isto pode ser um tanto verda-
deiro, embora seja com certeza depreciativo para um
método qne substitui um grande mimero de multipli-
cagdes por igual numero de adigdes. O trabalho pou-
pado é evidentemente muito importante quande niv
se dispde de miaquina alguma, condicio em que, mesmo
o mais bem equipado de entre nds, é ocasionalmente
obrigado a trabalhar. O método de abreviar ainda
mais o processo somando a partir das extremidades
para uma origem escolhida nfo ¢ dado de modo que
o leitor, a menos que possua informagdo independente,
nio estd em posicio de julgar da valia real do método.



