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III — Figuras de equilibrio de una wmasa hetero-
génea en rotacion: Condiciones generales de equi-
librio hidrodinamico. Evolucién de las figuras de
equilibrio, La figura de la Tierra. Problemas de
Clairaut y de Poincaré. Cilculos en segunda apro-
ximacion,

Curso sobre Teoria de grupos y Algebra lineal, por
el prof. D. Juan Augé Farreras

Ideas generales sobre teoria de conjuntos. Poten-
cia, niimero cardinal, ordenacién.

Teoria de grupos. Subgrupos, diviscres normales,
clases adjuntas. Isomorfismo vy homomorfismo.
Grupo factor.

Estruturas Zlgebraicas: Anillos, campos de inte-
gridad, hemicuerpos, cuerpos, espacios vectoriales,
sistemas hipercomplejos. Homomorfismos e isomor-
fismos. Ideales, clases de restos, Campo de polino-
mios.

Grupos con operadores. Series normales y series
de composicion. Producto directo.

Algebra lineal. Modulo de formas lineales. Matri-
ces, Médulo con relacién a un hemicuerpo. Ecuacio-
nes lineales, Md6dulos en anillos euclideos Divisores
elementales de Weierstrass. Teorema fundamental
sobre grupos abelianos. Forma normal para una ma-
triz en um cuerpo conmutativo. Formas cuadriticas

MATEMATICAS

v hermitianas. Teoria general de la representacion
de grupos.

Escuela especial de ingenieros industriales

Por D. Damiin Aragonés Puig, Ingenierc Indus-
trial y Profesor titular de dicha Escuela, fué desar-
rolado un curso de seis conferencias sobre los se-
guientes temas: 1. Funciones de variable compleja.
— 2. Derivacién. — 3. Integracién. —4. Integral de
Cauchy.—5. Desarrollo en serie—6. Representacién
conforme.

Ingreso del Prof. Dr. D. José M. Orts Aracil
en la Real Academia de Ciencias y Artes de Barcelona

A mediados del curso pasado, tuvo lugar el in-
greso en dicha corporatién, del Académico electo
Dr. D. José M.* Orts y Aracil, Profesor de Ani-
lisis matematico en la Universidad de Barcelona
y Miembro del Consejo Superior de Investigaciones
Cientificas.

El trabajo del recipiendario versd sobre el tema:
«Convergencia de variables aleatorias» que consti-.
tuye uno de los capitulos centrales de la moderna
teoria de dichas variables, no solo en el orden pura-
mente especulativo, sino también por sus repercu-
siones en los problemas de la fisica actual.

ELEMENTARES

EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES (1944)

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatorios das escolas milita-
res e de engenheiro gedgrafo — 1.2 prova — Julho de
1944 — Ponto n.° 4.

1926 — Determine m de modo que a equacio
(2m—-1)x?+2(1—m) x4+3m=0 tenha a soma dos
quadrados das raizesiguala 4. R: Designemos por x4
e X3 as raizes da equagdo. Pelo enunciado do problema ¢
x}+x3=4. Por ouiroladoé x;+xy=—2 (1—m): (2m —1)
e Xy Xp=3m: (2m—1). Daiqualdade x}+x3=(x1+x3)2—
— 2%y X, , deduz-se, por substitwigdo, que, 4 (1—m)?:
:(2m—1)2—2 3m: (2m—1)=4 ou sgja 12m2—Tm=0,
equagdo cujas raizes, my=0 e my,=T/12, sdo as solu-
¢des do problema.

1927 — Indique o mimero de solugdes inteiras e
positivas de cada uma das equacdes seguintes :
12 2c—4y="T; 2.», 20 —4y==6. Justifique a resposta.
R: A primeira ndo tem solugdes inteiras por os coefi-
cientes das incognitas admitirem wm divisor comum que
ndo divide o termo independente. A sequnda tem wina

infinidade de solugiies inteiras e positivas porque, admi-
tindo soluc¢ies inteiras, os coeficientes das incdgnitas séo
de sinais contrdrios.

1928 — Determine dois mimeros impares consecu-

tivos tais que a diferenga dos seus quadrados seja
8.000. R: Sejam 2x—1 e 2x+1 os dois inteiros im-
pares consecutivos. Serd, pelo enunciado, (2x+1)2 —
— (2x—1)2=8000 ou 8x=8000 e x=1000, e os intei-
ros sio 1999 e 2001 .
1029 — Verifique a identidade "tga= 1—%
R: tg 2a: (1 +sec 2a) = (sen 2a/cos 2a) : (1+1/cos 2a) =
=gen 2a: (1+cos 2a)=2 sen a cos a: (1+cos?a—sen?a) =
=2senacosa:2cos’a=tga.

1930 — Numa circunferéncia cujo didmetro mede
35,43 m estd tragcada uma corda cujo comprimento é
13,25 m . Calcule, por logaritmos, o ingulo que a corda
faz com a semi-recta tirada de um dos seus extremos
para o centro. R: Como se sabe, se for 1 a corda, R o
raio do circulo e «/2 a medida de metade do arco que
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subtende a corda, € 1=2R sen « 2, e como o angulo pe-
dido, B, € complementar da metade do angulo ao centro
correspondente ao arco a, serd 1=2R cos B. No nosso
caso teremos log cos f=log 1+ colog 2R = log 13,25 +
+ colog 3 ,43=1,12222 4245063 =1,57285 e. portanto,
p=6802"20",

1931 — Notando que 75=30+45, calcule, sem recor-
rer as tdbuas de logaritmos, os valores de sen 75° e de
€08 75°. R: Como sen (2+ B)=sen « cos B+ sen B cos o
e co8 (2+B)=rcos o cos f—sen a2 sen B, e como sen45° =
=cos45° = /2/2 e sen30°=1,2 e cos30° =32,
zerd sen T5°=y/2/2-/3/2+ v/2/2 - 1/2= y/2/4(V3+1)
e cosT5°=y/2/2.¢3 2—/2,2.12=y/2/4(y3-1)

1932 — Figure um quadrilatero convexo e as bis-
sectrizes dos seus Angulos. Os pontos comuns as bis-
sectrises dos Angulos gonsecutivds sdo os vértices de
um novo quadrildtero. Demonstre que os Angulos opos-
tos déste segundo quadrilitero sio suplementares.
R : Para que, como se diz no enunciado, se forme um
novo quadrildtero, € necessdrio que o primitivo quadri-
latero convero mdo seja mem wum quadradro nem um
losango. Consideremos entiio o quadrilitero [ABCD)
conveco nestas condigies e seja [A'B'C'D'] o novo
quadrilatero. Consideremos o dngulo interno em A’ déste
altimo e o angulo interno em C'; e sejam o, B, v e §
08 angulos internos do quadrilatero |ABCD)| . Do trian-

gulo [ABA'] tira-se A'=180°— (x+P):2 e do tridn-

gulo [C'DC|, C'=18v°— (y+3) : 2 e destas duas igual- .

dades se conclue que A +C=860°— (2 +B+7+9):2; ora
sendo a+B+7+5=360° vem Al+('=180°, ec. q.d.
De modo andlogo se demonstra que D'+ B'—=180°.

1933 — Determine o Iugar geométrico dos meios
das cordas que passam por um ponto A de uma cir-
cunferéncia de centro C. R: Veja Gazeta de Mate-
tica, n.° 2, pag. 5, problema n.” 130.

Solugdes dos n,** 1926 a 1933 de J. da Silva Paulo.

Instituto Superior de Agronomia — 1.* prova escrita
— 4 de Agosto de 1944 — Ponto n.° 2.

1934 — Determine os numeros inteiros, de médulo

superior a 4, tais que o seu quadrado seja menor que
a diferenca entre 21 e o seu quddruplo. R: Os nime-
ros a deferminar tém de satisfazer, simultaneamente, as
condigbes : |x >4 e x*<<21 —4x. A 27 inequagdo
x?4dx — 21 <0 ou (x — 3) (x+7) <0 €satisfeita para
—-T7<x<3. Atendendo a |x|>4 conclue-se que os
Gnicos nimeros infeiros que convém sdo —5 e — 6.

1935 — Determine os valores de m e » para os
quais a equacio 6x'—To’+4ma*+14x+n=0 admita

as raizes 3, =—3 e 2,=2/3. R: m e n sdo solugpdo
do sistema de equagies 9m+4+n—=—633 ¢ 4dm+ In=—76,
resultado da substituigio wa equagio dada de x por %y,
e Xy, respectivamente. Resolvendo obtém-se m =—T3
¢ n=24.

1936 — Considere dois planes paralelos que deter-
minam sdbre a superficie de uma esfera circunferén-
cias iguais com 8,5118 metros de didmetro. Um dii-
metro da esfera com os extremos situados sbbre os
planos secantes faz com &stes um ingulo 2=38°27',8.
Determine a distincia d entre os dois planos secantes.
R : Considerando uma sec¢io meridiana deduz-se
d=28,5118. tg 38 27' 48", donde logd=0,93002+
+1,90004=0,83006 ou d—6,7617 m .

2ab
1937 — Calcule tg o sendo sen z = —— -
2 a4 b
2tgx2  2ab ;
B M e SR donde ab tg*x /2 -

1+tg*x/2 a*+b?
—(a®* +b?) tgx/2 + ab=0 ou, supondo ab=x0,
tg’-zi—- (i+L) tg£4-1=0 equagio cujas raiz
TR T ke e e s
sdo a/b e b/a.

Observ. — Note-se que a fungio dada pode escre-
ver-se, dividindo ambos 0s térmos por a® ou 5%, sob
as formas A8 L LI

1+ @ay = 1+ (ab)?
entdo imediato.

e o resultado ¢é

1938 — Demonstre que o volume ¥V de um cone
circunserito a uma esfera é igual ao produto da drea
total 4 do cone multiplicada pelo térgo do raio » da
esfera. R: Tem-se V=nR*H3 ¢ A==R (G+R)=
==R (v Hé+ R*+R) designado por H, G ¢ R as
medidas da altura, geratriz e raio da base do cone.

" Duma seegio meridiana deduz-se facilmente :

H-— H B Al
.£= — -3 = =0 R-I;VH’—I—R’“‘“"
R yH?¥R? R+ yH!+R? r
=R*H r
-E=A -1/3, c.q.p.

Vem pois A==R*Hfr e V= s

1939 — Demonstre que em todo o tridingulo o Angulo
compreendido entre uma altura e uma bissectriz inte-
rior tiradas de um mesmo vértice ¢ igual a semi-dife-
renca dos dngulos do tridngulo relativos aos outros
dois vértices. R: Sea [ABC] o tridngulo, « o an-
gulo formado pela bissectriz e altura relatiias ao vér-
tice A, por exemplo, e B o ponto de encontro da bis-
sectriz com o lado BC. Dos triangulos [ABE| e [AEC]
deduz-se: A|2+B+90°4-2=180° ¢ A/2+C+90°—a=180°
donde C —B=22, ec.q.p.

Solucgdes dos n.°® 1954 a 1939 de Manuel Zaluar.



