GAZETA DE MATEMATICA

Quere dizer: J (a) € um zero, direito e esquerdo de a ,

J
hipitese % =0, ou -

de a, hipdtese 130,
E como

um inverso, direito e esquerdo,

a+J (a)+1 u=0,

segue-se que 0s zeros ou inversos a,.J (a), sdo, na
representacio geométrica, colinearescom a origem,
que é o elemento » da dlgebra.

Fica assim completamente justificada a interpreta-
¢do da invelugio J como «inversdo pontual projec-
tivan, nos casos J (a) #0.
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Cextro pE Estupos Mareudricos po Pérro

Breves consideracdes a propésito de uma demonstragdo

por Vergilio 8. Barroso (Bolseiro em Roma dol. A. C.)

1. Ao folhear uma obra ™ de um conhecido mate-
mdtico italiano, depara-se-me um teorema que ¢
bastante familiar ao aluno de um curso de Andlise
Superior e, terminada a leitura do enunciado e demons-
tragio do mesmo, ndo posso deixar de me preguntar
por qual motivo o autor terd preferido apresentd-lo
sob uma forma que nfio parece ser a mais apropriada
a elucidar o leitor e a despertar o seu interésse. E
esta pregunta, que surge a propdsito de um caso par-
ticular, pode igualmente ser feita em relagdo ao modo
por que, em geral, é ministrado o ensino da Matemd-
tica na maioria dos cursos superiores que conhego.

Antes de prosseguir, porém, transcreverei o enun-
ciado do teorema a que me refiro, tal como se encon-
tra na citada obra, para dar ao leitor a possibilidade
de, por si, constatar se sfio, ou nio, justas as obser-
vacoes que depois fago. Abramos pois o livro a pdgi-
nas 6 e ai encontraremos, no pardgrafo 3, n° 1, o

enunciado do «teorema da existéncia e unicidade do-

sistema de integrais de um sistema de equagdes dife-
renciais ordindrias», como segue :

Seja dado um sistema de equagdes diferenciais soh a

Jforma normal

® Yi=fi(x;¥15¥2 " s Yu)
(i=1,2,..-,m)

e suponhamos que, num rectingulo R de centro

(25 B1,Bss - + 5 Bn) definido pelas limitagoes

(2 [x—a|<a |yi—Bil<b
(i=1,2,..,m)

1) @, Sansone —Equazioni Differenziali nel Campo Reale
— Parte prima. Monografie di Matematica Applicata — Ed.
Zanichelli, Bologna 1941,

onde a e b sdo constantes positivas, as funcies
fi(X5¥i, 3 ¥m) 8do univocas e continuas.

Como conseqiiéncia, temos que as funcdes f; sdo
limitadas em R e existe portanto um mimero M tal
que, qualguer que seja o ponto (2;yy, --,¥,) de R,
se tem ’

3) [ i@y, ym) |SM

(¢=1,2,...,m)

uponhar ém di ue as fungdes f; sio
Suponhamos, além disso, que as fung AR
lipschitzianas de 1.* ordem em relagdo as varidveis
;, isto é, que existem m constantes L, L., ..., L,
para as quais se tenha

4) [ foms90s - sWtley o 3 Ym)—
—fi@5 Y Wi 5 Ym) | S AL
(kyi=1,2, . ,m)

Segue-se que, quaisquer que sejam os pontos

@3%s s Um) € @Y <3 Ym)
de R, setem, para i=1,...,m,

(5) lfi('n;?;n" 7gm) '—fi(ﬂ:;y!)' ‘)ym)|EL g Ig'k_yki

k=1
onde I indica a maior das constantes L;.
Postas estas hipdteses sdbre as f;, demonstremos
o seguinte terema :

Seja § o menor dos numeros a, b/AM; x, um ponto
do intervalo (2—8 ,2+3); y{, ---, y% wm sistema de m
valores iniciais que difiram em valor absoluto das cor-
respondentes constantes By, ---, B, menos de b/2, isto
€, tais que

(6) | %p—a| <& lyP—=Bi|<h/2
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Existe entio um, e um sd, sistema de funcies
Y=Yt (®) 5§ Yn=Ym (x)
tendo por eampo de existéncia o intervalo (a—3,a-+3)
@ |x—aj<?
que satis faz ao sistema (1) e ds condigies iniciais
@) ¥i (%) =¥? .

ou, como se diz, o problema de Cauchy para o sistema
(1) [e condigdes iniciais (8)] admite uma, e uma sd,
solugfio, chamada solugio de Cauchy.

(i=1,2,...,m)

2. Tenho a impressdo de que, na maioria dos casos,
o aluno que acaba &ste longo enunciado se sentird um
pouco desorientado, nio ficando a ver com nitidez o
problema que se lhe pde. Este facto ¢ consequidncia,
em parte, da fadiga proveniente do prolongado esférco
de aten¢iio empregado na leitura, e em parte de uma
certa perplexidade que néle surgird perante algumas
das condigfes postas, cuja razdo de ser nio pode ver
imediatamente e que lhe aparecerfo por conseguinte
com um aspecto pouco natural.

Ora vejamos quais sfio as condicdes postas no enun-
ciado: a) «As funcgdes f; sdo univocas e continuas
no dominio R» — esta ¢ uma restricio bastante fraca
imposta a8 f;, que nfio parece ser estranho fazer logo
de inicio. Mas jd nfo aparecem tio naturalmente as
seguintes : &) «as fungBes f; sfo lipschitzianas em
relagdo as varidveis y,»; e¢) «seja § o menor dos
nimeros a e 5,4M .»; d) aseja ¥y, .-,y um sis-
tema de valores iniciais tais que |y!—B;|<b/2. .»
Aqui o aluno preguntard, certamente: «mas... valo-
res iniciais de qué ? E porqué 42 e nio 67

2 verdade que, depois, na demonstragio do teorema,
cada uma destas condigdes ird encontrar a sua justi-
ficagdo na altura em que for introduzida. Mas existe
o perigo de que um aluno menos atento niio se aper-
ceba de como e onde cada condigdo intervém na de-
monstragio. E éle chegard, diste modo, ao fim sem ter
compreendido, o que, com certeza, ird aumentar o
desinterésse que porventura se tenha criado no seu
espirito, em consequéncia de um ensino defeituoso
anteriormente recebido (devemos confessar que é éste,
infelizmente, o cazo mais corrente). Ora ¢ ste desin-
teriésse do aluno que o professor deve procurar evitar,
pois 2le significa o insucesso de tdda a sua actividade
‘de mestre. Deve, para o conseguir, procurar impri-
mir ao seu ensino um certo calor, uma certa vida,
de modo a tirar 4 Matemditica aquéle aspecto frio
e drido com que, em geral, ela aparece aos olhos
do aluno.

Creio que &ste objectivo poderd ser atingido desde

que, em vez de fazer um uso qudsi exclusivo do meétodo
dedutivo na sua exposigiio, o professor adopte de vez
em quando — e sempre a propdsito de questdes fun-
damentais — o método genético, aquile que foi, de facto,
o método seguido pela investigador na descoberta da
proposi¢iio a demonstrar. Com isto, além de familia-
rizar o aluno com a «téenica» da investigagio, conse-
guird fazé-lo interessar-se pela sua exposi¢iio, dando-
-lhe a sensagio de «colaborar» como o mestre num
trabalho construtivo. Estou certo de que @ste facto
contribuird também para fazer aparecer ao aluno a
actividade de um investigador sob um aspecto mais
humano e portanto mais préxima de si, mais ao seu
aleance.

Seguindo o metodo genético, ao apresentar ao aluno
um teorema, dever-se-4 comecar por fazer-lhe um
esbdgo do problema que se pretende resolver sdbre um.
dado ente matemitico, delineando-lhe a conclusio a
que se pretende chegar (lese do teorema, cujo enun-
ciado surgird &6 no fim), impondo de inicio a éste ente
matemdtico 0 menor nimero possivel de condigdes
restritivas (aquelas que se apresentarem mais natu-
ralmente) e dizendo-lhe depois que o problema consis-
tird em determinar as restantes condigdes a que deverd
satisfazer o referido ente para que se verifique a con-
clusfo indicada. Estas condigies a determinar irdo
depois constituir, juntamente com as condi¢des postas
de inicio, a kipdtese do teorema.

Feita esta apresenta¢io do problema, adopta-se o
caminho que fora seguido pelo investigador (ou outro
que tenha sido ulteriormente proposto como preferivel)
e as condigoes procuradas irfio depois surgindo natu-
ralmente, na altura precisa em que se vir a necessi-
dade de introduzi-las.

Coneretizemos agora esta idéia, exemplificando com
o teorema cujo enunciado transcrevi de inicio. Veja-
mos, pois, como ¢le poderia ser apresentado e demons-
trado, de acordo com éste projecto.

3. £ dado um sistema de equagdes diferenciais
ordindrias sob a forma normal

(I) y:sfl (x;yl:"'sym.‘

¥ . (i=1,2,...,m)

onde as fungoes f; sdo definidas numa regido R fechadun
do espago .S,,,, dos pontos P (x;%,, - ,¥,), definida
pelas limitagoes

(1T) |z—a)<a |vi—Bi| <&

onde a e b sfio duas constantes positivas.
Ponhamos as f; somente a restrigdo de serem uni-

vocas e continuas em R. A continuidade na regiio
fechada R traz como conseqliéncia a limitacfo das f;
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em R, isto ¢, a existincia de um nimero positivo M
tal que, para todo o ponto P e R, se tenha

(111) Lhi(@s9, s ym) |ISM
(’:‘=1523"';m)

Propomo-nos resolver o seguinte problema :

«1.° — Determinar as restantes condigdes a que de-
vem satisfazer as f; para que exista um, e um s6, sis-
tema de m fungdes y; () [{=1,2,..-,m] definidas no
intervalo (z— 8,2 +-5) (ou num intervalo contido néste)
e tomando num dado ponte z, do mesmo um sistema
de m valores pritestabelecidos ¥}

(V) y; (2) =3P sujeitos as condigdes
W P —B: | <

isto é, de modo que o ponto P, (xy;y},---,yn) per-

tenca a R (vidé representagfo simbdélica da figura,
que convém seguir por uma questfio de comodidade) ;

%
o i R P
Bovi & /7//'/
B pe--d--- A
Y ERIER
0 -(;-3. J.;-S -:( &EE vtja *

2.2 — Encontrar o modo de _determina.r essas fun-
ges y, (c) » |

E ficil provar que um sistema de m fungdes y; ()

que satifagam ao sistema (I) e as condigdes (IV),
satisfaz também ao sistema de m equagles integrais

(VD) Y=Y+ [ Li@5Y150050) do

(i=1,2,...,m)
e reciprocamente.
Procuraremos, pois, resolver o problema para o sis-
tema (VI).
Notemos, primeiro que, se as fung¢des f; nio depen-
dem das varidveis y;, isto é, se o sistema (I) tem a
forma i

(Ta) vi=fi (x)
o sistema (VI) toma a forma
(Via) w@=st+ [ /@ a

o que nos dd, neste caso, imediatamente os inte-

grais de (I) por meio de quadraturas, sem mais condi-
¢oes a impor as f;. :

Tal nfo é, porém, o caso geral, em que seguiremos
o processo das aproximagdes sucessivas de Picard-
-Peano. Procuraremos definir cada uma das fung¢des
¥; (x) como limite de uma sucessiio convergente de
fungdes

(VL) ¥ (@), 4P @) - 417 (@), ¥ (), o0

obtidas do seguinte modo :

As y" (x) sdo dadas pelos 2.°* membros de (VI)
onde os m varidveis y; sio substituidas ou pelos m
valores iniciais ! ou por m fungdes conhecidas u, (x)
definidas e continuas em (a—a,a+a) e satisfa-
zendo a

(Va) |u; (£)—B; | <b para |z—a|<a

ou seja P (xju,-+ ,u,) el pois que, sendo R a
regido em que sdo definidas as f;, so assim terfo
sentido as expressdes f; (x;u,,---,u,). Teremos pois

(VI) o @)=+ [ fi (@50 (), up () do
Depois, para r=1,2,-.-,
(X) 9 =g+ [ fi @590 (@) 5 -+ 90 () do

o que exige que P (x;y{”,-.-,y) e R ou seja que
X) 1y (®)—Bi|<b para |z—a|<a (r,i=1,2,. )

Determinemos, antes de prosseguir, as condigdes a
impor aos dados do problema para que se verifiquem
as (X).

Para r=1: De (VIII) conclui-se:

[P @) =B | S | R—Bil + | [ fi @50, e s ) o]

S| =Bi|+M|z—a |

A condi¢do |y (v)—B;| <5 serd pois satisfeita se se
puzer

|W—Bii+ M|o—a | <b
e esta st-lo-d4 pondo
[o—B| <25 M|z—ay <B/2.
A 22 limitagdo verificar-se-4 pondo
M|z —a|<b/d ou
M|zy—a|<b/4 ou

| & —a|<b/AM
| wo—a | < b/AM

pois que M |z—axy | S M (Jo—a |+ |a—ay]) -
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Devem portanto verificar-se as condigbes

| —B | < b/2
(X1) [ Zg—a | <3
|2 —a|<3

chamando & ao menor dos mimeros a e b/4M, pois
que = e z, devem satisfazer também a

|z—a|<a; |m—e|<Za.

Supondo agora que P"e R, isto é, que [z—a|<a;
| %" —B:| < b, um raciocinio andlogo feito sébre (IX)
mostra que, verificadas as (XI), se tem Prtle B,

Conclusfio : as condigdes (XI) sfo suficientes para
que o 2.° membro da igualdade (IX) tenha um sen-
tido para fodos os »valores naturais de r, e esta igual-
dade permite assim dar a sucessio (VII).

O que nos dizem as condigdes (XI) agora encon-
tradas ? a) Que o ponto inicial (chamemos-lhe assim)
P, (xo;y?, --,y") deve ser tomado na regido R,C R
(figura). &) Que as fun¢des y;” (#) vém definidas no
intervalo fechado (2—&,2+3) e nfo necessariamente
em (z—a,a+a) quando § <a. E notemos que tais
fung¢bes sdo continuas néste intervalo, atendendo ao
modo como sfo obtidas.

Voltemos 4 sucessio (VII). Pretende-se que, guando
r—> oo, para x variavel em (2—5§,2+38), as fungies
yi? (x), convirjam uniformemente™ para respectivas
fungies limites y; (x) que satisfugam ao sistema (VI),
isto €, ao sistema (I) e condigdes (IV).

Tal facto dar-se-a se a série

(XID) % () + [¥" (®) —w (@)] + [y (=) — 9" (@)] +
+ ...+{y?ﬂ? (_c)_y;r) (..D}] e

onde S,=u; (£),S, =y (x), for absoluta e unifor-
memente convergente em (x—3 ,o+5) . A maneira mais
comoda de o conseguir serd a de fazer com que os seus
termos sejam inferiores em valor absoluto aos termos
correspondentes de uma série numérica convergente,
e isto qualquer que scja e (2—3,a+43). Portanto,
como primeira condigio, os seus fermos tém de ser
limitados, o que realmente se verifica, pois todos
éles sio funcdes continuas de = no intervalo fechado
(x—38,2+8). Em particular existirdio m nimeros
positivos C; tais que |y () —w ()| < C; para
26 (a—¥%,a+38). Consideremos o 3.° termo da série:
atendendo a (VIII) e (IX) poderemos escrever :

X))  [90@) 9@ <| [ @500, y®@m)—
— fi (@35 @) 5+t (2))] .

@ A convergéncia uniforme é necesséria para a continui-
dade das func¢des limites w; (x).

A diferenga entre colchetes ¢ evidentemente inferior
a M em valor absoluto, pois que os pontos
Q(z5u, ~~,u,) e P (z;9", »¥w') pertencem
a I, mas esta condi¢do nio nos basta para encon-
trar uma série numérica majorante de (XII) pois que,
com ela, apenas chegariamos a provar que, a partir
do 3.2, todos os seus termos sio inferiores em valor
absolutoa M |xz—wx,| e portantoa 2 M ¥, o que nada
adianta Introduzamos entfio uma outra condiydo, um
pouco menos simples. E evidente que a diferenga
fi (P")—f;(Q) depende de cada um dos acréscimos
yi () —u; (£) relativos a cada varidvel. Pois bem:
admitamos que as f; satisfazem a condigfo de existi-
rem e nimeros positives L,, , L, tais que

Uy - Ym) ISR,
(r,s'w:l,ﬁ, "m)

que sio as condigdes de Lipschitz de 1. ordem em rela-
¢do as ;. Verificam-se, pois, as condigbes (5), e

i34, s¥eths- = 0.) —fil®59,

m
pondo C= X C; teremos, de (XIII),
1

92 (@) -y @<L | S 3, 194" (2)—t; ()] | < OL | —czo]

o
Repetindo o raciocinio para alguns termos seguin-
tes, consegue-se provar, por indugdo, que

C [mL|z—x|]" _C [2mIL3])"
|t @) — oty ) | < - L AE L £, B ]

e que portanto a série dos valores absolutos dos termos
da (XII), excluidos os dois primeiros, é minorante da
C [2mL5]

yoz ooz
} u, iy et
série cujo termo geral é — —

que converge e tem

(o]
por soma — [¢*E§ —1] , como sabemos. Existem, pois,

as fungdes limites
¥ (@) =lim y{” ()
r—+rm

que siio continuas em (z--§,2+8). E a demonstra-
¢do prossegue, mostrando-se depois que tais fungdes
satisfazem ao sistema (VI) e que o sistema de solu-
gdes ¥, (£) .- ,¥n () & inico. Mas esta parte final
nfio interessa jd para o fim que eu tinha em vista, que
era o de mostrar como, e em (ue altura, se deveriam
fazer aparecer as condigdes a impdr As fungdes f;,
além das inicialmente postas da uniformidade e conti-
nuidade em J2. De facto, com a aparigio das condi-
¢oes de Lipschitz, agora em iltimo lugar, esgotou-se
o conjunto das condigdes que procurdvamos. O resto
da demonstragio faz-se sem ser necessdrio introduzir
mais restrigdes as f;.
Roma, Margo de 1844,
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