GAZETA DE MATEMATICA

1095 — A drea de um circulo menor de uma esfera
de raio » ¢ igual a diferenga das dreas das zonas em
que @sse circulo divide a superficie esférica. Determine
a distiincia do centro dessa esfera: 1.2 Ao“plano do
eirculo considerado; 2.° Ao vértice do cone tangente
4 esfera segundo o eireulo. R: Se for h a distincia
do centro da esfera ao plano do eirculo considerado serd
Yr* —h? o raio désse circulo e por isso a sua drea €
% (r*—h?) ; por outro lado as alturas das duas zonas em
que a esfera fica dividida sio r—h e r+h de modo que
a diferenca das suas dreas € 2xr (r+h)—2xr (r—h)=
=4xrh logo »—h®=4rh e h*+4rh—r?=0 ou
h=—2r +Var' 1 1?=r(—2+ V5), donde a distancia
pedida na primeira alinea h=r(V5—2). Se fir d a
distincia da esfera ao vértice do cone referido na
sequnda alinea ¢ r*=h . d e por isso d=r2:[r (\/5—2)]3
=r(¥5+ 2) s

a a
1996 — Determine sen ;s cos r sabendo que

tg a=—24/7.

R: Como cosaf2=-+/[(1+tg*a)'?+1]: [2(1+ tga)'?]
vem cosa/2=+4/5 ou cosa/2=+3/5 e como
senaf2 =+ V[ +tg?a) P 1]: [2(1 +tg>a)"? vem
sen a/2=-+3/5 ou sena/2=+4/5, correspondendo-se
como se reconhece facilmente senaf2= +3[b com
cosa/2=14/5 ¢ cosa/2=+3/5 com sena2=+4/5.

1997 — Mostre que a relagiio sen (a—b&)=sen’a—
—sen?d arrasta ou a—b=kx ou a+b=kr+=w/2.
R: Como sen®a —sen®b=sen (a+b)-sen (a—b) vem
sen (a—b)=sen (a—b) -sen (a+b), ifgualdade que €
verifieada quando sen (a—b)=0 e entdo a—b=k=r;
ou quando sen (a+b)=1 e entdo a+b=x/2+k=.

Solngdes dos n.° 1992 a 1997 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA

ALGEBRA SUPERIOR—MATEMATICAS GERAIS

F. C. C. — Averera Sueerior — 2.° Exame de freqiién-

cia, Maio de 1944,

1998 — Prove que a equagio z*—a"+k=0 nio
pode ter raizes inteiras quando % é impar. R: Se f (x)
admite a raiz inteira «, em virtude da igualdade
f(N)=(N—a2)-Q(N) (N inteiro), serd: f(1)=k mil-
tiplo de 2a—1 e f(0)=k maitiplo de o.. Como a € a—1
silo nimeros consecutivos, um déles, com f (1) ou f(0),
serd divisivel por 2, o que é manifestamente impossivel
por k ser impar. c.q.d.

1999 — Calcule pelo métqdo das partes proporcio-
nais a raiz negativa da equagio 32’ —Ta?+4=0.
R: Numa primeira aproximagio o valor da raiz e
—17/23.

2000 —Prove que num triingulo esférico rectingulo
setem tag b - tage=2 quando a+b+¢=180° R: Pelas
férmulas de Nepper (1) cos a=cos b - cos ¢; mas também
(2) cos a==cos [180°— (b +¢)]=-cosbcosc+senbsenc:
Somando as duas igualdades e dividindo o resultado
por (1), vem: 2=taghb.tage. c.q.d.

2001 — Determine a equacdio do plano que passa
pelo ponto (0,1,2), é perpendicular ao plano y—2z=1
e define com os planos coordenados um tetraedro de
volume 1/3. R: 16x+2y-+2z=8.

Solugdes dos n.”® 1998 a 2001 de Carlos Pedro de Jesus,
aluno do 2.° ano da Faculdade de Ciéncias de Coimbra.

I.S.C.E.F.— Avcusra Surerror— 1.2 cadeira—1.2 Prova
de freqiiéncia tedrica 16-2-944.

2002 — A operagio de potenciagdo. Seus problemas.
Seu estudo através .os vdrios conjuntos numéricos.

2003 — Mostrar que o conjunto dos mimeros com-
plexos da forma m+in onde m e n sfo inteiros quais-
quer, positivos ou negativos, é um dominio inteiro.
E &sse conjunto também um campo ? Justifique a res-
posta. Examine as mesmas questdes na hipétese de m
e m serem inteiros e positivos.

2004 — Estudar a invertibilidade da fungfo y (x)
assim definida :

: 1
« racional e

x
2 irracional -y =— =z @ varidvel real).

O que pode dizer a respeito da imagem geométrica da
fung¢3o y () e da sua inversa, se existe?

1.8.C. E. F — I.» Cadeira — 2. Exame de Freqliéncia
(15-6-944).

2005 — Conceito de convergéneia; sua\ importin-
cia, seus aspectos ; problemas que resolvem,
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2006 —No intervalo (0,1) ¢ definida uma fungio
real de varidvel real y (») do modo seguinte
0<x<1jd4 y=u,2; 1/4<2<1/2 y=2—1/8;
12<z<3/4 y=x/2+1/8; 34<a <1 y=z—1/4
Representd-la geométricamente.

Estudar e representar geométricamente a sua deri-
vada.

¢ E aplicsvel & derivada y' () o teorema de Dar-
boux? E o teorema sébre a natureza das descontimi-
dades das fungdes derivadas ? Razdes.

1. 8. C. E. F. — 2.° Exame de freqliéncia — (22-6-1944).

2007 — No livro «Exposition élémentaire des cal-
culs supérieures» de Simon L'Huilier, publicado em
1786, encontra-se a seguinte passagem : ¥

«Se uma quantidade varidvel, susceptivel de limite.
goza constantemente duma certa propriedade, o seu
limite goza da mesma propriedade».

Comente esta passagem.

Nalguns casos, procuraram-ge modifica¢des dos con-

_ceitos de modo tal que a afirmagio de L'Huilier seja

verdadeira. Quais ? e como ?

2008 — Na teoria dos complexos prova-se que as
poténcias de expoente inteiro de complexos conjugados
sdo complexos conjugados. Examine se esta proprie-
dade se mantém para expoente real qualquer.

1
2009—Estude o comportamento da fungio y=e "=

na vizinhanga do ponto x=0.

1. 8. A.—Marruiricas Gerats —2.° exame, Maio de 1944,

lim‘e—tgta

: tgx—t
R: L= lim (tg x+tg a) EETRER

Xx—a

2010 — Calcule L =

~sen (x—a) _ Ftga

=2tga. lim —
€ cos®a

x>t (x—a) cos x cos a
Pode chegar-se, mais rapidamente, ao mesmo resul-

tado notando que o limite em questio ¢ a derivada, no
’

ponto a, da funcio tg*x, isto ¢ L= (tg’ x) =

x=a
=(2tgx sec*x) =2 tgasec’a.

2011 — Represente graficamente as fungdes :
a) y=3x—1, b) y=2|z|+3e c) y=a.I(z)—1
(esta iiltima s6 no intervalo [0,3j) . Indique os con-
tradominios correspondentes. R: a) Representa uma
reeta. O contradominio € o eixo das ordenadas. b) Repre-
senta duas semi-rectas com o ponto comum (0,3). Tem-se

2x+3 para x>0

=2 x| +3 =
el kg —2x+3 para x <0.

O contradominio € a semi-recta x=0 y>3.¢) O
grafico € o conjunto dos 3 segmentos rectilineos defeni-
dos por 0<x<ly=—1;1<x<2y=x—1;e¢2<x<3
y=2x—1 e do ponto (3,8).

2012 — Determine a probabilidade de uma soma
de pontos pelo menos igual a 10 no langamento de
2 dados. R: Os casos favordveis que correspondem a
somas de pontos iguais a 10, 11 e 12 sdo em nimero,
respeciivamente, de 3, 2 e 1.

O niumero de casos igualmente possiveis € 62.

A probabilidade pedida € pois i—f_;ﬁ—+1=%

2013 — Defina e dé exemplos de fung¢des monotd-
nicas num intervalo. O mesmo para fungbes pares,
impares e periddicas.

Solucgdes dos n."* 2010 a 2012 de Antdnio Gongalves dos
Santos Junior (aluno do 2.° ano do L. S, A).

CALCULO INFINITESIMAL — ANALISE SUPERIOR

I. 8. A, — CircuLo — 2.° Exame de frequéncia — 24 de
Maio de 1944.

2014 — Dada a fun¢io
z

dx hy-.

g = (sen 'K) log cotgy

calcule

2015 — Calcule I = J e e P

u=xcos X, dv=cos x, vem
xcos Xxsenx sen:x @2
= — o n e ot 5 5

I
L 4 4

2016 — Mostre que se a fungfio y=/(x) derivivel,
é crescente na vizinhanga do ponto (2,%), a sua deri-

vada de primeira ordem ¢ positiva na vizinhanga do
mesmo ponto.

2017 — Um circulo de raio r é dividido em dois
segmentos por uma linha recta g a distincia % do
centro. Qual é o rectingulo de drea mdxima que se
pode increver no mais pequeno dos segmentos ? R : De-
signando por 1 a altura do rectingulo €
A=2 y/r*=(h+1)*.1 donde 1= _3hi‘/49h s

2018 — Calcule, aplicando directamente a definigio

b
de integral como limite de uma soma, fa:‘* dx.
i



GAZETA DE MATEMATICA

x3dx = lim 2: 1AX ; mas x;=jax e
u—+ 00

R: I=
o
ax=bn, logoT = lim 2 (jax)3 ax =
n—+00 i
i 2° (0 £1)TbE 7 b,
s 0 4 nt 4
2019 — Calcule, aplicando directamente a definigio

de integral como limite de uma soma,

L=lim ( RN

n+oo \ 124 n2

22+n5+..-+ﬂ!+;;)ﬂ' R: Pode

escrever-se Li=lim «—=1Ilim A X se
ng ji+n? 2
s
; 1 . ge
ﬂzermos—;=ax e x;=jAx, donde Li= ] 3 +xzdx -;

2020 — A soma de » quantidades varidveis reais
e positivas é constante e igual a C. Para que valores
dessas quantidades ¢ mdximo o seu produto? R: Da
Jungio Fi=xy.%x,...x4 e da equagio de condigio

Fo= x4+ x3+ ... x,— C=0 obtém-se o sistema de estacio-
X':+xz+ .+x,=C
nariedade { 3 (Fy, F donde
=( (3=23,.-n
(‘1 X } (i=2, )
Ky==Xgm=,, . =X4=—~

n
Solucdes dos n,’* 2014 a 2020 de F, de Carvalho Araijo.

I. 8. T.— Circoro — I, Exame de frequéncia — 1944

2021 — Determinar as ordenadas mdximas e mini-

mas da cénica o*+4y*+2x+y+1=0. R: Do sis-
S=x*+4y*+2zx+y+1=0
tema de estacionaridade : ' :f 2% +2-0

deduz-se: x=—1,y=0 (maximo) e x=—1,y=—1/4
(minimo) ndo havendo necessidade de calcular as deri-
vadas de 2.° ordem para se concbuir da natureza dos
pontos de estacionaridade por se tratar de uma elipse.

df
(Note-se que o anulamento de =5 promove de facto o
X

d of
anulamento de dl’ visto ndo se anular T“S}'+1
X

tanto para y=0 como para y=—1/4) .
a2 dy
2022 — Calcular: I= J W

R: Fazendo a mudanca de varidvel: 2x*—1=x*u®
donde dx=2x%u® du racionaliza~-se a fungio integranda:

‘utda _ u! du
I=2
1—uw (I1—u) (1+u) (1+u+u*(1— ul—u’)

Aplicando a regra de Fubini :

(1+u)* (14+u+u?) 2
I= lou (1—u)? (1—u +u?) 3arctg[\/3
u=(2—x)'°,

J+c,

onde :

2023 — Estudar a convergéneia do integral :

2—ze™ 1
I= de.
J 252 :r, (1—e)
R: O integral ¢ zmprdyrw de 2.7 espécie.
Poer—2e —x +3x e

Temoe: 1= dx=
s / 2. o (I—er)

Z2t—2t2—log t+3tlogt
- j - == g dt, fazendo a mudanca

2t* (1—t) (log t)*
de varidvel: e*=1.
Aplicando o 2° eritério de Bertrand, [se f(x) ¢ da
ordem de x~'(logx)*' gquando x—co, o integral

=2}
f f(x) dx ¢ absolutamente convergente se )<<0] vem:

L=1im 2t—2t*—log t+3tlog t
e 2t (1—t) (log t)? - t=' (log t)*~ A
2_loc g
_—312 2t =2 gtl;_j:)_g“o 1:=11 (aplicando, por
exemplo, a regra de L’'Hipital duas vezes). Logo o
integral € convergente (absolutamente).
Solugdes dos n.®* 2021 a 2023 de Olivio de Sousa Bento.

I. 8. T. — Circuro — 2. Exame de freqgiiéncia 1944.

2024 — Sébre uma esfera de centro na origem é
definido o vector a=(y—z) I+ (z—x) J+(z—y) K.

Verificar, para éste vector, e para qualquer calote
esférica de base paralela ao plano = y o teorema de
Stokes. .

2025 —Int o e

ntegrar a equacio T did

Determinar a curva integral particular que tem
ordenada minima ¥ no ponto (0,1), sendo igual 4 uni-
dade o raio de curvatura nésse ponto.

2026 —Integrar a equagio y (z—1)=0 2?2 (p=y')
pelo método da dualidade.

I. §. T. — Circuro — 2.° Exame de frequéncia — 1944

— 1.2 chamada — (exame tedrico).-

2027 — Representagio conforme duma superficie
sbbre outra. Relagdes déste conceito com o de fungio
analitica. Superficies aplicdveis. Mostrar que a repre-
sentagio conforme é, em geral, possivel de infinitas ma-
neiras. Mostrar que a aplicagfo é,em geral, impossivel.

2028 — Relacgdes entre as duas curvaturas duma
curva torsa. Equagdes intrinsecas.
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F. C. P.— AndvLise Surerior—1.® Exame de frequéncia,
Margo, 1944.

2029 —a) Integrar a equaglo pg=2yz; b) De-
terminar a superficie integral que passa pela linha
2=0,y*=x; ¢) Do integral completo deduzir a solu-
¢lo 2= (z+7)%4.

R: a) O sistema {-1—x-=d—}f g S - =44

; a P 2p9q 2y 2qy+2
admite a solugio y*+c¢,=p; da equa¢do proposta de-

duz-se, entdo,q= —* &y e tem-se dz=(y*+c,) dx+
y + ¢
P &
yite
z=(x+e¢,) (y*+¢,). b) Eliminando y e z enire as
equagies y*=x,z=0,z=(x+¢;) (y*+¢), vem
(x+¢,) (x+¢)=0; obrigando esta equacio a ter
uma raiz dupla, obtém-se a relagio c,=c,, que define
uma sub-familia das superficies representadas pelo
integral completo, a que a linha dada € tangente em
cada um dos seus pontos: z=(x+c¢,) (y*+¢,). A super-
Sficie integral pedida € a envolvente desta sub-familia :
z=—(x-y)*4. ¢) Igualando as derivadas parciais
de v obtidas do integral completo e da solugio dada,
obtem-se : ¢;=(x—y% 2, c,=(y*—x),2.

dy. Integrando, obtém-se finalmente

- T
,} 2? (2 +1)
s

circunferéncia com o centro na origem e raio R=£1.
R: a) R<1; o dnewco polo interior ao contérno S
< 2y=0, e o respectivo residuo A,==; o valor do in-
tegral €, portanto, 1=2i=*. b) R>1; além de z, hi
‘a considerar os polos z,=1,2;=—1, cujos residuos sdo,
respectivamente, A,= —1/2, A;=i/2. A soma dos resi-
duos € = e, portanto, [=2i=*.

2030 — Calcular dz em que S ¢ uma

2031 — Determinar pelo cdleulo simbédlico uma

solugio da equagiio y"'— [ yde+1=0, tal que
(1]

=yy=1. R: Tomando as imagens, teremos
= e o P

P“Yﬁp?yﬂ‘py“_}":_;Y+;=0 ou y_F-l4—_]-+p‘—l
p 1

g 3 Bl y. Ora

1 14 14 1/2 e e
e T e T e e i

p'*-1 p—-1 p+1 p* 1 pi-1" 4 4

sen x

Yo=UWv

4

—— onde y éaimagemde y, y=

Notando que se o (p) =¢(x) e v(0)=0,

L - P ;e‘
€ po(p) =9 (x), vem no nosso caso: E——Z

+—2“—:; donde y = 2—+ 2 +senx. A solu-

cdo pedida é, pois, y=e*2+e*/2+senx.

F. C. P. — Ax{rise Surerior —2.° Exame de frsqﬂﬁncm
— Maio 1944.

2032 —Calcular, pela teoria dos integrais eulerianos,

[z =z

I= f{/:;q_mdx R: I=I sen'? x cos™? x dx;
o

v

1
pondo sen?x=y, vem: f =13 (1—y)~*" dy =
[}

_ires)r@s) 1 = .
2 T (1) Qsen-rf?: v3

t\'J'I—I

2033 — Pelo teorema de Mittag-Leffler, obter o
desenvolvimento de cosec z.

R: Polos : ak—ik-:,knﬂ 1,2,
residuos: T, = z;‘f}m w”—( 1)
Ll D (1 (=D
o P ._,z._,.k-:: +kr =z & z22—kin?
L dz

2034 —Calcular I=J V1 +z'- ao longo do cami-

nho seguinte: de0 a —2—2¢ ,y=x;de —2— 2&31-—-2:,
y=—..,cle1 -2ial,z=1.

X & W d = .
B I—‘[E_: —r—?-ll:vl-_—y—--log(V?—l)'i‘ln.

2035 — Calcular, com as fungdes de Weierstrass,

. dz

IEl —_—— .
J 2/ 28 +38z¢—4z —12

R: Tem-se 1=2J,,

dx

ondehet | e —ioE R

VaIs-—23x—21 1

5 — = J Ii—1T
Obtém-se 2], = 21 (x—1) = 2( 1 o)
Pondo x=p(u) ,onde g,=28, g,=24, e sendo v tal que

p(u)
=1, vem: ImQJy=—
At 27 24 [p(w) —p(v)
1
+ logs(u+v)—logs(u—v) —23(v).u] +
3p.(‘,)l ga( ) —loga(

+1/12. [2 (u) +u]+uy onde uy € uma constante arbi-
ptiria.

Solucdes dos n.°® 2029 a 2035 de A, Pereira Gomes,



