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GAZETA DE MATEMATICA

Exposicion bibliografica del Consejo Superior
de Investigaciones Cientificas

Durante el pasado mes de abril, tuvo lugar en Bar-
celona la Exposicién de los trabajos realizados en el
tltimo quinquenio por los diversos Institutos y Cen-
tros cuyas actividades se desarrollan bajo los auspi-
cios del Consejo Superior de Investigaciones Cientifi-
cas. En dicha Exposicién se hizo patente la aportacién
del Semindrio Matemdtico de Barcelona al intenso mo-
vimiento cultural, realizado en Espana bajo el patro-
nato del citado Consejo.

Trabajo del Prof. J. M2, Orts, en la Academia
de Ciencias de Barcelona

¥l Director del Seminario Matemdtico Prof. Dr.
D. J. M. Orts, ha presentado recientemente una Me-
moria acerca del «Método recurrente en Caleulo de
probabilidades», en donde a mas de exponer las ven-
tajas de dicho método para la rdpida evaluacidn
de ciertas probabilidades, se hace patente su impor-
tancia dentro de las cuestiones de convergencia que
se plantean dentro de la teoria de las variables alea-
torias en cadena. :

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

Num hem elaberado relatdrio, que Sua Ex.* o Minis-
tro da Educacio Nacional se dignou de aceitar no
louvdvel propdsito de nada desprezar de quanto possa
trazer beneficios reais ao ensinoliceal, emitina S. P. M.
o seu parecer sdbre a nova organizagdo do ensino da
Matemdtica nos Liceus.

Dada a categoria cientifica das pessoas que elabo-
raram @&sse parecer e a sua longa prdtica no ensino
da Matemsdtica, ndo ficariamos surpreendidos se a
prépria Secedo de Matemdtica da Comissiio da Reforma
o tomasse como base de discussfo.

A Direcgiio da S. P. M. estd actualmente empenhada
numa grande campanha de propaganda pré Sociedade,
em todo o Pais. Se o resultado imediato dessa cam-
panha se pretende que seja a inscrigao de novos sdcios,
ela ndo deixa de constituir um verdadeiro inquérito
sbbre o interésse e boa vontade dos que se dedicam &
Matemsdtica.

Foram jd dirigidas circulares aos licenciados e en-
genheiros gedgrafos pela Faculdade de Ciéncias de
Lisboa. Para elas chamamos a aten¢io dos leitores
da ‘Gazeta que ainda nfio sfio sdcios da S. P. M.

Estd ji constituida a Comissio de Propaganda do
Pérto, que vai iniciar os seus trabalhos, e em via de
constitui¢io a Comissfio de Coimbra. Seria interessante
que estas Comissdes conseguissem um numero de
sécios suficiente para a criagfio de micleos com auto-

nomia cientifica como ¢ previsto nos Estatutos da
Sociedade.

Oportunamente serd dado a conhecer o plano geral
dos trabalhos cientificos da Sociedade, que estd sendo
elaborado pela Direccao.

Podemos, porém, desde j4 anunciar uma série de
conferéneias, sob o tema geral «Alguns aspectos
actuais da Matematica na Fisica» que, obsequiosa--
mente, vém realizar na Faculdade de Ciéncias de
Lisboa alguns professores da Faculdade de Ciéncias
do Pdorto.

S3o as seguintes as ligles:

Rur Lufs Gomes, Espago de Hilbert e Meciinica
Qudntica, em 23 de Maio. :

Axtésio Armeroa ® Cosrta, Algebras e Mecinica
Quantica; Os grupos de representaciio em Quintica
— Representacio das Algebras, em 25 e 26 de Maio.

Luts Neves Rean, Teoria da Medida e Mecinica
Classiea ; Transformagdes que conservam a medida
— Ergodicidade e transitividade métrica, em 28 e 29
de Maio.

Avrrepo Prreira Goues, Topologia e ergodicidade
A definigio de uma topologia — Os automorfismos
ergédicos eomo sub-conjunto dum grupo topolégico,
em 31 de Maio e 1 de Junho.

Rur Luis Gomes, Teoria da medida e Mecianica Quin-
tica, em 2 de Junho.

MATEMATICAS ELEMENTARES
EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES (1944)

Licenciatura em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias

°  matematicas, cursos preparatérios das escolas milita-

res e de engenheiro gedgrafo — Agdsto de 1944 —
Ponto n.° 2 \

1978 — Determine a de modo que as duas equa-
gbes: a’+ax+1=0;x*+x+a=0 tenham uma raiz
comum, R : Se for x, a raiz comuwm vem (a—1)x,=a—1;

xy=1 e portanto a=—2. Para a=1 as equagies nio
seriam distintas.

1979 — Utilizando a férmula do binémio de New-
ton, desenvolva (a+b+¢)*. R: (a+b+c)!=[(a+b)+
+cPP= (a+b)*+3(a+b)2c+3(a+b)e?+ct=a%+ b3+
+¢'+3(a’h+ ab?+a’c+ac?+ b+ be? + 2abe).
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1980 — Uma pessoa viaja fazendo 7 léguas em &
horas. Passadas 8 horas outra pessoa parte do mesmo
local e segue o mesmo itinerdrio fazendo 5 léguas em
3 horas. § Quantas léguas percorrerd a primeira antes
de ser atingida pela segunda ? R: Como a primeira
se atraza por hora 5{3—-7}5=4;‘15 de légua, deverd
' 8<T/5
4/15

caminhkar durante 8-+ =50 horas e percorrerd

portanto 70 léquas.
Da formula t=e|v deduz-se para equagio do pro-

X X
blenia —— = —

5 3 + 8, que nos di também x=T0 léguas.

a sen a
1981 — Verifique a identidade tg - = ——.
que g 2 1+cosa

R:t @_\_s_eia_g 2 sen a/2 cos a/2 sena
€a cos a/2 2cosaf2cosa/2 14cosa’

1982 — A corda de uma circunferéneia cujo didime-
tro mede 27,56 tem de comprimento 15%,33. Calcule
por logaritmos o Angulo das duas semi-rectas que unem
o centro da circunferéncia com os extremos da corda.

R: Sen- = ) -
2 27,56

log sen a/2=log 15,33 1 colog 27,56 =1,185564+
+2,55972=1,74526 .
af2=33°47"44",2 ou «=67°35'28' 4.

1983 — Sem recorrer as tdbuas de logaritmos, cal-
cule as fungdes circulares (seno, coseno, tangente,
cotangente e cosecante) do Angulo —1125°.

R : —1125°=—3<360° — 45° e portanto :
— sen ( —1125°) = cos (— 1125°) — y/2/2
tg’(— 1125°) = cotg (— 1125°) = —1
sec (— 1125°) — — cosec(— 1125°) = y 2.

1984 — Duas circunferéncias sfio tangentes inte-
riormente no ponto 4. Pelo ponto B diametralmente
oposto a 4, na circunferéncia de maior raio, tire a
corda BC, tangente & circunferéncia interior num
ponto D. Demonstre que AD é a bissectriz do an-
gulo BAC. R: Seja O o eentro da circunferéncia de
maior raio. Como AC||OD por serem ambas perpen-
diculares a BC, CAD = ADO. Finalmente, por ser
isdsceles o triangulo [AOD],CAD = DAB, q.e.d.

1985 — Indique como se devem determinar os cen-
tros das circunferéncias de raio dado R e que inter-
septam, sébre duas rectas concorrentes dadas, cordas
de ecomprimentos ¢; € ¢ também dados. (¢;<2R; c,<2R).
R: Sejam ry e ry as rectas dadas. O lugar geométrico
dos centros das eircunferéncias que determinam em ry
cordas de comprimento ¢y € constituido por duas rectas

a e a', paralelas a ty e & distancia dy= /4 R?—Cj/2

desta recta. O lugar dos centros das circunferéncias
que em ry determinam cordas de comprimento c, serd
formado pelas duas rectas b e b’ paralelas a ry e que
distam dela (/4 R2—C3/2 .

As rectas a, a', b, b', interseptam-se em 4 pontos
que satisfazem ao problema.

Solugdes dos n.°* 1978-a-1985 de Fernando Rold#o Dias
Agudo (aluno do 2.° ano da F. C. L.)

1. 8. C. E. F.—Exame de aptiddo—Julho [1944—Ponto n.° 1.,

As respostas e as passagens essenciais das resolugies
devem ser justificadas. Afirmacies ndo justificadas
consideram-se como nao feitas.

Nota — Sio obrigatorios quatro pontos, entre os
quais o n.° 1. ‘

1986 — A proporcionalidade na geometria ; proprie-
dades mais importantes.

ArrrMiTION

1987 — Verificar a identidade

T S O L
1.2.8 -»m 1:8:.4 »mn 1:2.4.0.-n .
1 1
+ o=
1.2.3....(n—-2).n 2(n-—2)!
R: Notando que 1.2.3 ... (k—1) (k+1),., n=nl/k,
o0 1.° membro pode escrever-se
1+3+3+“ +n -1 n(n 1) 1)
nl nl n! n! 2 2(::—2}1
¢ g.p
ALGEBM

1988 — Resolver a inequagio
(z+1)%. (—2).(2*—~x—6) >0. R: Porser (x+1)2>0
qualquer que seja x =—1 real, bastara estudar o sinal do
produto (x—2) (x*—x—6) que € positivo para —2<x<2
e x>3. Do intervalo (—2,2) deve excluir-se o valor
x=—1 que anula o 1.° membro da desigualdade.

GEOMETRIA

1989 — Sio dados um cilindro e um tronco de cone,
ambos com a mesma altura e tais que a base maior do
tronco coincide com uma das bases do cilindro. Deter-
minar a razio dos raios das bases do tronco de modo
que o volume do cilindro seja n vezes o do tronco.
¢ Existe algum valor que » nio possa ultrapassar ?
R : Considerem-se um cilindro e wm tronco de cone de
revolugdo nas condigbes do problema, de altura comum h,
de volumes respectivamente Vy==R*.h e Vy==h/3. (R*+
+1*4Rr) sendo R e r (R>r) os raios das bases do
tronco. Terd que ser Vy=n Vy ou (n—3) z'+nz+n=0,
sendo z = Rfr, (r+0); portanto,

z=(—n+/n(@2—3n))/2 (n—3).
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E evidente que n ndo pode ultrapassar o valor 3 ecaso
em que o tronco de cone se reduziria a wm cone. Tal
resultado se concluiria da discussio da equagio acima.
Das 2 solugies apenas convém ao problema,

z=(—n—y/n(12=3n))/2(a—3) .

TRIGONOMETRIA

1990 — Calcular a soma das poténcias de expoente

n dos senos de quatro dngulos em progressio aritmé-

tica de razio =;2. Diseussiio.

R: B=sen"(a—=/2) +sen"a+sen” (z+=/2) +
+sen"(z+ ) =(—1)". cos"« + sena+ cos"z +
+(—1)"sen"=«

Sen=2K — 8 =2 (cos"z+sen"z)
Sen=2K+1 — S=0. (Kinteiro)-

CAircuvno Numirico

1991 — Calcular o valor numérico da expressio
(1—1/z)®. (1+1/x)®, a?—1 -
= et =sen 18°30'.
- gy wa_wa'lpamm sen 18
R : Efectuando as operagbes e simplificando vem :
X - (2>—1) (z+1) —cosz(sena-+1) (com a=18730')
o sen’a
Tendo em conta que .
sena-+sen b=2sen (a+b) ,2.cos (a—Db) /2 vird:
1X | 2 cos? (18° 30') sen (54° 15') cos (35° 45') |
sen® (182 30')
Aplicando logaritmos e efectuando as opera;oes ter-
-se-ia X =—1160,75615 .

Solugdes dos n.°® 1987 a 1991 de O. Morbey Rodrigues.

I. 8. T.— 1.2 prova escrita—19 de Outubro de 1944
Ponto n.c 4.

1992 — Tris sdcios constituem uma sociedade com
as cotas de 130, 429 e 780 contos, respectivamente.
Cada um déles deverd exercer a geréncia na ausén-
cia dos outros dois e estipula-se que o mimero de dias
de trabalho de cada um serd inversamente pmporcm-
nal A respectiva cota.
Supondo que em cada ano hd apenas 305 dias iteis,
2 quantos disses dias deve durar a geréncia de cada
sécio? R: Sejam x, y e z, respectivamente os niime-
ros de dias dleis de trabalho que deve durar a geréncia
de cada um dos sécios. Dada a primeira condigio (pro-
porcionalidade inversa) deverd ser 130 x=420y =780z,
Por outro lado, dado que a geréncia de cada um se efec-
tua na auséncia dos outros dois sdcios, € x+y+z=305.
O sistema constituido pelas equagies 13 x=42y ;x=6z
19 59

e x+y+z—305, cujas solugdes sdo x=20€~ﬁ ’ y-=63§

e 2—34 @ » resolve o problema.

1993 — Verifique que ¢ igual a 1 o valor numérico
da expressio (1—ax) (1+ax)™' (1+56x)'2 (1—bx)—1R
para a=a"" (2a/b—1)"2. R: Pelo enunciado do proble-
ma temos : ax=b""2 (2a—b)'? e bx=a""! b'? (2a—b)¥2
e por substitui¢io na expressio dada obtém-se :

(1-b~"2(2a—b)"] . [1+b-"2 (2a—b)"2]™".
- [14+a7 b2 @a—b)'#)"" . [1—a~t b2 (2a—b)ur) -
Ora os dois tiltimos colchetes podem escrever-se sob a forma
al2a~2 [a 4+ b (2a —b)"2)'? . [a — b2 (2a —b)'e

e transformando os dois Gltimos factores, que sio radi-
cais duplos, na soma e diferenca de radicais simples
obtém-se para valor da expressio o sequinte :

© [%a—b 0
¥ \/ L - 3 \/E
1+ \/2_“_‘_3—1) — “23_1} £ E
b By 4 2

2a—~b

o B b
2 V3h 2

2a—b b 2 —b \/23—4)
- o
P 2 vap 2

2a—b

1994 — Num triingulo isdsceles os raios das cir-
cunferéncias circunserita e inscrita medem 8 e 3 centi-
metros, respectivamente. jQuanto medem a base e a
altura? R: Seja o triangulo [ABC) de base BC=2a
em que M € o ponto médio de BC, isto ¢, MB=MC=a.
Sejam AB=AC=b oslados iguais, 1 o centroda circun~
Jeréncia inscrita e O o centro da circunferéncia circuns-
erita ao tridngulo; serd entdo OB=0A=0C=8cm,
MI=3 cm, existindo 1 ¢ O sdbre o segmento AM, altura
do triangulo, que designaremos por h. Designaremos
ainda por 28 o dngulo gque cada lado igual forma com
a base e por 2z o dngulo oposto & base. Do triangulo
[ABM] tira-se: (1) h=atgz28, (2)sena=a: (h*+a?)"2
e (B)cosa=a: (h?+a?)'®. Do triangulo [IMB]
tira-se: (4) tgB=3:a, (5)senB=23:(a%+9)V?
(6) cos p=a: (a’+9)"*. Finalmente do iriangulo
[BOI| deduz-se (7)8:cos B=(h—11) :sen (B—a). Ora
(8) sen (B —a) = (3h —a?) : [(a?— 9)'2. (h® + a?)'2]
e como de (1) e (4) se deduz h=6a®: (a>—9) ou
(9) a=3h'"* (h—6)~"2 wird por substituigio em (8)
e (7): 2¢h—8a’=a(h—11)-(h—3)-h'2 (h —6)~12
ou 24h —216=3.(h—38) (h—11) e finalmente
h*—22h+105=0 o que dd hy=15 ¢ hy="T valores que
substituidos em (9) dio a,=V15 e a,=8Y7. De modo
que o problema tem duas solugies h;=15 e 2a,=2V15
e h,=T com 2a,=6VT.
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1095 — A drea de um circulo menor de uma esfera
de raio » ¢ igual a diferenga das dreas das zonas em
que @sse circulo divide a superficie esférica. Determine
a distiincia do centro dessa esfera: 1.2 Ao“plano do
eirculo considerado; 2.° Ao vértice do cone tangente
4 esfera segundo o eireulo. R: Se for h a distincia
do centro da esfera ao plano do eirculo considerado serd
Yr* —h? o raio désse circulo e por isso a sua drea €
% (r*—h?) ; por outro lado as alturas das duas zonas em
que a esfera fica dividida sio r—h e r+h de modo que
a diferenca das suas dreas € 2xr (r+h)—2xr (r—h)=
=4xrh logo »—h®=4rh e h*+4rh—r?=0 ou
h=—2r +Var' 1 1?=r(—2+ V5), donde a distancia
pedida na primeira alinea h=r(V5—2). Se fir d a
distincia da esfera ao vértice do cone referido na
sequnda alinea ¢ r*=h . d e por isso d=r2:[r (\/5—2)]3
=r(¥5+ 2) s

a a
1996 — Determine sen ;s cos r sabendo que

tg a=—24/7.

R: Como cosaf2=-+/[(1+tg*a)'?+1]: [2(1+ tga)'?]
vem cosa/2=+4/5 ou cosa/2=+3/5 e como
senaf2 =+ V[ +tg?a) P 1]: [2(1 +tg>a)"? vem
sen a/2=-+3/5 ou sena/2=+4/5, correspondendo-se
como se reconhece facilmente senaf2= +3[b com
cosa/2=14/5 ¢ cosa/2=+3/5 com sena2=+4/5.

1997 — Mostre que a relagiio sen (a—b&)=sen’a—
—sen?d arrasta ou a—b=kx ou a+b=kr+=w/2.
R: Como sen®a —sen®b=sen (a+b)-sen (a—b) vem
sen (a—b)=sen (a—b) -sen (a+b), ifgualdade que €
verifieada quando sen (a—b)=0 e entdo a—b=k=r;
ou quando sen (a+b)=1 e entdo a+b=x/2+k=.

Solngdes dos n.° 1992 a 1997 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA

ALGEBRA SUPERIOR—MATEMATICAS GERAIS

F. C. C. — Averera Sueerior — 2.° Exame de freqiién-

cia, Maio de 1944,

1998 — Prove que a equagio z*—a"+k=0 nio
pode ter raizes inteiras quando % é impar. R: Se f (x)
admite a raiz inteira «, em virtude da igualdade
f(N)=(N—a2)-Q(N) (N inteiro), serd: f(1)=k mil-
tiplo de 2a—1 e f(0)=k maitiplo de o.. Como a € a—1
silo nimeros consecutivos, um déles, com f (1) ou f(0),
serd divisivel por 2, o que é manifestamente impossivel
por k ser impar. c.q.d.

1999 — Calcule pelo métqdo das partes proporcio-
nais a raiz negativa da equagio 32’ —Ta?+4=0.
R: Numa primeira aproximagio o valor da raiz e
—17/23.

2000 —Prove que num triingulo esférico rectingulo
setem tag b - tage=2 quando a+b+¢=180° R: Pelas
férmulas de Nepper (1) cos a=cos b - cos ¢; mas também
(2) cos a==cos [180°— (b +¢)]=-cosbcosc+senbsenc:
Somando as duas igualdades e dividindo o resultado
por (1), vem: 2=taghb.tage. c.q.d.

2001 — Determine a equacdio do plano que passa
pelo ponto (0,1,2), é perpendicular ao plano y—2z=1
e define com os planos coordenados um tetraedro de
volume 1/3. R: 16x+2y-+2z=8.

Solugdes dos n.”® 1998 a 2001 de Carlos Pedro de Jesus,
aluno do 2.° ano da Faculdade de Ciéncias de Coimbra.

I.S.C.E.F.— Avcusra Surerror— 1.2 cadeira—1.2 Prova
de freqiiéncia tedrica 16-2-944.

2002 — A operagio de potenciagdo. Seus problemas.
Seu estudo através .os vdrios conjuntos numéricos.

2003 — Mostrar que o conjunto dos mimeros com-
plexos da forma m+in onde m e n sfo inteiros quais-
quer, positivos ou negativos, é um dominio inteiro.
E &sse conjunto também um campo ? Justifique a res-
posta. Examine as mesmas questdes na hipétese de m
e m serem inteiros e positivos.

2004 — Estudar a invertibilidade da fungfo y (x)
assim definida :

: 1
« racional e

x
2 irracional -y =— =z @ varidvel real).

O que pode dizer a respeito da imagem geométrica da
fung¢3o y () e da sua inversa, se existe?

1.8.C. E. F — I.» Cadeira — 2. Exame de Freqliéncia
(15-6-944).

2005 — Conceito de convergéneia; sua\ importin-
cia, seus aspectos ; problemas que resolvem,



