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ÁLGEBRAS EM INVOLUÇÃO * 
por A. de Mira Fernandes 

1. — T 6 d a a involução dama álgebra tom elemento 
unidade, cujo corpo fundamental é o tios números reais, 
gosa da seguinte propriedade: 

Todo o elemento a admite a decomposição a = a' + a", 
a + J ( a ) a - J (a) 

sendo a = simétrico e a.'—— ann-
2 2 

-simétrico. 
Com efeito, 

J (a') =1/2, | J (a) + J [J (a)\ \ =1/2. [./ ( n ) + «]-=«' 
•/ (a") = 1/2 . ) J (o)—T [./ (a)] j =1/2. [./ ( a ) - » ] -
= 1/2. ( —2 a " ) = — a " . 

Se a álgebra é de ordem n e («, e i , e£ •• • e'„') uma 
base, seja e^—e^bet, onde et é a parte simétrica e c4 a 
parte anti simétrica de ej. Para qualquer elemento a, 
será 0 = 3 , » + + « 2 + — + « , e„) + 

h*„ e„. 
Se os únicos elementos simétricos são os do corpo 

(Xa), será a = c q « + ê -i »„ e„ = >g u a parte simé-
trica de a ; e 

(1) u + a-i ei-i •)•«„«„, 

sendo ••• e„ antisimétricos. 
Como se trata duma álgebra de ordem n e (1) se 

verifica para qualquer a, nenhum dos elementos c, será 
nulo. Isto é, nenhum dos elementos ct da base inieial 
será simétrico (o que era evidente à priori) . 

Como •/ (a) = «o« — «„ e„ seguem-se todas 
as considerações geométricas da Nota anterior do 
Prof. Ruy Luís Gomes. 

No caso geral, a = f-ejej-l e 

J (a) = « - * 2 e 2 n„e„ 
Mas agora, alguns dos et podem ser nulos : os que 

correspondem aos ü\ que são simétricos, sem.perten-
cerem ao corpo (AH) . E então a involução é ainda 
uma simetria, mas em relação ao hiperplano-imagem 
cio sistema dos elementos da base que são simétricos. 

Note-se que os et não podem sei todos simétricos 
sem que a involução seja a identidade. Mas podem 

ser todos anti-simétricos, porque lá está o ti (simétrico) 
para o impedir. 

2.— Numa álgebra linear S(, com elemento uni-
dade (IÍ) , no corpo fundamental dos números reais, 
seja = u , eá uma base. Seja J ama involução. 

Seja eí—et + ei ( t — 1 , 2 onde é 3 parte 
simétrica e a parte antisimétrica do elemento e\ em 
relação a J . Evidentemente, cada um dos elementos 

é linearmente independente dos <T; e cada um dos 
ei} linearmente independente dos ci, 

Entre os elementos e, (pelo menos um (ej=n) não 
é nulo) haverá p linearmente independentes, l íepre-
sentemo-los por rji /jz ••• g r , 
Entro os elementos e ; (pelo menos um não é nulo, senão 
a involução era uma identidade), haverá q linearmen-
te independentes. Representemo-los por Çi t ff} • • • * 

Será, manifestamente, p+q = n . Para qualquer ele-
mento a será 

i* p i 
2 « i e í + S a ; e ; = S T . f f i f 2 d 
i= 1 1=1 l~t 

Os elementos jfj , ffj - •- ffr , oi, ffi ••• ff, (p + q = n) 
formam uma base, em que todos os elementos são 
fimpleit; isto é, ou simétricos ou antisimétricos. Cha-
mar-lhe-emos uma base normal, em relação a J. 

Se k\, hz h f , , . hi-*• Aa, (j>' + </' = n) fôr Outra 
base normal, devendo ser 

- p ' ) i= I 
c 

rf 

S frkk, = 1,2 ••• p) 

é evidentemente p — p ' (e portanto, 7 = 3') - Isto é, duas 
bases normais duma álgebra linear, em relação à 
mesma involução J , têm o mesmo mimero de elemen-
tos simétricos e o mesmo mimero de elementos anti-
simétricos (Lei de inércia). O hiperplano dos elementos 
simétricos é do simetria em relação a J . 

* Duas Notas euviadas à He d acção pelo l'rof. Ruy Luis Gomes para publicação. 


