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ALGEBRAS EM INVOLUCAO*

por A. de Mira Fernandes

1. —Téda a involugio duma dlgebra com elemento
unidade, cujo corpo fundamental ¢ o dos nimeros reais,
gosa da seguinte propriedade :

Todo o elemento a admite a decomposigio a=a'+a'!,

el a'=a+;(a) simdétrico e a”=iﬂ anti-
-simétrico.

Com efeito, _
J (a')=1/2. | J (@)+J [J (a)] | =1/2.[J (a)+a]=a’

J(@")=1/2.| J (a)—J [J(a)] | =1/2.[J (a)—a]=
=1/2. (-2a'")=—a'".

Se a dlgebra é de ordem n e (u,e;,e;-++ €')) uma
base, seja ej=e;+e;, onde ¢ é a parte simétricae ¢; a
parte antisimétrica de ¢;. Para qualquer elemento a,
serd a=ayu+tages+ - +ta,el= (2 utaz gg—l—---—l—dr.,, é,,)+
+azext-c-+ta,6,.

Se os tnicos elementos simétricos sdo os do corpo
() , serd a=ayut-apep+---a,e,—agu a parte simé-
trica de a; e
(1) Q=ay U+ay €+ +a, €,
sendo e, --- e, antisimétricos.

Como se trata duma dlgebra de ordem = e (1) se
verifica para qualquer a, nenhum dos elementos e¢; serd
nulo. Isto é, nenhum dos elementos e; da base inicial
serd simétrico (o que era evidente a priors) .

Como .J (a) =agu—ayes—---—a, ¢, seguem-se todas
as consideragdes geométricas da Nota anterior do
Prof.- Ruy Luis Gomes.

No caso geral, a=a+tases+--++a,e, €
-i(ﬂ)=a—a‘.3€2—"'—a,,€,,.

Mas agora, alguns dos e; podem ser nulos : 0s que
correspondem aos e¢; que sdo siméfricos, sem.perten-
cerem ao corpo (iu). E entio a involugfie é ainda
uma simetria, mas em relagio ao hiperplano-imagem
do sistema dos elementos da base que sfo simétricos.

Note-se que os ¢ nio podem ser todos simétricos
sem que a involu¢do seja a identidade. Mas podem

ser todos anti-simétricos, porque 14 estd o u (simétrico)
para o impedir.

2. — Numa dlgebra linear %A, com elemento uni-
dade (u), no corpo fundamental dos nimeros reais,
seja ej=u,e,--- ¢, uma base. Seja J uma involugfo.

Seja ej=e+¢ (i=1,2-.-n) onde ¢ & a parte
simétrica e ¢; a parte antisimétrica do elemento ¢ em
relagio a .J. Evidentemente, cada um dos elementos
¢; 6 linearmente independente dos ¢;; e cada um dos
e;, linearmente independente dos ¢, .

Entre os elementos e; (pelo menos um (e;—=u) nfo
¢ nulo) haverd p linearmente independentes. Repre-
sentemo-los por g g2 -+ g, -

Entre os elementos e; (pelo menos um nfo é nulo, senfio
a involugfo era uma identidade), haverd ¢ linearmen-
te independentes. Representemo-los por gy, g; - g,-
Serd, manifestamente, p+g¢=n . Para qualquer ele-
mento a serd
" = L n - L
o= z' a; e+ ZT o 8= ;2 79t z il
i= = - | i=|

Os elementos 1,92 > g, 91,92 9o (P+g=n)
formam uma base, em que todos os elementos sio
gimples : isto &, ou simétricos ou antisimétricos. Cha-
mar-lhe-emos uma base normal, em relacio a .J .

Se hyylip - hyy by Big s By (p'+q'=n) for outra
base normal, devendo ser

:
=X dug (k=1,2---p)

™ 2 wy By, (k=1,2---p)
=1

é evidentemente p=p' (e portanto, g=¢') . Isto é, duas
bases normais duma dlgebra linear, em relagio &
mesma involugio J, tém o mesmo numero de elemen-
tos simétricos e o mesmo mimero de elementos anti-
simétricos (Lei de indreia). O hiperplano dos elementos
simétricos ¢ de simetria em relagio a J .

* Duas Notas enviadas & Redacgdo pelo Prof. Ruy Luis Gomes para publicagio.



