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2061 —Mostre que se
(22 4y242%) 242 (2242 +2?) (wy +yz+4-20) + (ey+yztem)® 1
(wy 42y — o) 2
2 +y?+2t 1 ..
@iy+2)t 3 R: A fracgio dada
pode escrever-se :
(x24+-y24+ 2t +xy +yz+zx)?

se tem também

(2x% + 2y2 + 2z¢ + 2xy + 2yz + 22x) (2xy 4 2yz + 2zx) 3

x24+y2422+xy+yz+zx 1
G
ou x?4+y?+zl=xy+yztzx donde € (x24+y2+z2)i=

x2+y24at 1
@Hyere 5

2062 — Num quadriliteroc ABCD, os dngulos B
e D sfo rectos, a diagonal AC mede d, o perimetro
vale 2p e a drea ¢ S. Exprima em func¢io distes
-dados os valores dos quatrolades. R: Se x, y, z, e t
Jorem os lados do quadrilatero, as equagies que resolvem
0 problema sdo :

=3 (xy +yz+2zx) e portanto

‘ x+y+z+t=2p
xy +zt=28
j X y2=d2
2 2241 =2

da 2.2, 3.7 e 4.7 equages tira-se:
{(x+¥)2+ (z+1)2=2d2+48 quecom (x+y)+ (z+t)=2p
_permite determinar
@ x-+y=p+/TFFTH—p
©

z+ t=p —v'mQ_S—_pz
De (1) e x24y2=d? tira-se, fazendo A=d2425—p?
_p+va+Va—25-2pva
= 2

X

y_P+HVa-—Vd-25-2 va
» 2

< analogamente

, _P—Va+Vd2—28+2p va

9
. p—VA—Va_25i2pva
2

2063 — Uma esfera de 5 metros de raio ¢ atraves-
sada por um cilindro de revolugiio de 3 metros de raio
e cujo eixo passa pelo centro da esfera. ;Qual é a
drea total e qual é o volume do sélido em forma de
anel recortado na esfera pelo cilindro? R: Como o
raio da esfera mede Sm e o raio da base do cilindro €
de 8m , a altura do cilindro é de 2><4m=8m. A4 drea
da zona esférica € entio 2x.5.8=80=m2. O volume
do anel ¢ dado por 1/6=.8=512x/6.

2064 — ; Qual ¢ a expressiio geral de todos os én-
gulos que satisfazem & condigio

Al 1 1 1 E ;! 39
sen®z cos®z tg%x cot’x seclr cosec’x
R: A expressio dada pode escrever-se: cosec?x—

—cotg? x—(sen? x+cos? x)—sec? x—(sec? x—1)=—3
ou 1—1—2sec’x+1=—3 ou ainda senx=+|/2/2 e
portanto x=n=n+t=x'4.

2065 — O Aangulo sob o qual um observador via
determinada torre duplicou pelo facto déle se ter
aproximado 110 metros e triplicou quando &le se apro-
ximou mais 50 metros. ; Qual era a altura da torre ?
R: Seja o, 22 e 32 os Gngulos sequndo os quais € vista
a torre dos pontos situados &s distancias 1104+50+x ;
504+x e x. E facil ver que os angulos sob os quais -
sdo wistos, do cimo da torre os segmentos de 110m e 50m
sdo iguais a a. Dos tridngulos que se podem conside-
rar deduz-se que:

1) (160 +x) tga=h,
@) (50+x) tg 2z=h

e

3) 110:sen3 a=50:sen «.

De (3) fendo em conta que sen3a=3sena—4senda
tira-se que 15 sen a—20 sen3 w=11sen o e portanio
4sena=20sena ¢ sena=1/5 ou sena= + y/5/6
logo cosa= +2/5/5, tga=1/2 e tg22=4/3, valores
que substituidos em (1) e (2) ddio as equacgis 2004
+4x=3h e 160+x=2h e finalmente h=88m.
Solucdes dos n.°* 2060 a 2065 de J. da Silva Paulo

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR—MATEMATICAS GERAIS

F. €. C.—Avrcesrs Surerior—Exame final—9 de Junhe
de 1944 — 2.° ponto.

2066 —E dado o losango de diagonais d e D.
Mostre que o rectidngulo de area mdxima inserito no
losango tem por lados metade do valor das diagonais.
R : Representando por 2x e 2y os lados do rectingulo

paralelos as diagonais menor e mator do losango, e

notando que hd entre ésses elementos a relagdo

D/2—y_D
x

da drea A (x)=2xD (1/2—x/d) =Dx (d—2x)/d. Exire-

memos a fungdo f(x)=d. A (x)/D=x. (d--2x). Tem-se:

ou s¢ja y=D/2—Dx/d vem para valor
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fl(x) =d—2x—2x =0 ou d4x=d —x=d/4 como :

fI' (x)=—4<0, a fungdo ¢ maxima. Portanto, um
dos lados do rectingulo €: 2x=d/4+4+d/4=d/2 e o
outro ¢ y=D/2—-D/d.d/4=Df4 ou 2y=D2.

2067 — Qual ¢ a condi¢do a que devem satisfazer
h e k para que a equagio x3+hr+k=0 tenha uma
raiz igual 4 soma dos inversos das outras duas? R: 4
relagio dada ¢ a) ry=1[r,+1/r; e, aldm dessa, conhecem-
-se as relagies: b) ry+r3-Fry=0; ¢) ryra+ryr3+rory=h;
d) ryrary=—k. Das relagies a) e d) tem-se
(Ira+1/r3) -r2-r3=—k ou s¢gja ro4r3=—k. De b)
obtém-se ty=k e portanto rary=—1 e r,+r3=k.
Substituindo em c), vem a condicdo pedida ry - (ra+13)+
+4rpr3=h ou —k'—1=h ou ainda k?+4+h+1=:0.
- 2068 — I dada a equagfo xy+xz+yz—2r—y—3241=0.
Diga que quddrica representa, determine as coor-
denadas do centro e refira-a aos eixos. R: Para deter-
minar a natureza da quidrica, calculem-se as raizes da
equagio em S
A(S)=|-8 12 1/2|=-—S3+1/8+1/8+38/4=0

12 —8 1/2
1/2 12 —8

As raizes desta equagio sido Sy=1,8,=—1/2 (dupla).
Para referir a equagio aos eixos, determina-se k=3§/a

onde Y| O 12 12 —1 | =—14
12 0 12 —172
12" 12 -0 - =832
=1, =2 = o
e a=| © 12 1/2| =1/8.
12 0 1/2
1/2 B 100

Portanto k=—2. A eguagio referida aos eixos €:
x2—1/2.(y24-22) =2 ou 2x2—(y?+z2)=4 que repre-
senta wm hiperboldide de uma fotha de revolugdo.

f
F. C. C. — Avrcesra Sueertor — Exame final — Outubro
de 1944,

2069 — Calcular lim [(a™=+a"7)/2]%. R: Vamte,

2070 — Prove que, sendo as raizes da equagiio de
coeficientes reais «"4a; 2" ' 4 as 2"t - 4 a,=0
tédas reais e positivas, os coeficientes da equagio siio
alternadamente positives e negativos a partir de a;<0.
R: Sabe-se, pelo teorema de Descartes, que nenhuma

quagdo de coeficientes reais tem mais raizes positivas
do que variagies e que o excesso, quando o hd, € sem-
pre par. Para que a equagdo dada, de coeficientes
reais e de grau n, tenha n raizes reais € necessirio

que os seus coeficientes apresentem, pelo menos, n va-
riagoes; tendo a equagio n-+1 coeficientes (porque € do
grauw n), o nimero de variagies ¢ exactamente n, e
como o primeiro lermo € positivo, serd necessariamente
31(0,32>0,--- q.c.d.

2071 — Escreva a equagio do Jugar geométrico
dos pontos do espago donde um segmento de compri-
mento k é visto segundo um dngulo constante 6.
Verifique que no caso de ser 6=90°, o lugar pro-
curado ¢ uma quddrica; diga de que quddrica se
trata e refira-a aos eixos. R: Tomando para origem
do sistema de eixos ortogonais, uma das extremidades
do segmento, e para eixo oz a recta que contém ésse
segmento, obtém-se para equagio do lugar procurado
m? [x2 4+ y2+ (z—k)?] « [x24+y2L 2] =[x+ y2+42 (2—K)]2
onde m=cost. No caso de ser 0=90°, o lugar pro-
curado ¢ a esfera x2-+y'4z2—kz=0, ‘de centro no
ponto (0,0,k[2) e raio k/2; a sua equagdo referida
aos eixos ¢: x24y2422=k?[4.

Solugles dos n.°® 2066 a 2071 de L, Mendonca de Albu-
querque. .

l.S.C. E. F. — 12 cadeira — Exame final. — Julho
de 1944.

© 2072 — Caleular V/(xi)"+i (—=i)™, m inteiro e
positivo; >0 real; #=—1. R: Tem-sc

VER I () = Y E)B - YIF(=D®i. E por ser
(x>0) \"/l—(;l)—"‘ =xir, (k), onde r, (k) representa as
raizes de indice m da unidade, e t;‘ W:I)Ti =
- !;;E [cas (_411):“ 4-isen ( _413: .RJ ry (k), vem

V&P TR =
=-!,\;§ xi I_cos Exe ol A __(_1)-- =

— +1isen
. m

] (k) -

2073 — E dada a fung¢io y () assim definida no
intervalo (—1,41): —1<az<0 — y(@z)==
0<zx<1l — y(z)=2a2.
Representd-la geomdtricamente, bem como a sua deri-
vada ' () - ¢ E aplicdvel a %' (x) o teorema sdbre
as descontinuidades das fungdes derivadas? e o teo-
rema de Darboux? Raztes. R: A fung¢do € continua
em todo o intervalo (—1,+1) por o ser nos intervalos
abertos (—1,0) e (0,1) e no ponto zero — y (0—0)=
=y (04+0)=y (0)=0. No intervalo (—1,0), aberto
a direita, trata-se do seqgmento de recta que une os pontos
de coordenadas (—1,—1) e (0,0); no intervalo (0,+1)
trata-se de um arco de pardbola. A derivada existe
naquéles intervalos parciais mas ndo existe no ponio
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zero, por o l.,i.“a‘ [f(0+h)—£(0)]/h ndo ser independente

da forma como h tende para zero. No intervalo aberto
a direita (—1,0) a sua imagem € o segmento de recta
que une os pontos (—1,1) e (0,1); nointervalo (0,+1),
trata-se do segmento de recta que une a origem ao
ponto (1,2) .

2074 — Estudar e representar geométricamente a
fungdo y==",2>0. As ordenadas dos pontos de esta-
cionaridade, se existirem, serfio calculadas, pelo mé-
todo dos desenvolvimentos em série, com duas casas
decimais exactas. R: A fungdo existe no intervalo
(0,4 00), tomando o valor 1 para x=0. Quando
x—+o0, y-—>oco. Nio tem assintotas. E y' (x)=
=x*(logx+1) e y"(x)=x* [(logx+1)2+1/x] Para
7' (x)=0 € logx+1=0—>x=1/e, sendo y' (1/e) >0
e y(lje)=e~"*. A fungdo tem portanto um minimo no
ponto (lje, e~V . Como para x>0 € y' (x)>0,
a curva de equagio y=x* tem, no intervalo (0,+ o0),
a concavidade voltada para os yy positivos.

1 1 1
Sendo y(1/e)=e—V =]—;+§§_3_!;+...,

bastard tomar os quatro primeiros térmos para que o
‘érro sistemdatico cometido seja inferior a 1/2.000, visto
ser 1/4led<1/2. 00. E para que o érrode cileulo seja
inferior a 1/2.000 bastard que cada um dos trés Glti-
mos térmos b dos seja caleulado com wm érro inferior
a 1/10.000. E assim se tem y (1/e) =1—0,3679 +
+0,0677—0,0083=0,6815. Com a aprowimagio dese-
Jada ter-se-a -y (1/e) =0,68.
Solugdes dos n. 2072 a 2074 de A. da Costa Miranda.

I.S. C. E. F.— 4. Cadeira — Exame final — Epoca de
Dezembro — Milicianos — 1943-44.,

2075 — Estudar e representzr geométricamente a
1

142 a==2

nida no intervalo aberto (—oo,+c0) e cujo contra-

dominio € o intérvalo aberto (0,+oc0). Para x-»—o3,

y—>1 epara © +o00, y—0. A suaordenada na

-2
origem € ef(2+e). Do exame de y'= — ede
g /(2+€) Y= ir2e)
2ex1(2e1--1) g
=—————= conclue-se que a curva € mono-
(1+2e*1)3
ténica decrescente e tem a concavidade voltada no
sentido negativo do eiwo das ordenadas, no intervalo
(—oco,1—log2) e em sentido opdsto no intervalo
(1—log2,+ c0). O ponto (1—log2,1/2) € um ponto
de inflexdo.

2076 — Sendo y=f(x), calcular

d(logy) 1/y.dy xdy

B: T(ogx) y dx

funcdo y = - R: Fungio continua defi-

I

d (logy)
d (log x)

iz dx

2077 — Determinar um polinémio inteiro P (x)
que satisfaga as condigles :

P(~5)=—156, P (—3)=—40, P (—1)=—4,

P (1)=0, P (8)=20, P (5)=104.

R: Construindo a tabela de diferengas, com o0s valo-
res dados, obtém-se A P (—5)=116, a*P (—5)=—80,
AP (—5) =48, ASP (—5)=a3 P (—5)=0. A interpo-
ladora de Gregory-Newton dard f(—5+ 2x) = —156+
+116x—40x (x—1) +8x (x—1) (x—2) ou f(z)=23—

—z2+z—1 que € o polinémio procurado.

Solugdes dos n.°® 2075 a 2077 de O. Morbey Rodrigues,

I. 8. T. — Maremiricas Gerars — Exame final — Dezem-
bro de 1944,

2078 — O rendimento de um transformador estd-
tico de indugfio ¢ dado pela férmula:
e ¥ V: - Ig

Valb+ A+B.I2
secunddria (praticamente constante), I, ¢ a intensi-
dade secunddria (varidvel)y, 4 & a perda no ferro
(constante), e BI,2 é a perda no cobre (I3 constante).
Mostrar que o rendimento é mdximo quando a perda
no ferro é igual 4 perda no cobre. R: Para resolver
o problema, basta provar que: 1° A=BIz? € raiz
da primeira derivada da expressio do rendimento ;
2° A primeira derivada que nio se anula para
A=BI? ¢ de ordem par. O valor numérico dessa deri-
vada para A=BI} ¢ negativo. -

. Va(A=B.Ij)
1.9) p—mT;g),, p'=0 — V, (A—BI3)=0,

Vo é a tensio

[ em que:

e portanto: A=BI}.
ND—-ND!
p:

Como D ¢ positiro, D? também ¢ positivo e A=BI3
anula N- para provar que p''<0 para A=BI,
basta provar que N' <0.

24,
N'=—2B.Vp.I, ¢ N' (A=BIj)=———V,<0, c.q.p.
‘4

N
2.°) Sendo p"==-[—) € pll=

2079 — Estudar a fungiio y={gx+8senx para
0ZxZ=2x. R: 1.°) Periodicidade: A fungio y € pe-
riédica de periodo 27 : tg (x42x)+8sen(x+2x)=
—tgx+8senxz=y. 2:°) Ponios de descontinuidade :
Para x==/2 e x=8r(2 vem y=co.

lim y=+o0;

lim y=—oco;
F=T[1—0

a=Tc[240
lim Y= +oo;

lim y=—oco
F=AT[1 =0

F=iT[2 +0

3.°) Pontos de encontro com o eixo dos XX :

senz.(l+8cosx) 0

tgx+8senxz=0; T .
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sen® (1+8cosx)=0; senax=0; x=0;
cosx =—1/8=—0,125; =z=97°10"; ==262°50.

4.°) Ponto de encontro com o eixo dos Y'Y :

T==;

z=0,| y=0,

5.°) Divisdo do intervalo (0,2x) em intervalos par-
ciais, nos quais a fungdo € sempre crescente ou sempre
decrescente :

1
———+Bcosx=0;

= 2 -
y' =sec?x+8cos x; S

1+8cos2x

vy =0; cosx=—1/2; =2x/3 e z,=4n/3.

Y >0para 0<xz<2r/3 e 4x/3 <2 <2% y crescente.
y' <0 para 253 <®<4x/3 y decrescente.

6.°) Mdaximos e minimos :

y':Q, :l:1=2r:‘:'3 e .'.Cz=41=f'3
sen x
y”-2.seczm.tgm—ﬂsenm—i!-m—s.sen:
V3/2 V3

i
f”(“a‘")“g' 18
4 —V3/2 V3
S (":5”’)“2' —iB “8(—‘2—)=
=8.¢/3+4y3>0 Minimo.

A fungdo tem um maximo para x=2x/3 e um minimo
para xz=4x[3 .

f(2r/8)=—y3 +8.y3/2=3./3 Mazimo
f(4n3)= /3 —4y/3=—3y3

7.%) Pontos de inflexdo:

—8'—§“<0 Maxzimo

- Minimo

y''=2.sectx.tgx—8senz=0 ;,

sen . (1—4 cos? x)
-
cos? @

0; senz=0; 2=0; e z=rx

1
1—4.cos3x=0; cosz= Ta/i = 0,629 ;

2y = 5193 g=309°.

yM=2 secla+2tgx. 2seclz tgax—8.cos
=2.gech x-+4sec’ z.tg?x—8cosz;
£ (©)=2—8=—640; f1 (x)=2+8=100;

1
m Yo 0 .
¥ (arc cos V‘i)#
Pontos de inflexio :

y=0;
y=—75.

y=0; o=,
x=309°,

'JJ_=0 3
x=51°, y=7,5;

Representagio grafiea :
i

3 11'/14\&\?"';/&

g X

2080 — Determinar, com é&rro inferior a 0,1, as -
raizes reais da equagio »4—22,6 224 55,6 x+40=0.
R : Utilizaremos um método grifico. As raizes reais
da equagio dada, serdo as abscissas dos pontos de in-
tersecgio de wuma pardbola com wuma circunferéncia
cujas equagies vamos estabelecer : fazendo y=x', vem

y2—226y+55,0x+40=0; x2—y=0;

do membro a bro, teremos :
{ x2+y?—23,6 y + 55,56 x+40=0
y=x2,

A primeira equagio representa uma circunferéncia e
a sequnda uma pardbola.
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Caleulemos as coordenadas do centro e o rato da cir= By—my Yo—UYy 22—z | =0 2 0 0|=0
cunferéﬂcia. ay bl ey 2 3 4
Coordenadas do centro : az ba (A -2 3 4
C(a,b); a=-—5552=—27,75; Equagdoe do plano definido por r e s.
veetor da recta T : u=214+3J+4K
b=+23,6/2=+11,80; C (—27,75,+11,80). N, 7 o v —21+3] +4K
Raio : : vectordoplano uAv=| 1 J K |=-—16J+12K
R2=27,75?+11,802—40 =29,48 . 3 g ;1
Cm'i.strmdas as curvas, oblemos para raizes reais da o' 2l pass@ etaernen D0
equaegdo : = ;
P HRCOS SoRa v Equagdo do plano pedido :
- A 2 Pog 16y—12z=0 ou =) 4y—32=0.

2081 — A recta r ;)3553 por O e por 4(2,3,4);
a recta s passa por B(2,0,0) e por C(0,3,4):
verificar que r e s sfo coplanas e determinar o in-
gulo do seu plano com OZ. (eixos rectangulares)

E Y z z2—2 9y =

- ) —— ==

3 4 =2 & .4
Condigio de coplanaridade :

R: 7) %=‘

"GEOMETRIA

F.C. L.—Gromerria Descririva—Exame final, 20-6-1945
— 1.* chamada.

2082 — Definida, em projecgies cotadas, uma
superficie cénica por [d]@—*“'o e Vi (V'—=[d']),
construa um plane =, passando por ny dada

W oL o s %
(comn l B [d’]) e produzindo sec¢iio para-
bélica na'superficie.

Se, mantendo a cota de =, fizermos rodar »' em
torno dum seu ponto P', existe alguma superficie
envolvente das posigdes do plano = do enunciado ?
Caso afirmativo, caracterize essa superficie R: = deve
ser [| a um plano tangente 6 com horisontais [/ n. Basta

construir hY tangente a [d] e paralelo a n. Teremos :
2 h
f1e.

HG 2 solugdes para cada direcgdo de n'. A sup.
envolvente do enunciado € uma sup. conica homotética da
dada, e tendo o vértice em P, .

i=V,hl e = {

2083 — Considere 3 rectas concorrentes, a, b e ¢,
nas seguintes condigles: a e & de nivel; b'=¢'.

Suponha um paraboléide hiperbdlico [x], do qual:
b ¢ um didmetro, a e ¢ sfo assintotas da seccgfo feita
por a=a,c; X (dado) ¢ ponto de contacto dum plano
tangente B//« (dado) e d (dada, com d'[/b') é uma
geratriz. Determine o vértice désse parabolodide.

Equagbes do eixo OZ escritas sob a forma normal :

ﬁﬂ.gu&o de OZ com =:
—B 3
R e S " 3/5) .
sen g ) 5’ ¢=ang sen (3/5)

Solugdes dos n.”® 2078 a 2081 de Jorge Ciandido da Silva.

DESCRITIVA

Questiondrio : :

a) O conhecimento das assintotas a e ¢ implica o
conhecimento das direcglies’ de algumas rectas da
superficie ? Porqué? Tal conhecimento, aliado ao da
direcglio do eixo do paraboldide, arrasta o dos planos
directores ? Porqué ? b) Trace as geratrizes da super~

' ficie situadas em B. ¢) Que circunstiincia caracteriza

as geratrizes que definem o plano tangente no vértice ?
Sendo recto o paraboloide, que mais se pode afirmar
acérea dessas geratrizes ? R: a) Implica o das gera-
trizes da sup. que sdo /[* a a e c¢ respectivamente, porque
as assinfotas duma secgdo sdo as infersecgies do plano
secante com o0s pl. assintéticos das geratrizes que dio os
pontos imprdprios daquela secedo. Arrasta, porque cada
uma daquelas geratrizes ¢ paralela a um dos pl. direc-
tores e o eixo € paralelo aos 2 planos directores ; os pl. -

directores sio, assim: v, e p{ . (o paraboloide €
Vo

isdsceles). b) X €, mnecessariamente, o ponto b.p e
as gerairizes situadas em [ sdo as rectas m e n que
passam por X e sdo paralelas a a e ¢ respectivamente ;
¢) Sdo perpendiculares & intersecgio dos planos
directores, cada uma delas paralela a wm pl. director ;
sendo recto o paraboloide, tais geratrizes sio orto-
gonais.

Soluglo: A geratriz d pertence ao mesmo sistema
que n; €, pois, complana com m e ndo complana com n .
Construidas 2 geratrizes my e my de nivel, temos
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m'y. m's=V'; a proj. vertical V' € obtida por inter-
secgdo da vertical de V' com a geratriz de nivel my
cuja projecgilo }wﬂzaﬂmﬂ m'y passa por V! e € perpen-
dicular a b'.

2084 — Dum paraboléide isdsceles, conhece-se: o
vértice ¥V (3,3); uma das geratrizes que passam em
¥ (g =) e sabe-se que: planos de rampa produzem
secgdes parabdlicas; e o plano tangente 6 num ponto
P ——g (P=|zV) faz 45° com v,. Determine: a) o eixo,
e os tragos da superficie em v, € g;. b) um plano tan-
gente B paralelo a a dado (a=A%,v%,4 LT). c) o
centro da secgio feita pelo plano «.

Questiondrio :

1) Conhecer as geratrizes que se cruzam no vértice
equivale a conhecer as orientagdes dos planos direc-
tores ? Justifique a resposta. 2) Trace a 2.* geratriz
situada no plano tangente 0. 3) Qual a circunstincia,
referida no enunciado, que faz o eonhecimento da
direcglio dos didmetros do paraboléide ? Porqué?
4) Dio algum elementd importante da sec¢io () as
rectas pelas quais vai definir o plano B? Justifique
a resposta. R: 1) Sim, porque a normal ao plano
dessas geratrizes dd a direccdo do eixo, e esta direcciio
combinada com cada wma daquelas rectas, define um
pl. director ; no caso presente, 0s pl. directores sio: v, e g, ;

2) E arecta de frente £ do plano 0, conduzida por P;

3) E o facto de saber que planoa /| LT produzem
secgies parabdlicas, porque s planos [[ aos didametros
produzem secgies déste género; 4) Ddo as direcgies
assintoticas da secgdo (x) pois elas sdo as gera-
trizes da superficie situadas em B e, portanto, para-
lelas a a.

Soluclio: -a) O eizo € a paralela a LT conduzida
por V; h'™ fica definido por V! e por H'; vI" fica
definido por V' e por M=LT.h™ b) V! e VI sio
pontos de divergéncia, numa e noutra projecgdo, das
geratrizes de nivel e frente respectivamente ; as gera-
trizes de [ constroem-se, pois, imediatamente; e o seuponto
comum X € o ponto de contacto de B; c¢) A paralela a
LT conduzida por X ¢€ o didmetro conjugado com a
orientagdo (x); o seu trago em o € o centro da secgio (z) -

2085 — Dados: um elipsdide [¢] de revolugio, de
eixo vertical (afastamento 4cm, raio do equador —2cm)
e um cilindro de revolugfio de eixo de frente (inclinado
a 45° sbbre v,) e raio 2 em, nas seguintes condigdes :
na intersecciio das 2 superficies verifica-se um caso de
beijamento simples, e a projecgfio vertical da intersec-
¢do é uma cdnica. Determine: a) as orientacdes de
planos que ddo, nas 2 superficies, secgdes homotéticas,
e uma das assintotas da projec¢do vertical da inter-
secg¢iio. b) A linha dos pontos duples aparentes na pro-
jecglio horizontal. ¢) Os pontos duplos nessa projec-

950, se existirem. R: As 2 condigdes impostas, pelo
en do, @ intersecgdo, obrigam & existéncia de wm
plano principal comum de frente e de um plano tangente
comum, projectante vertical (fazendo 45° com v,).

a) As orientagies pedidas determinam-se recorrendo
a superficies homotéticas das dadas e circunseritas a
uma mesma esfera. Uma das assintolas da proj. vertical
também se constroe imediatamente.

b) A linha dos pontos duplos aparentes pedida € a
interseceio do plano do equador do elipsoide com o plano
projectante vertical do eixo do cilindro.

Nota : Duracéio da prova — 4 horas livres.

Resposta obrigatéria — e 2082 2085 e uma das outras duas.

Dispensa-se o relatério em qualquer problema. Faculta-
tiva a justificacfio de qualquer dos passos da construciio
relativa a 2085,

F. C. L. — Geoyerria Descririva —Exame flnal, 23-6-1945
— 2.1 chamada.

2086 — Considere um hiperboléide de revolugio,
cuja gola (R=2 cm) exista em v; e no qual exista uma
geratriz g, perpendicular a um dado plano = (zy,=45°)
Dada uma recta r//g;, determine o ponto P (prdprio)
de intersec¢fio de r com a superficie. Como procura-
ria uma recta s —- P tal que o plano a=r,s produ-
zisse, na superficie, uma sec¢io hiperbdlica de assin-
totas perpendiculares.

2087 — Um paraboléide hiperbélico é definido pelo
plano director v, e directrizes a e & paralelas a B,,
Determine um plano =, passando por um dado ponto
P, com uma dada direcgdo I de trago horizontal e
produzindo, na superficie, uma secgiio hipérbodlica
equildtera. Construa uma das assintotas da secgio.

Questiondrio :

a) O conhecimento dos planos directores dum para-
boldide [¢] implica o conhecimento das direc¢des assin-
téticas das secgdes feitas por planos duma mesma
orientagio nos infinitos paraboldéides com os mesmos
planos directores que [¢] . Como justifica a afirmagfio ?
b) Como poderia determinar o centro da secgiio feita
num paraboldide [:] por um plano «, se conhecesse o
didmetro de [:] conjugado com a orientagdo a que
pertence a? c) Se escolhesse novas directrizes ay e by
também paralelas a §,, em substitui¢io de a e &,
mantendo v, como um dos planos directores, haveria
alguma alteragdo relativamente ao Angulo das assin-
totas da secgfio [n]? Porqué? d) Relativamente

.4 direcgio ! dada para AT, em que caso nio tem

solugdio o problema proposto ? Porqué ?

2088 — Dum hiperboléide empenado conhecem-se
duas directrizes d; L v, e dy! g, e sabe-se que um
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dado plano gL g, determina uma secgfio hiperbdlica
da qual se conhece uma das assintotas m//ds e o &n-
gulo k0 das 2 assintotas. Construa uma 3.* directriz
dy[[LT de modo que o hiperboléide definido por dy,ds
e dy satisfaga as condigfes do enunciado. Centro da
secgdo (P).

Nota : Dispensa-se, aqui, a marcacfo rigorosa do dngulo
de k" das assintotas, desde que o aluno diga, na altura pré-

pria, em que essa construcfio intervém no problema, como
faria tal construcéio.

Questiondrio :

a) Sendo a sec¢fo hiperbdlica, quantas geratrizes
hd, na superficie, paralelas ao plano secante ? Porqué ?
Conhece algum ponto da projecgiio horizontal de al-
guma delas ? Qual ? Porqué? Como poderia aprovei-
td-lo para, nas condi¢des do enunciado, construir a 2.2
direcgiio assintética? b) Existe alguma superficie
envolvente dos planos que intervém na determinagio
das assintotas das sec¢des planas dum hiperboldide ?

Como se designa tal superficie? Em que caso se pode
afirmar ser tal superficie de revolugfio ? ¢) Se o plano p
fosse de perfil, poderia escolher-se % arbitririamente
em face dos restantes elementos do enunciado ? Justi-
fique a resposta.

2089 — Considere um hiperboléide de revolugio de
eixo e Ly, e uma superficie cénica, de vértice ¥ per-
tencente 4 gola do hiperboldide e afastamento igual
ao do centro C do hiperboldide, e de directriz na di-
rectriz (em v;) do cone assintético daquela superficie-
a) Existe algum plano de simetria ortogonal ccmum
as 2 superficies ? Qual? Alguma orienta¢fo de planos
de sec. hom? Qual ? b) Determine uma das assintotas
da projecgiio vertical da intersec¢fio das duas superfi-
cies. ¢) ¥ é um ponto de intersecgiio das 2 superfi-
cies. Diga tudo quanto sabe désse ponto relativamente
a intersecgiio € indique, justificando, as suas tangentes.

Enunciados e solugdes dos n.** 2082 a 2089 de Humberto
Meneses,

CALCULO INFINITESIMAL — ANALISE SUPERIOR

F. C. L. — lL.° Exame de frequéncia — 1945

a
2090 — Calcule a derivada d—: da funglo u defi-

nida pela equagiio u?+a?+y2+22=c? em que z € ¥
siio as fungdes de « definidas por log (zy)+y/x=a?
e log (z/x)+zx=0%.

2091 — Ache a equagfo transformada de
dz dz
— + — —=)
(@+y) o+ (=—9) by
mediante as relagbes u=a?—y?—2ay e v=y.

F. C. L. —2.° Exame de frequéncia — 1945.
=1

*x
2092 — Calcule J s |

2093 — Ache a evoluta da pardbola y=x%/2, e faga

a sua representagdo geométrica.

F. C. P. — Circuro Isrinrrusimar — Exame final —
Jutho, 1944,

2094 — Determinar o plano osculador da linha

@ =u*,y=cosmu/2,z=arctgy/u no ponto corres-
pondente a u=1. R: nX+6Y+8sZ=r+2x2.

: Yy 1
£ S0 yl—=—— 4
2095 — Integrar a equagio y %0 yvo—i
Fazendo 12 do i o Bl
== e ag tinear z =
azendo Y=z vem a equag 2

que integrada di z=Cyx+2xarctgVxi—1,
y2=C; x+2x arc tg Vx2—1.

Logo

2096 — Calcular o volume limitado pela superficie
gerada pela rotagio da linha «?+ (y—1)*=1 em térno
do eixo dos yy, por meio de um integral duplo e depois
por um integral simples. R :

a) A equagio da superficie gerada € 22+ (y—1)' 4+ a?=1.

Logo V=.ff2v’1_x2_(y—1)zdx dy, sendo D limi-
(1]

tado por x4 (y—1)2=1. Fazendo a mudanga de va-
ridveis X=pcosg,y—l=pseny vem

T 1
vaqu,fg-, VI—¢ dp=4w/3.

: | 2

b) V-aw:[xzdy:wj:1—(y—-1)2idy=~ 4=/3.

2097 — Determinar a equagio cartesiana de uma
linha em que R=1-+s?, sendo R o raio de curva-
tura e s o comprimento do arco. Tomar para eixo
dos xx a tangente na origem dos arcos. R: Temos

R=j—'s-1+sz que integrada di s=tg o (ag=89=0).
- 2

dx=ds cos a =
cos o

s sen o da E
= = - Fazendo a=—_— em
dy : ds sena e «=3 B v
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dg B
dx =— ==—logtg—+C
% sen B o 08879 i
d 1
S L R N Atendendo
sen? senf
as condigies iniciais vem x= —log tg E e y= -—1.
2 sen B

1
Eliminando B temos y +1= 7y {ex+e~=|.
Solugdes dos n.°* 2094 a 2097 de Jayme Rios de Sousa

I. 8. T.— Cirouro — |.© Exame de freqgiiéncia — 1944.

2098 —Determinar os maximos e minimos da fun¢io

xy

f(w:y)=fx\/1———x‘-'dm.

2099 — Verificar, para as fungdes f,=ax?+2b xy,
Jfa=x2+2y e. fu=3x+4+2ay se é possivel determinar
a e b de modo tal que, das trés fnngdes, s6 uma seja
independente.

2100 — Estudar a convergéncia do integral

‘[ e—u' sent Vi i p

I. 8. T. — Cirovro —2.° Exame de frequéncia — 1944
— 2.4 chamada.

3,9-2

m!

2101 — Integrar a equagio yy' =

2102 —Determinar as assintotas da curva
axd+ady—ayd=0.
g ~ dx dy
2103 — Calcular o integral J J (a}z_!_y—z-;-z}—z

extendido a todo o plano.

1. S. T. —Circuno —2.° Exame de frequéncia — 1944
—1.% chamada — (exame tedrico).

2104 — Comparacio dos métodos de Cauchy e
Logrange-Charpit para a integraco das equagdes de
primeira ordem, nfio lineares, s derivadas parciais.

2105 — Quando é que o pfaffiano 3} X; du;,

(]
Xi=X; (21, 22,...

, @,), admite um factor integrante?
Porqué ? '

1. S. T.— C{rLcuro —2.° Exame de frequéncia — 1944
2.2 chamada — (exame tedrico).

2106 — Curvas notdveis das superficies.

2107 — Integracio da equacgio diferencial total.

F. C. P. — Ax{vise Surerior — 1.© Exame de freqlién-
cia—28 de Fevereiro de 1945,

2108 — O plano tangente no ponto n de uma super-
ficie corta os eixos Ox e Oy nos pontos 4 e B.

Determinar a equac¢io de derivadas parciais das
superficies tais que 04 . OB=1. .

Integrar a equaglio obtida e do integral completo
deduzir a superficie integral que passa pela linha
wy=1, z=1. R: Como OA=(xp+yq—z)/p e OB=
=(xp+¥yq—2)/q, aequacdo de derivadas parciais das
superficies pedidas é

(xp+yq—2)? —
——r——— =1 ' 0%, Ze=Xp+yq—iV pq.
Pq

Esta equagio (de Clairaut) admite para integral
completo z=cyx+c, ¥ — Veqcp.

A superficie integral que passa pela linha dada €
z=2yxy—1

2109 — Determinar uma fungio analitica f=q+

@

+i¢¢ da varidvel 2z, sabendo que p=o—-
x4y

e que f(1)=0. R: Como A9=0,
possivel. Tira-se:

o problema ¢

i N Pry M e s
T Ty () by T (@ry)
2xy y2i—x2
Logo d{=— mdx+( o +yz),)d
Portanto ¢=;‘—-_-);’-y2+y"'°1‘
Serd entdo

X ¥
(== S e +1 ‘Z+},z+y+ci
Como f(1)=0, e¢;=0. Exprimindo f(z) em fungio
da varidvel z, vem f(z)=z—1/z.
e ev—zi

2110 —- Calcular } Z(=1) dz em que S ¢éuma
5

circunferéneia eom o centro na origem e raio R=2.
R : Pelo teorema dos residuos :

(—l
/ 22 {z__'ﬁdz—ﬂm (Ro=R.)

onde Ry e Ry sido os residuos correspondentes aos
polos 0 e 1.

Como Rg==—2 e Ry=1, o integral pedido € igual
a —2ir.

Solugdes dos n.” 2108 a 2110 de Laureano Barros.
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MECANICA RACIONAL

1. 8. T. — Mecisica Raciosar — l.° exame, 2-2-944,

2111 — Integrar a equagfio as derivadas parciais
z (rt—s?) +pgs=0.

2112 — Desenvolver a fun¢lo f(x)=a (s —x)/8
em série do seno, no intervalo 0 <z <=

2113 — Averiguar que a equagio integral

F@=e @ [k@,0)e @)y,

s for & (@,9)=£ (@) /) © [ /(@) fi (@) de=A,
admite a solugdo .

W fi (@)

@=r@+50 [0 AW,

2114 — Determinar as curvas de estacionaridade

do integral I-f(m_m")n1/1+yl= de .
*a
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46 — NEVILLE, Eric Haroup — Jacobian Elliptic
Functions — Cambridge — 1944,

Oferta do «British Council» por intermédio do Ins-
tituto Britinico em Portugal.

O intento déste livro, no dizer do autor, é restabe-
lecer, sob um novo aspecto, a custa de estruturas
fundamentais de definig¢fio, a aparelhagem algoritmica
das cldssicas fungdes elipticas de Jacobi, que o em-
prégo das fungdes thefa como elementos iniciais, embora
artificiosos, da teoria, qudsi por completo banira dos
modernos tratados. E, como as principais razdes désse
banimento se apoiavam nas dificuldades trazidas pela
inversdo do integral de Legendre, no caso da varidvel
complexa, ¢ & remocio dessas dificuldades que directa-
mente visa a elegante construcio dos novos elementos
elipticos do autor, permitindo restaurar, em moldes
acessiveis, a fertilissima teoria cldssica. E nfo se
recuperam apenas os beneficios dessa fertilidade que
tem, sobretudo, como razfio de ser, a possibilidade de
cdlculo daquéles integrais com as quais as fungdes
jacobianas estiio tradicionalmente associadas, possibi-
lidade que resulta, como se sabe, das relagbes que as
ligam com as suas derivadas. A teoria exposta tem
ainda o merito de elucidar mais fortemente do que a
teoria elementar weierstrassiana da fungfo P (2) as
relagbes que implicitamente ligam a dupla periodiei-
dade da fun¢io eliptica as propriedades do integral
que ¢ a sua inversa. Como se consegue éste objectivo ?
O autor associa com uma arbitrdria fungfo weierstras-
siana um conjunto simétrico de fungdes duplamente
. periddicas, tendo em cada paralelogramo dos periodos
da fungdo inicial, dois polos simples. Lsse conjunto

converte-se num sistema jacobiano pela especializac¢io
dum dos parAmetros ; e essa especializagfio, que é fun-
damental na teoria, importa, para o sistema obtido,
a dupla periodicidade, sem impdr aos parimetros a
condicfio de serem reais. Seguidamente, demonstragdes
simples dos teoremas de adi¢iio e das transformagdes
de Jacobi e Landen substituem as demonstracdes
algébricas exigidas pelo integral de inversfo.

A estrutura é a configuragiio dos pontos congruentes
(em que a fungdo toma o mesmo valor); e, embora
ela seja sempre formada (para uma fungiio duplamente
periédica) pelos pontos de intersecgfio de duas familias
de rectas paralelas equidistantes, no plano da varidvel
complexa, essas familias nfio sfo fundamentais: porque
ndo sfo tinicas e porque apenas téem interésse os pon-
tos congruentes em que se cruzam. Das estruturas,
das células de congruéncia e do conceito geral de
fungio eliptica se ocupa pormenorizadamente o autor
na introdugio do livro, na qual se inclui dinda a
teoria das fungdes weierstrassianas, formulada a par-
tir do conceito de estrutura. E logo no capitulo pri-
meiro sfo introduzidos os elementos pmmxtwoa eom
as seguintes notagdes :

| f= 1P ()=
’ giz=[P (z)—e,]'?
hiz=|[P (z) — )",

sendo P (2) a funglo de Weierstrass e ¢ ,¢,,¢, os
respectivos parimetros (e;,e,,e;) (ou sejam os valo-
res de P (z) nos pontos semi-periodos). As fungdes (1)
sio duplamente periddicas, e constroem-se, 4 sua custa,
as restantes fungbes elementares (ao todo doze) defini-

®



