GAZETA DE MATEMATICA

19

para o estudo da espectroscopia nuclear» foi discutida
pelos professores Dr. A. Cyrillo Soares da Universi-
dade de Lisboa e Dr. Mdrio Silva da Universidade de
Coimbra. Dos pontos — Teoria das valéncias orienta-
das — e — Ondas electromagnéticas; sua propagacio.
Teorema de Poyting. Estudo do campo de irradiagio
do dipolo de Hertz — foram argiientes respectiva-
mente os Professores Drs. Couceiro da Costa e Mdrio
Silva, da Universidade de Coimbra.

Instituto Superior.de Ciéncias Econémicas e Financeiras

Nos dias 25 e 26 de Junho tiveram lugar néste
Instituto as provas de doutoramento em Ciéncias
Econdmicas e Financeiras do assistente Jofio Remy
Freire. A dissertagio «Estudos de Demografia Portu-
guesa — 1.° ensaio» foi discutida pelos Professores
Bento Caraga e Francisco Leite Pinto. As teses
foram discutidas pelos Professores C. M. Beirfo da
Veiga e A. Marques Guedes.

MATEMATICAS ELEMENTARES

SOBRE INEQUAGOES FRACCIONARIAS DO 1.° GRAU
por Redl Rato

Estas inequagdes téem sido tratadas de formas muito
variadas nos compéndios de Algebra elementar. Ser-
rasqueiro (1883) nflo as considera em especial ; resol-

A
>- acha z>17, o que é incompleto.
243 U € 3 q P

A. J. da Cunha (1883) ndo as considera. Albuquerque
(1898) desembarac¢a de denominador, tomando o qua-
drado, sempre positivo. Dias Agudo (1938) resolve-as
com as hipdteses usuais na resolugiio das inequagdes
fracciondrias do 2.° grau. Sequeira Ribeiro (s/d. prog.
de 1936) faz consideragdes muito complicadas.

Ora estas inequagdes tém uma resolugio muito
simples, se aplicarmos o mesmo raciocinio que nos dd
os valores de » que tornam o trindmio do 2.° grau
positivo ou negativo, no caso das raizes reais e desi-
guais. Com efeito téda a inequagdio fracciondria do
1.° grau pode reduzir-se a forma f(x) >0, ou f(x)<0,
dando-se a f(z) a expressiio:

£ _ax+b Sag z+bla
x+dfe

Mostra esta expressiio que f(x) serd de sinal contra-
rio a a/e para valores de x compreendidos no intervalo
(—b/a, —d/c) e do mesmo sinal de a/c para valo-
res ndo compreendidos no mesmo intervalo.

vendo

cc+d ¢

Alguns exemplos lirados dos sulores referidos:

errasqueiro: 258 5

z—1 4 1 x—-17
F . ——Z> =x >
agamos f (z) >0 538" 0 0 ou ¥ 0E ]

o que d4d a soluglo: x>1T7 ou =<—3, isto é, fora
do intervalo (17, —3).

1 5 1 S5 1
P e <1t —; c—m——1——<0
o st Ly 4 8=z % 4 8u ¥ x
—6x—13
ou e’:—<0. Solugdo >0 ou =z<—13/6.
»
z—1 z—1 —2
Sequeira Ribeiro : m( 4 ;-ﬁ—1<0, :t—-i-1{0
ou z>—1.
3a?—4x B2 —4x —4r-9 3
. —3< —_—<0
Idem 213 <3, 213 3<0 ou 2113 A
2:}—'9‘

& .
Dias Agudo : %:ﬂ) dd imediatamente = <—1
T

1
+3<0, seria 3>x>>—1.

ou x>3. Se fosse

EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES (1944)

I. 8. A. — 2.2 prova escrita— 24 de Outubro de 1944
Ponto n.® 3.

Nota—E obrigatério resolver quatro questdes, entre
as quais a primeira.

2036 — Na equaciio 202+ (P2 +2)x+2p?—4=0
determine p com a condigio de a diferenca entre as
raizes ser igual A4 unidade.

2037 — Numa propriedade existem alguns cavalos,

um numero exacto de juntas de bois e porcos num
total de 34 cabegas. Sabe-se que o triplo do nimero
de porcos ¢ igual 4 soma de 5 vezes o nimero de bois
com 3 vezes o nimero de cavalos. Determine o mimero
de bois, de cavalos e de porcos.

2038 — Um diedro de 105° 11',4 intersécta uma
esfera cujo centro estd situado sébre a sua aresta.
O plano perpendicular 4 aresta do diedro e passando
pelo centro da esfera contém dois pontos situados
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a distdncia de 6,4567 metros um do outro, que perten-
cem simultdneamente A superficie da esfera e as faces
do diedro. Calcule o raio da esfera.

2039 — Determine os valores de =, compreendi-
dos entra = e 2= radianos, que satisfagam a condigio

4 +E cos %L—?
sen | 4z 5 3 “ s

2040 — Determine o volume do sélido gerado pelo
hexdgono regular inserito, quando roda em térno de
uma diagonal que passa pelo centro, em fungio do
do raio do circulo circunserito.

2041 — Demonstre que se duas secantes se cortam
no ponto de contacto de duas circunferéncias tangen-
tes, as cordas que unem as suas extremidades sfio
paralelas.

1. S. A.— I.* prova escrita—20 de Outubro de 1944
Ponto n.° 4.

Nota—E obrigatdrio resolver quatro questdes, entre
as quais a primeira.
4 2x—1

P i
6—m< x+41

2042 — Resolva a inequagio

2043 — Sio dados os mimeros a e 6. Determine
em quantas unidades a diferenca entre o débro do
1.° e 0 2.° excede o mimero que se obtém multiplicande
pelo excesso pedido o 2.° deminuido de 7 unidades.

Determine os valores de a ede & para que o

problema seja indeterminado.

2044 — Considere um triedro com 2 faces iguais,
cortado & distincia de 10,000 metros do vértice por
um plano perpendicular & aresta a do diedro formado
pelas faces iguais. Este diedro mede 48°27',2 e o seu
plano mediador determina no lado da sec¢fio um ponto
4 distincia de 26,917 metros da aresta a. Determine
a drea da porgio de uma das faces iguais do triedro
limitada pelo plano secante.

5
2045 —Exprima cotg (éw{»x) em fungio de sen x.

2046 — Determine o raio da base de um cone de
altura dada a, cuja drea lateral seja igual a drea do
circulo que tenha por raio a altura do cone.

2047 — Demonstre que, sendo [ABC] um trién-
gulo inscrito numa circunferéncia, unindo o centro O

da circunferéncia com o meio D do arco 5C e tirando
a corda AL, o Angulo ADO & metade da diferenga
dos dngulos B e © do tridngulo.

1. 8. C. E. F.—Ponto n.° 2—Qutubro de 1944.

As respostas e as passugens essenciais das resolugdes
devem ser justificadas. Afirmagdes ndo justificadas
consideram-se como ndo feitas.

Nota — Sdo obrigatorios quatro pontos, entre os
quais, o n.° 1.

2048 — Homotetia, semelhanga e simetria. Defini-
¢oes e relagdes entre os tréés conceitos.

ARITMETICA

2049 — Dispor por ordem de grandeza crescente os

i
niimeros ﬂ'i-ls B=1+—3 ay=1+ 3
2+ =
1
a4-=1+— 3 as=1+ el iy
Bt 2+
-+ 1 3
T B
44—

R: ay<az<as<a;<a;.

.
ALGEBRA

2050 — Determinar as raizes reais da equagio
1—z+a?—a3+ai=1. Generalizar. R: A equagdo
equivalente & (1+x3)/(1+x)=1 ou 14+x3=14x
(com x=+—1), cujas solugbes reais sio 0 e 1. A gene-
ralizagdo consiste em determinar as raizes reais da
equagio 1 —x+x'—=x34 ... +x¥ ! L x¥ =1 ou sgja
A+x2+)/(1+x)=1, (com x5+—1).

As suas solupdes reais sio 0 e 1.

(G EOMETEIA

2051 — Na circunferéncia da gravura junta conhe-

ce-se o raio r e o comprimento  da corda AB. Tira-se
a tangente CD paralela a
AB ; caleular a drea (som-
breada na figura) interior ¢ 11 o 1]
ao tridngulo COD e exte- A
rior & circunferéneia. -
R: A drea pedida serd
S=8;—8; sendo 8, a drea
[COD] e 8, a drea do sector
[AOB]. Da semelhanga dos
triangulos [COD] e [AOB]
tém-se CD=1.r/h sendo
h= V4r'—1/2 a altura
do triangulo [AOB] relativa ibase AB. Designando
por a o dngulo ao centro correspondente a AB, serd
S=1.r%2k—r?.a/2 (z2=2arcsen 1/2r).
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TricoNoMETRIA
2052 — Verificar a identidade cos8 z —sen8x—
— (cos® o—sen® z) + cos? x . sen?x. (cos? z—sen?x)=0
R : Basta notar que
cos® x — sen® x = (cost x —sent x) (cost x + sent x) =
= (cos?x —sen? x) (cost x+send x)
e efectuar as operacies indicadas .

Circrro Numérico

2053 - Calcular o valor que toma a expressdo
1 1

B4y Yy w

By Ery
Yy

R : Tendo em ateng¢io que x3+y3=(x+y) (s2+y?—xy)

obtém-se, efectuando as operagies, X=1[x=1tg 58° 48/
donde log X=0,21780 ou X=1,651.

para x=cotg 2380 48,

I. 8. C. E. F.—Ponto n. 4—Julho de 1944

As respostas e as passagens essenciais das resolugies

devem ser justificadas. Afirmagdes ndo justificadas
consideram-se como nio feitas.

Nota — SHo obrigatdrios quatro pontos, entre os
quais o n.° 1,

2054 — Circunferéncia. Propriedades mais impor-

tantes. Relagdes métricas. Medidas de dngulos inscri-
tos e de dngulos formades por secantes.

ArirméTica

2055 — Calcular a soma
S=1+1+41/24+2+1/224+224 ... 41/2742"
e determinar o menor valor de n para o qual é § > 100.
R: Trata-se da soma dos térmos de duas progressies
geoméiricas : :
S=(1+12+1/224... 41/2") + (1 +2422+... 42) =
= (20+1—1)/2" + (20F1 —1) =1 4+ 20+ —1 /20,
Fazendo sucessivamente n=1,2,3, ... obtém-se para n="6

§=129-1/64>110.

AvLGEBRA

2056 — Dada a equagio «’+ax+b=0, de raizes
a e B, determinar a equagiio do 2.° grau cujas raizes
sfo 1/ e 1/8*. R: A equagio serd 2z®—Sx+P=0
com S =1/a2+1/82 = (a? + B?) /a2 B2 = (a2 —2b) /b* e
P=1/a2 B2=1/b2.

GEOMETRIA

2057 — Verificar se siio compativeis os seguintes
dados acérca de um paralelipipedo rectingulo :

Soma das trés arestas que concorrem num vértice :
S=12;

Area total : A4=94;

Diagonal do paralelipipedo: d={50. R: Sendo
X, ¥y e z as3 dimensies do paralelipipedo rectingulo
hd que verificar a compatibilidade do sistema :

S=x+y+z=12, A=2(xy+xz+x2)=9,
d2=x?+4y2+22=50 .

Com efeito, por ser S'=d:+ A, fterd de ser 122=

=\/5__0,+94==144 o que confirma a compatibilidade
dos dados. -

" TRIGONOMETRIA

2058 — Dado um tridngulo rectingulo de dngulos
A (recto) B e C, calcular, em fungio dos lados,
cos(A+B—2C). R: cos(A +B—2C)=cos (180°—3C) =
=—cos 3C=3 gen? C. cos C—cos? C=b (3 c2—b?)/a3,
tendo em conta que e=asenC e b=acosC.

CircuLo NuMERICO

2059 — De um cone circular recto conhece-se a
drea total A4=75,36 metros quadrados e a altura
h=4 metros. Calcular a drea da base. R: Sejam R
o raio da base e g a geratriz do cone; de A==xR24
+xRg e de h2=g?—R? vem A—nR?=nR yhz+R2.
Elevando ao quadrado e simplificando obtém-se

mR’=A?/(xh2+2A) = (75,36)¢/200,96 (==3,14) .
Aplicando logaritmos obtém-sc =R2?==28,26 m?.
Solugdes dos n,°® 2048 a 2059 de O, Morbey Rodrigues,

I. 8. T. — Ponto n.° 2 — 23 de Outubro de 1944,

2060 — Numa linha de circulagiio de um metropo-
litano com 66 quilémetros de perimetro, as estagdes
estfo situadas A distincia de 3 quilémetros umas das
outras. Os combéios circulam i velocidade de 80 qui-
Iémetros por hora e param durante 20 segundos em
tédas as estagdes. Supondo que a distincia entre as
automotoras de dois combdios consecutivos niio pode
nunca ser inferior a 2 quilémetros, determine o maior
mimero de combdios que podem passar numa hora em
cada esta¢fio e o mimero de combdios precisos para
manter tal ritmo no servico. R: Como cada combdio
percorre dois quilémetros em 9 e demora na estagdo
200, 110° depois de um combdio ter chegado a uma esta-
¢do poderd passar outro, e por isso 0 nimero mawximo de
combdios que numa hora podem passar numa estagio &
de 32. Cada combdio leva a percorrer o circuito completo
92925¢155°=3410°, pois leva de estagdo a estagio com o
tempo de estacionamento 155°. Ora em 3410° passam
pela mesma estagdo 31 combdios que serd o ndmero
necessario pora manter o ritmo de servigo pedido.
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2061 —Mostre que se
(22 4y242%) 242 (2242 +2?) (wy +yz+4-20) + (ey+yztem)® 1
(wy 42y — o) 2
2 +y?+2t 1 ..
@iy+2)t 3 R: A fracgio dada
pode escrever-se :
(x24+-y24+ 2t +xy +yz+zx)?

se tem também

(2x% + 2y2 + 2z¢ + 2xy + 2yz + 22x) (2xy 4 2yz + 2zx) 3

x24+y2422+xy+yz+zx 1
G
ou x?4+y?+zl=xy+yztzx donde € (x24+y2+z2)i=

x2+y24at 1
@Hyere 5

2062 — Num quadriliteroc ABCD, os dngulos B
e D sfo rectos, a diagonal AC mede d, o perimetro
vale 2p e a drea ¢ S. Exprima em func¢io distes
-dados os valores dos quatrolades. R: Se x, y, z, e t
Jorem os lados do quadrilatero, as equagies que resolvem
0 problema sdo :

=3 (xy +yz+2zx) e portanto

‘ x+y+z+t=2p
xy +zt=28
j X y2=d2
2 2241 =2

da 2.2, 3.7 e 4.7 equages tira-se:
{(x+¥)2+ (z+1)2=2d2+48 quecom (x+y)+ (z+t)=2p
_permite determinar
@ x-+y=p+/TFFTH—p
©

z+ t=p —v'mQ_S—_pz
De (1) e x24y2=d? tira-se, fazendo A=d2425—p?
_p+va+Va—25-2pva
= 2

X

y_P+HVa-—Vd-25-2 va
» 2

< analogamente

, _P—Va+Vd2—28+2p va

9
. p—VA—Va_25i2pva
2

2063 — Uma esfera de 5 metros de raio ¢ atraves-
sada por um cilindro de revolugiio de 3 metros de raio
e cujo eixo passa pelo centro da esfera. ;Qual é a
drea total e qual é o volume do sélido em forma de
anel recortado na esfera pelo cilindro? R: Como o
raio da esfera mede Sm e o raio da base do cilindro €
de 8m , a altura do cilindro é de 2><4m=8m. A4 drea
da zona esférica € entio 2x.5.8=80=m2. O volume
do anel ¢ dado por 1/6=.8=512x/6.

2064 — ; Qual ¢ a expressiio geral de todos os én-
gulos que satisfazem & condigio

Al 1 1 1 E ;! 39
sen®z cos®z tg%x cot’x seclr cosec’x
R: A expressio dada pode escrever-se: cosec?x—

—cotg? x—(sen? x+cos? x)—sec? x—(sec? x—1)=—3
ou 1—1—2sec’x+1=—3 ou ainda senx=+|/2/2 e
portanto x=n=n+t=x'4.

2065 — O Aangulo sob o qual um observador via
determinada torre duplicou pelo facto déle se ter
aproximado 110 metros e triplicou quando &le se apro-
ximou mais 50 metros. ; Qual era a altura da torre ?
R: Seja o, 22 e 32 os Gngulos sequndo os quais € vista
a torre dos pontos situados &s distancias 1104+50+x ;
504+x e x. E facil ver que os angulos sob os quais -
sdo wistos, do cimo da torre os segmentos de 110m e 50m
sdo iguais a a. Dos tridngulos que se podem conside-
rar deduz-se que:

1) (160 +x) tga=h,
@) (50+x) tg 2z=h

e

3) 110:sen3 a=50:sen «.

De (3) fendo em conta que sen3a=3sena—4senda
tira-se que 15 sen a—20 sen3 w=11sen o e portanio
4sena=20sena ¢ sena=1/5 ou sena= + y/5/6
logo cosa= +2/5/5, tga=1/2 e tg22=4/3, valores
que substituidos em (1) e (2) ddio as equacgis 2004
+4x=3h e 160+x=2h e finalmente h=88m.
Solucdes dos n.°* 2060 a 2065 de J. da Silva Paulo

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR—MATEMATICAS GERAIS

F. €. C.—Avrcesrs Surerior—Exame final—9 de Junhe
de 1944 — 2.° ponto.

2066 —E dado o losango de diagonais d e D.
Mostre que o rectidngulo de area mdxima inserito no
losango tem por lados metade do valor das diagonais.
R : Representando por 2x e 2y os lados do rectingulo

paralelos as diagonais menor e mator do losango, e

notando que hd entre ésses elementos a relagdo

D/2—y_D
x

da drea A (x)=2xD (1/2—x/d) =Dx (d—2x)/d. Exire-

memos a fungdo f(x)=d. A (x)/D=x. (d--2x). Tem-se:

ou s¢ja y=D/2—Dx/d vem para valor



