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=|= 0, porque em geral satisfaz o resto da proprie-
dade PV). (*) -Isto assegura a ndo contradigio in-
terna & proposi¢ao. ;

b) a proposicdo nio deve estar em contradicio com
as outras proposigdes ja deduzidas no desenvolvi-
mento da teoria até ao momento presente, Isto asse-
gura a ndo contradigdo interna a teoria.

¢) o conjunto dos objectos pensiveis imdicado pela
proposigio deverda reproduzir uma situacio da rea-
lidade. Isto garante a ndo contradi¢io externa a
teoria.

Em geral na proposicio explicitamente condicio-
nal evita-se a palavra EXISTE, enunciando a pro-
posicio com uma das formas 1, 2, 3 ou 4 ou outra
qualquer forma equivalente de enunciado.

Nas proposigdes implicitamente condicionais

6. EXISTEM... nas condigdes...

7. Ndo EXISTEM... nas condigges...
pretende-se dizer respectivamente:

6'. Sdo pensaveis necessariamente... nas condi-
gbes...

7'. Ndo se podem pensar . nas condigdes...

Na proposigido 6 o conjunto dos objectos pensiveis
definido pelas condigBes é necessiriamente =|=0 ,
sendo contraditério, de uma contradi¢io interna 2
teoria, supd-lo =0.

Na proposi¢io 7 as condigBes indicadas sio logi-
camente incompativeis ou, no caso mais correcto, o
conjunto por elas definido é = 0, sendo contradi-
tério, de uma contradi¢io interna A teoria supé-lo
zl=z 0. .

Uma proposicio implicitamente condicional isto
¢, uma proposicio dos tipos 6 ou 7, enuncia uma si-
tuagdo nova que é uma previsdo e que necessita de
ser controlada.

@ A propriedade PV € assim enunciada :

PV. Sempre que se considere um conjunto C deverdio
considerar-se outros dois conjuntos A e B tais que para
todoo XeéC setem: XeA,X¢B,BeA,

EXISTE pelo menos um X naquelas condigdes.

Concluimos por conseqiiéncia que a palavra
EXISTE ¢é mais freqiiente do que geralmente se
supde; encontra-se muitas vezes escondida nos
enunciados das proposicées de uma teoria axioma-
tica e s6 raras vezes ela figura claramente na pro-
posigio.

Em qualquer dos casos a palavra EXISTE tem
um sentido que se procurard fixar com as seguintes
trés proposigoes:

1. Un objecto ou um conjunto de objectos
EXISTE ou nio EXISTE.

2, A existéncia ou ndo existéncia deve ser nio
contraditéria; de uma contradi¢io cuja natureza
diga respeito ao desenvolvimento formal interno da
teoria (ndo contradi¢io interna).

3. A existéncia ou ndo existéncia afriada, de-
verd ser tomada com o valor de uma previsdo for-
necida pela teoria e deveri ser submetida 4 prova
da experiéncia. Deverda ser ndo contraditéria; de
uma contradigio cuja natureza diga respeito ao
comportamento da teoria perante a realidade (nio
contradigio externa).

O desenvolvimento ulterior de uma teoria axio-
matica que repouse sobre uma existéncia ou nio
existéncia, ndo comtraditéria, dependerd da prova ex-
perimental e serd sempre contingente. Nio nos pa-
rece contudo que seja mais contingente que qualquer
outra parte do desenvolvimento da mesma teoria.
No entanto empregaremos sempre a palavra existe
escrevendo-a em letras maiGisculas desejando com
isso indicar os passos da teoria que impSem uma
avaliacio cuidada dos resultados.

A palavra EXISTE usando uma imagem forte, é
o cordio umbilical que liga a teoria a realidade
material que lhe deu origem e que a alimenta e vi-
vifica, condicionando-lhe todo o seu valor pritico e
utilitario.

Roma, 1945, Abril 30.

Sébre a unicidade da solugdo de um sistema de equacdes
diferenciais ordinérias no caso cléssico (e no campo real)

por Vergilio SimGes Barroso (bolseiro em Roma do I. A, C.)

De um meu trabalhe ' recentemente enviado ao
I. A. C. extraio, para o leitor da Gazeta, uma breve
demonstragiio da unicidade da solug¢iio de um sistema de
equagdes diferenciais ordindrias, de forma normal, no

(1) 0 teorema de existéncia e unicidade da solucio de

um sistema de equacdes diferenciais ordindrias num caso
mais geral do que o cldssico (no campo real)», V. S, Barroso.

caso cldssico familiar a todos. Dou-a ao conhecimento
do leitor da Gazeta porque esta demonstraciio, que
julgo original, tem, sébre as que geralmente se tém
feito até agora, a vantagem de ser independente da
formacio prévia das sucessdes de fungdes que conver—
gem para as componentes da solugio, cuja existéncia
se prova habitualmente em primeiro lugar. Expli-
quemo-nos :
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O leitor sabe que, dado um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias, de forma normal,

@) yi=fi(z;y1592, 3 Ym) (F=1,2,---,m)

onde as f, sio m fungdes reais das m+1 varidveis
reais ®,Yy,Y2, ", Y, definidas no dominio rectan-
gular fechado R dado pelas limitagies

@ |le—a|<a ; |yp—B[<b (i=1,.-,m)

‘onde «,By,B2, -, B, sdo conhecidos, se forem verifi-
cadas as condigdes:

'I— As fungdes f; sfio continuas em R;

II —xy ¢ um ponto arbitrdrio do intervalo fechado
(a.—d,a+d), onde d é o menor dos dois nimeros
a e b/4M, sendo M o maior dos mdximos em R dos
valores absolutos das fungdos f; @ ;

Il —ey,e3,::-,c, sio m nimeros escolhidos arbi-
trariamente de modo que |¢;—B;| <56/2;

IV-— As funcgdes f;(z;¥1,Y2, -+, ¥) S0 lipschitzia-
nas de 1.2 ordem em relagio as varidveis yy,¥2,  *; ¥m,
isto ¢, existe um nimero L > 0 tal que, quaisquer que

sejam os dois pontos (;¥1, -, ¥m) € B & (2591, -, Y) e R,
se tenha
- =1 2 L] -
[ fi@sy1,0 s ym)—fi (@591, 3 Um) | S L E | Y=l
k=1

(i=1 l2J :m)

entiio existe uma, e uma s, solugio |g;(x)|,7=1,2,,m,
do sistema (1), cujas componentes sejam m fungoes
¢ (x) , definidas e continuas em (z2—dja+d), admi-
tindo ai derivadas primeiras continuas, tais que
| % (£)—B;| <b e satisfazendo &s condig¢des g; (xg)=¢;
(i=1,2,-.. ,m).

O leitor recorda-se ainda de que se demonstra (pelo
processo de Picard-Peano) a existéncia da solugio
definindo cada uma das suas componentes g; (x) como
limite de uma sucessiio de fungdes

B) 1o (c)=c;; 20 (2) ; Y () 5- -5 Fou ()«

cujos termos sio obtidos por meio das férmulas recor-
rentes

(i=1,2,e,m)

1y (z) =¢;

4 H 1=1,2,m
e 'w (@) =et [Fits'er () em (O) 2 oy

Interessa-nos particularmente aqui a demonstragio
da unicidade da solugdo. A demonstragio geralmente
conhecida ¢ a de Goursat, que consiste no seguinte,
resumidamente :

Seja |W; (x)|(#=1,2,--- ,m) , um outro sistema de
m fungdes que satisfagam em (z2—d ,2+d) ao sistema

) A limitacfio das /i em R resulta do facto que elas siq,_‘

continuas no dominio fechado R.

(1) e As condigdes iniciais ¥;(xg) =¢;. Entdo ter-se-a, em
todo o intervalo (z—d,a+d),V; (x) = ; (x) porque se
prova que cada uma de tais fungdes ¥;(z) é também
funcfo-limite da sucessio (3) que tende para a funcio
%; (r) da mesma ordem. Ora para a demonstragiio desta
iltima afirmagfo tem de efectuar-se praticamente o
mesmo fatigante trabalho que ji antes se tivera de
fazer para provar a convergéncia das sucessdes (3).

Em vez disso, o processo que a seguir indico, nio
exigindo a prévia formacgfo das sucessdes (3) nem a
prova da sua convergénecia, pode servir para demons-
trar independentemente o seguinte teorema :

«Se existe uma solug¢fo do sistema (1) satisfazendo
as condigdes iniciais o; (xg) =c;, esta solugdo serd unica,
se admitirmos que s3o verificadas tidas @ as condi-
¢oes I, 11, 11T e 1V.»

Demonstragdo :

Do facto que tanto }¢; ()| como |W; (x)| sfo ambas
solugdes, no intervalo (2—d,2+d) do sistema (1) e
satisfazem ambas 4s mesmas condigdes iniciais em x;,
isto é, o, (xp) =¢; e W; (xg)=c; (para i=1,2,...,m),
resultam as identidades :

w@=oct [£(tn 0, ,é; (0) at

wi@=et [Li(E5 9005, () dt
de onde, por subtracgdes ordenadas,

(@) ¥ (=)= f /(65010052 (D) i GH1(0) V(D))

(f=1,2,..-,m)
e, pela condigdo 1V,

x
»

® la@-v@I<L | );m O ()|

i=1, e ,m)
Adicionando ordenadamente as m desigualdades (5),

fzf} o (=i ae

2“‘ t o; () —W; (x) | =u(x) >0 (portanto

vem ﬁl | @i () —W; () | <mL

a qual, pondo
u (29)=0) toma o aspecto u(x)<mL \fu (¢ dt|,
ou ainda 3

(6) u(-.::)——-ml':l fu 0] dtl —g(2) com g(x)<0.

@ De facto, sabemos que, se retirarmos sdmente a con-
digio 1V, existe pelo menos uma solucfio nas condicles
requeridas.
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"
Ora .;_J fu (#) del =-+u(x), conforme respec-
w |
tivamente zZx, e, além disso, no ponto z—m,y, a
fungdo 6 (x)= l f 0] dtl tem, como semi-derivada

-a direita, u (xg) = 0 e, como semi-derivada a esquerda,

—u (29) =0 e, portanto, tem ai uma derivada nula.

Consideremos pois, em primeiro lugar, o intervalo
fechado, (x9,2+d), onde a funglio 6 (z) tem u (x)
como derivada primeira. Derivando entfo em ordem
a x ambos os membros da (6), reculta

@) ' (@) —mLu (z) =g' (v)
e portanto, atendendo a que u (xp) =0,

®) u () =ents f g () e dt

de onde se deve concluir que, em todo o intervalo,
(zg,2+d), serd g'(f)=0 porque u(z)=>0 e, por
conseguinte, que a fungiio g (x) <0 é ndo decrescente
no intervalo (xg,a+d). Mas para o=xzy é g (xg)=0
(vide expr. 6), de modo que em todo o (xy,2+d), é
g (x)=0 donde g'(x) =0 donde ainda u (x)=

onde resulta, em todo o intervalo fechado (zy,a+d)

©) % @)% (@) =0 (i=1,2,...,m).

Um racioeinio completamente andlogo, feito para o
intervalo (z—d , ;) (de facto basta trocar nas (7) e (8)
mL por —mL e substituir a conclusfo «g (z) é nio
decrescente em (xg,a+d)» por esta outra: «g(z) é
nio crescente em (a—d,xg)» porque serd agora
neste intervalo g' (x) <0) permite demonstrar que tam-
bém no intervalo fechado (a—d ,xg) é u (x) =0 e que,

por conseguinte, as (9) sdo vilidas em todo o inter-
valo (z—d, x+d).

Nota. No meu trabalho, citado a pdgs. 6, consi-
dera-se o caso mais geral em que as m componentes
v; (x) da soluglo a determinar se atribuem «a priori»
os m valores iniciais ¢j,c3,---,¢, em m pontos
Xy, Xz, 00y Xy, todos distintos ou nio. Demonstrei que
uma condigio suficiente para que a solugdo procurada
exista e seja inica é que as condigdes atras citadas
I, II, (convenientemente modificada), Il e IV se juate
a condico: ¥V—O nimero d satisfaz ainda 4 limita-
clo2Lmd<1.

Com esta nova condiglio, a demonstragio da unici-
dade da soluglo |} (x) | correspondente simplifica-se
extraordinariamente. Com efeito, se fizermos
M,=max|g (x)—¥, ()| em (a—d,a+d) (k=1,2,":,m)
poderemos escrever, a partir das (5)

I:onde em vez de f deve entfio pdr-se f :I

| o (2)—Ww; (:c)|<L(E M,) | z—=, |<2Ld( EM,J
e portanto também
(10) M<2La(P M) (=1,2,---,m)
K|
Adicionando membro a membro as m desigualdades

(10), resulta z M, <2Lm d( 2 M,) e portanto,

k=l
E M;=0 isto é
=1

,m) e isto significa que se

quando se tenha 2Lmd<1,

M=0 _ (G=1,3,.
terdo as (9) .

Roma, Novembro de 1944.

PEDAGOGIA
A GEOMETRIA DEMONSTRATIVA NO ENSINO LICEAL

por Anténio Nicodemos Pereira

Na leitura de livros modernos sdbre a pedagogia
da Matemdtica, é freqiiente encontrarmos referéncias
a4 geometria intuitiva e experimental e 4 geometria
demonstrativa.

Segundo creio, foi na reforma de programas do en-
sino secunddrio, em 1918, que entre nds, pela primeira
vez, em linguagem oficial, houve referéncias 4 geome-
tria intuitiva e experimental e ao método de labora-
torio.

Na reforma de 1918, houve uma inovagfio brilhante
e notdvel no estudo da geometria que foi dividido em
dois ciclos.

No 1.2 ciclo, constituido pela 1.2 e 2.2 classes, a
geometria plana e no espago devia ser «estudada in-
tuitiva e experimentalmente e introduzido o método
de laboratério», conforme aconselhavam as instrugdes
pedagdgicas que acompanhavam o programa.

No 2.° ciclo, constituido pela 3.2, 4. e 5.2 classes,
era retomado o estudo da geometria, comecando a
3.2 classe por uma «revisio, sob um ponto de vista
mais ordenado das propriedades estudadas na 1.2
classe» (Geometria plana). A 4. classe comecgava
também por revisdes da 2.2 classe (Geometria no es-
‘pago), segundo o mesmo critério.



