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El problema del nimero de isémeros en las séries homélogas
de la Quimica Orgénica”

por Sixto Rios

1. Intropuccién. La cuestion objeto de este trabajo
interesa tanto a matemdticos como a quimicos, y unos
y otros han contribuido a su desarrollo. No carece
de interés observar que fué un matemitico puro, el
gran Cayley, quien en 1875 construyd las primeras
tablas de isémeros de las parafinas C, H,, .. v de los
aleoholes C, H,, ., OH, y también un matemditico
puro, Pdlya, ha sido quien, en 1937, ha dade un
avance decisivo al problema, que habia permanecido
sensiblemente estacionado, a pesar de algunas apre-
ciables contribuciones de los quimicos americanos
Henze, Blair, Lunn, Senior, Douglas Perry y otros.

Como otros muchos problemas de las aplicaciones,
esta cuestion ha dado origen a la introduccién de
de algunos conceptos cuyo interés no se limita al
problema de origen, sino que tiene un alcance muy
superior. Asi Cayley manejd la nocidn topoldgica de
drbol W y llegé a la determinacién del nimero de
drboles de ciertos tipos, siendo este el punto de par-
tida de una importante rama de la Matemdtica mo-
derna, llamada teoria de grafos® o complejos unidi-
mensionales.

El problema de la determinacién, en cada serie
homéloga de la Quimica orgdnica, del mimero de
isémeros en funccién del mimero de carbonos de las
moléculas, se puede precisar en varias direcciones. Se
puede buscar una férmula recurrente, una férmula
directa exacta, o una férmula limite que nos dé una
visién del crecimiento del mimero de isémeros en la
serie considerada al crecer el mimero de carbonos.

Puede decirse que despuds de los trabajos de Cayley
no se encuentra ninguna contribucién de interés enla
literatura hasta los trabajos de los quimicos ameri-

) Anteriormente Kirchhoff (1874) y Staudt utilizaron
esta misma nocion en problemas de Electricidad y Geometria,

@ D, Kinig : Theorie der endlichen und unendlichen Gra-
phen. (Leipzig, 1936).

canos Henze y Blair ™, que en 1931 completaron las
tablas de Cayley, teniendo en cuenta los esteireoisd-
meros, utilizando para ello unas interesantes formulas
recurrentes, y los de Lunn y Senior (1929), que esta-
blecieron algunas interesantes relaciones del problema
de los isdmeros con los grupos de permutaciones.

Pero son, sin duda, los trabajos de Pdlya (1937) los
que representan un progreso decisivo en la cuestion.
En primer lugar, ha lograde Pdlya férmulas recur-
rentes generales para diversas series homdlogas, sin
tener que considerar casos particulares como en las
formulas de Henze y Blair y, en segundo lugar, ha
llegado Pélya, utilizande recursos de la teoria de fun-
ciones de variable compleja y de la teoria de ecuacio-
nes funcionales, a una férmula limite asintética del
mimero de isémeros, lo que tiene una importancia
considerable.

in lo que sigue pretendemos hacer un resumen de
los principales resultados de Pdlya.

2. Graros. Vamos a introducir el concepto abstracto
de grafo, que es el substratum matemdtico de las for-
mulas de estructura y estereoférmulas, y permite llegar
con claridad a la distincidn entre unas y otras, lo que
no siempre logran los libros de Quimica.

Siguiendo a Pdlya, llamaremos grafo ® a un sistema
Jformado por dos clases de elementos : puntos y segmen-
tos en numero finito, entre los cuales se ha definido la
relacidn fundamental el punto P limita al seqmento o»
o0 bien «g termina en P, la cual verifica las siguientes
condiciones :

I. Cada segmento estd limitado por dos puntos.

II. Los elementos del grafo forman un sistcma conexo,

es decir, se puede llegar de un elemento cualquiera del

1) Véase la Bibliografia al final.
2 En la nomenclatnra de Kénig, los grafos de Poélya se
llaman grafos finitos conexos sin lazos.

* Publicado em «Investigacién y Progreso» Ano xv, Madrid, 1945.
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grafo a otro medianté g vos por el tos del
grafo ligados entre si por la relacion fundamental.

Como consecuencia resulta que cada segmento estd
limitado por dos puntos y cada punto puede ser ex-
tremo de uno o mds segmentos.

Si es p el nimero de puntos de un grafo y s el
mimero de segmentos, al nimero w=s—p+1 se le
" llama orden de conexién del grafo. Si p=0, el grafo
se llama drbol. Um drbol contiene, pues, para el
nimero p de puntos, el menor nimero posible de
segmentos, a saber: p—1. La figura 1 representa un
grafo de orden de conexidn 1; la figura 2, un drbol.

>

Fi1G. 1 Fia. 2.

Un punto P en el que terminan k segmentos de
un grafo forma, junto con dichos %k segmentos, una
corona, y P se llama centro de la corona,

En la figura 3 se representan dos grafos, en el pri-
mero de los cuales hay dos coronas de cuarto orden
y en el segundo una corona de tercer orden.

Tiene una importancia fundamental para la aplica-
cidn a la Quimica, la numeracidén de los segmentos
de cada corona de un grafo. Esto podemos hacerlo
con alguno de los criterios siguientes:

a) Supondremos el grafo en un plano, y conside-
rando una corona de orden k, numeraremos sus
segmentos a partir de uno de ellos sucesivamente
siguiendo el movimiento de la aguja de un reloj, colo-
cado en el centro de la corona que consideramos.
Evidentemente, con este convenio, hay & maneras dis-
tintas de numerar (segin el segmento por que comen-
cemos), que pueden representarse por las permutacio-
nes del grupo ciclico Cj.

b) Podemos considerar el grafo en el espacio de tres
dimensiones. Limitdndonos al caso k=4, supondre-
mos que el centro del grafo es el centro de un tetrae-
dro regular, y los cuatro vértices son los extremos de
los segmentos que parten de él. Asignaremos a los
segmentos los mismos nimeros que a los vértices del
tetraedro, y ¢stos los numeraremos de modo que el
tetraedro resulte dextrorso, es decir, de modo que un
observador que tenga la cabeza en 1 y los pies en 2
y delante de ¢l la arista 3,4, tenga a la izquierda
el 3 y a la derecha el 4.

Hay 12 maneras distintas de numerar los vértices
del tetraedro que verifican aquella condicidn. Corres-
ponden a los giros posibles que hacen coincidir el
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tetraedro consigo mismo y pueden representarse por
las 12 permutaciones del grupo alternado A,.

¢) Consideramos la corona topolégicamente, es decir,
sin tener en cuenta su situacidn respecto al plano o al
espacio que la rodea. En esto caso consideramos k!
numeraciones posibles en una corona de orden %, las
cuales vendrdn representadas por el grupo simétrico.

Vamos ahora a considerar el concepto de congruen-
cia de dos grafos, que es fundamental desde el punto
de vista tedrico y en la aplicacién a la Quimica.

Supondremos clasificados los puntos del grafo en
tipos, con la eondicién de que cada punto pertenezea
a un solo tipo. Un criterio puede ser el mimero de
segmentos que terminen en cado punto: pero pueden
darse otros criterios (por ejemplo, en Quimica, el ele-
mento a que pertenece el dtomo). Supondremos tam-
bién numerados los segmentos de cada corona !,

Diremos que los grafos G' y G' son congruentes si
existe una correspondencia biunivoca entre sus ele-
mentos, que. verifica las signientes condiciones:

2) A cada segmento de G corresponde un segmento
de G'.

B) A cada punto de G corresponde un punto del
mismo tipo en G'.

7) Se comserva la relacién fundamental entre los
elementos transformados.

3) A cada corona de G corresponde una corona
de G', y las correspondientes permutaciones forman
parte del grupo correspondiente.

Es fdeil comprobar que la congruencia de grafos
asi definida posee las propriedades reflexiva, simé-
trica y transitiva.

3. Féruuras Quimicas. Si los puntos del grafo los
consideramos como dtomos y los segmentos como
valencias, un grafo no es otra cosa que una férmula
quimica tedricamente posible. La condicién I de la

M) Un segmento puede pertenecer a dos coronas, pero los
dos nimeros que le corresponden, entonces son completa-
mente independientes.
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definicién de grafo, significa ahora que no hay valen-
cias libres, y la condicién II de conexién significa
qne el conjunto de d4tomos considerado forma una sola
molécula.

Las condiciones «), ) y 7) de la definicién de
congruencia tienen un significado perfectamente claro,
pues no hacen mds que precisar que se trata de una
congruencia topoldgica en que no se tiene en cuenta
longitud de segmentos, etc.

Limitdndonos, por ejemplo, a grupos formados por
4tomos de cuatro valencias y una valencia, los llama-
dos CH-grafos, entre los que se encuentran las para-
finas, podemos aclarar la significacién de la condi-
cion § de la congruencia: Si asignamos a cada corona
el grupo simétrico §;, diremos que dos grafos con-
gruentes son fopoldgicamente iguales, si le asignamos
el grupo ciclico € diremos que son planimetricamente
iguales, y si le asignamos el grupo alternado A; dire-

mos que son estereoméftricamente iguales. La introduc-

<ion de la noeidn de grupo ligado a cada corona, per-
 mite asi una distineidn rigurosa entre férmulas de
estructura y estereoférmulas.

Dos grafos topolégicamente iguales correspanden
a la misma férmula de estructura (y con esto quedan
implicitamente definidos los ésémeros de estructura),
¥y dos grafos estereométricaments iguales correspon-
den la a misma estereoférmula (asi quedan definidos
los estereoisomeros). Lia nocién de carbono asimétrico
es perfectamente clara: centro de una corona con cua-
tro ramas topoldgicamente distintas.

4. Las rérMULAS RECURRENTES DE PdLva. Vamos a
indicar brevemente como se obtiene una férmula re-
currente que nos dé el mimero R, de radicales alki-
licos — C, Hy,;y estructuralmente distintos. Evidente-
mente, R,=1. Si suponemos n>1, resulta que R,
da el mimero de alcoholes C, H,,,, OH estructural-
mente distintos, y tales alcoholes pueden obtenerse
del metilico CH; OH , sustituyendo los tres dtomes de
hidrégeno por tres radicales alkilicos:

) O e et s o 0 K
con la condicidn
&) AEfl=n—1, 30, k>0; (>0:

Distinguiremos tres casos:

a) Los nimeros j, % ,Z, son distintos (podemos su-

poner, por ejemplo, j <k<1).
La condicion de los tres radicales da lugar a
B;- Ry - R, compuestos distintos.
b) Si hay dos numeros iguales (por ejemplo,
J#Fk=1), el mimero de compuestos es:
R, (R, +1)
R TION

c) Sies j=k={, el mimero de compuestos es :
R, (By+1) (B,+2)
3! y
Sumando para todos los casos posibles, tendremos la
formula de Polya

R; (B;+1) (R;+2) R, (B+1)
A e T e
':#k
+ 3 R;R.B
i<kt

Cémo se ha de verificar la condicion (2), resulta que
el primer término sélo se refiere a indices j tales que
3j=n—1; la primera sumatoria supone, ademds de
J#Fk, que j+2k=n—1, y la tercera supone que sea
J<k<ly j+k+I=n—1.

Con lo anterior no hemos hacho mds que dar una
idea del tipo de razonamientos que han permitido a
Polya deducir multitud de formulas recurrentes para
los mimeros de isémeros en series homélogas.

5. Lias pérvuras asinrtdricas pe Ponva. Estas formu-
las constituyen, sin duda, la contribucidn mds per-
sonal e interesante de Pdélya al problema de los isd-
meros. Férmulas recurrentes como las que hemos visto
en el § 4, permiten determinar sucesivamente el
mimero de isémeros conociendo el mimero de dtomos
de carbono; y construir de este modo una tabla de la
que es posible deducir algunas indicaciones sobre el
erecimiento del nimero de isémeros en relacién con =n.

Asi puede llegarse a férmulas aproximadas empiri-
cas; pero una férmula asinidtica permite precisar
mis, cOmo Vamos ver. :

Pélya ha demostrado que si designamos por R, el
nimero de isomeros de estructura de los alcoholes de
formula C, H,,.y OH, se verifica:

(1) lim —cih =1
"> Ao n—g
en que A y p son dos constantes caracteristicas. (Su
cdleulo numérico es dificil, y hasta ahora sélo se ha
visto que 0,35 < ; < 0,36) .
La expresion (1) nos dice que el nimero I, viene

dado por la funcién A;?_’ln‘%, en el sentido de que
el error tiende a cero cuando n-—>oco. Observemos que
una férmula limite no puede ser comprobada con nin-
guna tabla por extensa que sea, pues (1) quiere decir

que dado ¢ >0, se verifica que |——

Ap™ "

para n> N, pero nada sabemos respeto de N.
Tomando logaritmos podemos ‘poner la formula (1)

en la siguiente forma :

@ lim [log(n% R (n log%+logA)] -0
n—> 00

1[<=;
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que tiene la ventaja de que puede comprobarse sin
tener en cuenta los valores de 4 y p. En efecto: si
tomamos como abscisas los valores n y como ordenadas

3
log (n? R,), los puntos obténidos, cuando n— oo,

1
se aproximan a la recta y=x log ?-F log 4. Ello da,

ademds, el medio de obtener valores aproximados de
ey 4.

Leyes del tipo de la (1), ha obtenido Pélya para
diversas series homdlogas, que pueden estudiarse en
sus memorias (véase la bibliografia, al final).

Aqui vamos a limitarnos para terminar a hacer algu-
nas indicaciones relativas al método para obtenerlas.

Consideremos la serie de potencias :

4 r@)=R+RBa+Ra*+--+R,x"+--
Se comprueba fdcilmente que » (x) verifica la si-
guiente ecuacién funcional :
7 (@) +37 (z) r (27) + 21 (%)
6

©) r@-1+s
En efecto, de (4) se deduce :
r(z)*= Y} R}a¥+3 3} R; Rio/**+6 ¥ R, R, R o+
t i ik g FI<h<l

3r (@) r ()=33 B; 25+3 3 B, R, oit®

i ik
2r (%) =2 2 R, % de donde, multiplicando por

i

7 (x)p+3r (x) r (&) +2r (&%)

o
il sumando, resulta x

6
2 2
- 2 Mﬂaﬁm + z ijmﬂ-!&-l-l.*._
F 6 et 2
+ 2 B B R, o tEH41 |

i<k<1
Comparando ésta con la formula recurrente (2) del
§ 4 y como Ry=1, se obtiene la ecuacién funcio-

nal (5). Ella permite la determinacién del radio de
convergencia de la serie de potencias, utilizando un
teorema de Jungen relativo a las singularidades de
las funciones definidas por tales series. De este modo

se obtiene la formula: R, ~ 4™ o 1

Seria salirse de los limites que nos hemos impuesto,
dar mayor desarrollo a esta exposicion, cuyo objeto
no es otro que suscitar el interés por los trabajos de
Pdlya, los cuales sugieren multitud de cuestiones pen-
dientes de solucidén, la mds importante de las cuales
es, sin duda, la obtencion de una férmula exacta para
R, y para los nmimeros analogos en otras series homd-
logas.

Cabria también estudiar con estos métodos los tipos
especiales de isomeria que suelen consignarse en los
tratados de Quimica orgdnica.
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Sé6bre a existéncia ndo contraditdria

por J. Albuquerque (bolseiro em Roma do I. A. C.)

No complexo confuso de determinantes da atitude
cientifica perante a realidade, aparecem talvez como
resultantes, as aspiragdes de conhecer e de prevenir.
Do mesmo modo as duas caracteristicas mais im-
pressiondntes do trabalho cientifico sio conseqiien-
temente o cardcter descritivo e o caracter preven-
tivo.

Numa teoria cientifica imaginam-se situacdes es-
peciais, circunstincias determinidas com maior ou

menor generalidade e possibilidade de verificagio,
e elaboram-se outras situagdes que se sucedem =z
essas.

Para criar uma situagio inicial, pensam-se deter-
minados objectos relacionados por certas proposi-
coes: os objectos sio referidos pelos seus nomes,

1) Nota final do capitulo | do original portugués do livro
intitulado cTeoria generale degli insiemi>, que possivelmente
serd publicado em Roma.



