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2119 — Dados dois mimeros inteiros cujas decom-
posigdes em factores primos sfio n=p®.g¢*, n'=p* . ¢"
& como estfo relacionados os mimeros de divisores de
n e n/ com o nimero de divisores do produto n-.n'?
Justifique a resposta. R: Segjam Ny, Ny e Ny, res-
pectivamente os nitmeros de divisores de n, n' e de
n . n'=p*. gbH s fer-se-g:

Ny=(a+1) (b+1), Np=(a'+1) (b'+1) e
N3=(a+a'+1) (b+b'+1)=Ny+N,+ab'+a'b—1.
2120 — 3 Uma equagdo biquadrada de coeficientes

reais em que 0s coeficientes de x4 e »? t8m o mesmo

sinal, pode ter todas as raizes reais? Justifique a

resposta.

Solugles dos n.®® 2115 a 2119 de Orlando Morbey Rodrigues.

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR—MATEMATICAS GERAIS

F. C. C.— Arcesra Suveerior — 1.°© Exame de fre-
qiéncia — 1945.

2121 — Quais os intervalos em que ¢ uniforme-

"
mente convergente a série Z m? R: Apli-

Mopy _ ]°g (+1)

quemos o critério d'Alembert :

u, log m+2)
log (n+1) 1 log (n+1) (n—}—l)
Ora. . Hm log (n+2) =1 pois’ 1= log (n+2) +2)

1
log n'—’_+1 log (1 S ik 1)
TTog@+2)  log (n+2)

como facilmente se vé. Entio

tende para 0 com 1/n,
u

lim —‘:—ﬂ =x eoinler-

LUk n

valo de convergéncia da série ¢ (—1,1). Ela ¢ por-

tanto uniformemente convergente em qualquer intervalo

interior a (—1,1). No extremo superior (x=1) a sé-
il

rie diver, I R e

R 29 log (n4+1) n+1

N 1(n+1). Ndo se pode pois aplicar o teorema de
Abel que daria a convergéncia uniforme no intervalo

©,1).

e divergir

2122 — Qual a circunferéncia que passa pela ori-
gem e define com x?+y?—2x—4y+1=0 um sistema
de eixo radical y—x+1=0% (Coordenadas cartesia-
nas rectangulares). R: Pode considerar-se o eixzo ra-
dical como uma dus circunferéncias do feixe. Multi-
plicando por wm pardmetro ambos os membros da sua
equacio e do @ equagdo da circunferéncia dada
vem x2+4y?*—(h+2)x+(h—4)y4h+1=0 gque para
cada valor de h dé uma das eircunferéncias do feixe.
Qualquer delas define com a eireunferéncia dada o pro-
prio feixe de eixo radical y—x+1=0. A que passa
pela origem € aquela cuja equagiio carece de térmo inde-
pendente, portanto a que corresponde a h=—1, isto €
x?4y2—x—by =0, que € o resultado pedido.

2123 — Qual a natureza do lugar geométrico dos
pontos equidistantes da recta w=0 e da circunferén-
cia de centro (a,0) e raio r? (r<a; coordenadas
cartesianas rectangulares). R : Seja (x,y) um ponto
do lugar geométrico. A distancia déste ponto & recta
x=0 (eiwo das ordenadas) € a pripria abecissa do
ponto, x. A distancia de uwm ponto a wma circunfe-
réncia € o valor absoluto da diferenga entre o raio da
cireunferéncia e a distincia do ponto ao centro da cir-
cunferéncia. No caso presente, como r <<a, a circunfe-

‘réncia e a recta dada ndo se intersectam, nenhum ponto

interior @ cireunferéncia pode ser equidistante desta e
da recta; o lugar geométrico € pois, exterior & circun-
Jeréncia e por isso na diferen¢a a considerar o dimi-
nuendo € sempre a distincia do ponto (x,y) ao centro
(a,0) e o diminuidor o raio da circunferéncia. A dis-
tanciade (x,y) a circunferénciaépois /(x—a)+y2—r
e a equagdo do lugar geométrico pedido €

x=/(x—a)i+yi—r ou x+r—m+_y'e_

Quadrando: x*+2rx+r?=x2—2ax+a’+y? ou
—2(a+r) x+a?—r2=0; o lugar geométrico € pois
uma pardbola.

2124 — Quais sdo os pontos préprios ou impréprios

de continuidade de f(:.c)-;zfz—é-? R: .A4s fungdes

x2 e e*—2 sdo definidas e continuas em todos os pontos

priprios mas a divisio ndo € definida quando o deno-

minador se anula, isto €, quando x=log 2. Sdo pois

de continuidade todos 0s pontos préprios excepto x=log?2.

Haveria ainda ponto imprdprio de continuidade se exis-

tisse e fosse finito limf (x) (x — o0) . Ora tal ndo su-
x2

cede porg # lim 5

=—od (X—+'co).

Selugdes dos n.” 2121 a 2124 de Renato Pereira Coelho.
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1. S. A.— Maremiricas Gerais—4.° Exercicio de re-
visdo—30 de Novembro de 1945.

2125 — Dados dois segmentos de comprimentos res-
pectivamente ignais a m e n, construa, servindo-se
da régua e compasso, nin segmento = de comprimento

-
dado por == - R: Pode escrever-se

=i 1+ cos 220 30/
x=m?fa, ecom a=ynb, b=ync, e=n+d,
d =n cos 23° 30'. Dividindo o dngulo recto em quatro
partes iquais, obtém-se o dangulo 0=22°30". Cons-
tréi-se um triangulo rectingulo que tenha um dngulo
igual a o e a hpotenusa igual a n; o cateto adjacente
a o € igual a d. Constrdi-se em seguida c=n-+d.
b € dado pela altura relativa i hipotenusa dum triin-
gulo rectimgulo em que n e ¢ sdo as projecgies dos ca-
tetos sobre a hipotenusa. De uma maneira andloga se
obtém a. IFinalmente x pode constituir-se, determi-
nando, pelo lemo de Thales, o quarto proporeional entre
a,mem.

2126 — As equagdes das diagonais AC e BD do
rectingulo [45B,C,D] sido respectivamente: y=2z
e y=3—=a; o vértice C tem de abscissa —1 e a
ordenada de B ¢ inferior & de D). Determine: a)
as coordenadas do centro da circunferéncia circuns-
crita ao rectingulo; &) a equagio dessa circunferén-
cia; ¢) as coordenadas dos vértices B e D; d) as
equagoes dos lados AB e AD; e) mostre que o qua-
drildtero que tem para vértices os pés das perpendi-
culares baixadas dos vértices do rectingulo sobre as
suas diagonais ¢ um rectingulo. R: a) O centro da
cireunferénciaco ponto O (1,2), intersec¢io das rectas
AC e BD; b) Como o raio da circunferéncia € a dis-
tancia de O (1,2) a C(—1,—2), a equagio da cir-
cunferéncia € (x—1)2+(y—2)2=20; c¢) A resolugiodo
sistema  (x—1)2+4 (y—2)?2=20, y=3—x conduz aos
resultados: B(1+4-y/10,2—/10), D (1—y/10, 2+ y/10),
d) Como O (1,2) € o ponto médio do segmento AC , as
coordenadas de A sio dadas por (—-1+4x)/2=1
(—2+y)/2=2, isto é, A ¢ o ponto (3,6). Entdo
vem: AB=(x—38)/(2—y10)=(y—6)/(4+y10), AD=
(x—3)/(2+ v10)=(y—6)/(4— v10). e) Busta mos-
trar que os lados do quadrilitero em questdo sdo para-
lelos aos lados do rectangulo dado.

2127 —No plano =0y, acadarecta r=ax+by=1,
faz-se corresponder o ponte R (a,b). Mostre que, se
o ponto R descreve a recta @+y=~k, a recta r roda
em térno dum ponto fixo # e determine as coordena-
das de F. Calcule os valores de k para os quais a
recta x4y=~k passa por F. R: Se R descreve a
recta x+y=Lk, as suas coordenadas serdo (a,k—a),

com a varidvel ¢ entio r=ax+ (k—a)y=1 passa
pelo ponto F (1/k,1/k), qualquer que seja a. Para
que x+y=k passe por F ¢ necessirio que se tenha
1/k+1/k=k, ou seja, k=+/2.

Enunciados e solugdes dos n.°® 2125 a 2127 de José Morgado.

1. S. C. E. F. — 1.* Cadeira. Prova de revisdo pra-
tica — 12-XII-4945 — Ponto n.c 1. L

2128 — Resolver e discutir as solugdes da equagdo
sen 2z (cos x—6) +ksen =0 (k real). R: A equagdo pro-
posta pode eserever-se: sen x (2cos? x—12 cos x+ k) =0
donde : (n inteiro) e f(cos x)=
=2 cos? x—12 cos x+k=0 - cos x=(6+ /36—2k)/2
com 362k >0 ou k<18 ¢ —1<cosx<1. A solugdo
(64 V/36—2k)[2 ndo interessa por ser maior do que 1.
A condigio para que o trinémio f (cosx) tenha uma
raiz compreendida no intervalo aberto (—1,1) € que
f(—1)-f(1) <0— (k+14) (k—10) <0 - —14<k<10.
Para k=—14 ¢ k=10 ¢ respectivamente cos x= —1
e cos x=1—>x=(2h+1)w e x=2h= (h inteiro).

sen x=0—»x=n=x

2129 — K dado um rectingulo [ABCD] cujos lados
sio AB=2a ¢ AC—=a. Inscrevam-se neste rectin-
gulo dois tridngulos isésceles de bases AB e CD.
Sendo £ e F os vértices opostos as bases e sendo
G e H os pontos de encontro dos lados iguais dos
dois trifingulos, determinar a drea da circunferéneia
inserita no losango [EGFH]. Determine a razio
dos volumes obtidos por rotacio em tdérno de GI,
do losango e da circunferéncia. R: Construa-se a
figura de acordo com o enunciado. Verifica-se que os
pontos B e F sdo pontos meios dos lados AB e CD e
que, portanto, BEF divide o rectingulo dado em dois
quadrados [EFBD] e [EFAC]. Os lados iguais dos
triangulos em questdo sdo as diagonais désses quadra-
dos, igquais portanto & aV/2. Como as diagonais dos
quadrados se cortam perpendicularmente ¢ ao meio e
imediato que [EGFH)] ¢ wm quadrado de lado ay/2[2
e de diagonal GH=a. A circunferéncia inscrita no
quadrado terd por raio a[/§f4 e a sua area serd
=a?/8 . A rotagdo da figura em torno de GH gera wma
esfera cujo volume & Vi=-a31ri/§f24 e um solido cons-
tituido por dois cones de base comum (cirvculo de didime-
tro BF), cujo volume ¢ Vo=ma3/12. A razdo pedida é
portanto : Vyf Vo= |/ 2/2.

2130 — Dado o polinémio P (x) =4ad—mx?+nx+p
determinar m, n e p por forma que dois dos seus

- zeros sejam reciprocos e que dividido por (xz—2) dé

de resto 18. Resolva a equaglo P (x)=0. R: Desi-
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gnando por o uma das raizes da equagdo, em face do
enunciado, ela admitiré a sua reciproca 1fa, isto ¢,
ter-se-ii: P (a) =0 e P (1/a) =0, ou seja, 4a3+ma?+
+na+p=0 e pad+na+ma+4=0. Para que estas
duas relagdes sejam simultineamente verificadas terd
de ser 4/p=m/n=n/m=pf4, donde p=4 e m=n oux
p=—4 com m=—n. Por outro lado, por ser 18 o
resto da divisdo de P (x) por (x—2), obtém-se P (2)=
=18 - 14+4m +2n+p=0. Nwm caso hd a resolver o

ANALISE

F. C. L.— Axause Sveemior — 1.° Exame de fre-
qiiéncia — 1944-1945.

2131 — Determine a constante & de modo que a
equaclo y'2—2xy' +kax?=2y admita uma solugdo sin-
gular. Indique essa solugfio y=y (x) eintegre a equa-
¢ilo proposta, para o valor de & obtido, recorrendo &
transformagio y=w (x)+2, onde z representa a nova
fungio. R: Sey =1y (x) ésolucio singular, a ela devem cor-
responder raizes iguaisem y': A=b?—4ac=4x?—4kx2 |
+2y=0, y=x'(k—1)/2 e y'=x(k—1). Mas, com
a=0, a equagio di y'=x. Logo k—1=1—+k=2.
A solugio singular ¢, pois: y=x2/2. A correspondente
equagiio diferencial ¢: y2—2xy'42x2—2y=0. Com
y=9 (xX)+z2=x22+2z wvem: y'=x+2z',22—22=0—

2' =+ /22 . Integrando, com separagio de varidveis:
2z—x—ec=0
l‘f_z & . Donde, o integral geral:
V2z+x—c=0

(Vm—c)’_xz_g "

2132 — Considere a fungio w=e* e a regido (R)
do plano z definida por 2z <0, 0 <y <= . Determine
a regifo (R') transformada<e (R) mediante a fun¢o
w, indicando concretamente a figura transformada,
por w, de cada uma das partes do contdrno de (R),

Indique as singularidades : @) de w na regido (R);
b) da funglo inversa de w na regifio (R'), caracte-
rizando tais singularidades pelos mddulos e argumen-
tos que lhes respeitam. R: Como z=x+iy, w=e*cosy +
+ie*seny=U+iV. Ao longo do segmento (0,=) do
eizo dos YY , é x=0 e w=cosy+iseny e oafizode w
desereve a semicircunferéncia de centro Oy e raio 1,
acima de OU (visto que |w|=1 ¢ seny =0). Ao semi-

eizo negativo 0_£ (y=0) corresponde o segmento real
(0,1) do eixo OU no plano w (visto que w=e*); & semi-
recta paralela a OX que completa o contbrno de (R)
corresponde o segmento real (0,—1) do eixo OU no
plano w.

Como, no caso geral,

sistema P (2) =18, p=4 ¢ m=n, cuja solugdo ¢ p=4
me=n=—3. Aequagdoserdentio 4x3—3x2—3x4+4=0
de raizes —1, (7+£Vﬁ)/8 e (T—iy/15)/8. No outro
caso tem-se P (2)=18, p=—4 ¢ m=—n de solugio
p=—4, m=—5 e n=5 ¢ a equagdo correspondente
4x3—5x24-bx—4=0 admite as raizes 1, (141 /63 V_)IS

(1—iy/B)s.

Solugles dos n.* 2128 a 2130 de J. Oliveira Campos

SUPERIOR

[w|=U24+V2=e2* (cos?y +sen’y) =c¥ e x<0, ¢ |[w|<1.

Logo, a regido (R') do plano w € o semi-circulo (acima
de OU) de centro Oy e raio 1.
O #inico ponto critico de w € o ponto improprio e ésse,

com a diregio de O_)E , o caso presente, pertence ao con-
torno de (R) e nio propriamente i regido (R) limitada
por ésse contérno. Quanfo & inversa, z=logw, da
mesma. forma, s6 w=0 (ponto Oy) € ponto eritico (de
ramificagio) mas situa-se no contorno de (R') e ndo,
propriamente, em (R') .

F. C. L. — Axfrise Surertor — 2.° Exame de fre-
giiéncia — 1944-1945.

2133 — Uma “familia de curvas ‘planas é definida
por certa equagfio diferencial de 2.2 ordem, da qual
y'=2ax+e* (a const.) é um integral primdrio. Esta-
‘belega arelaglio — em térmos finitos — que deve exis—
tir entre os 2 pardmetros da familia para que a envol-

' vente da familia com um parimetro arbitrdrio assim

definida tenha, ecom cada uma das envolvidas, um
contacto de ordem nfo inferior a 2. R: Do integral
primario deduz-se

(1) y=ax?4e%x+b.
Ao longo da envolvente ¢

db’
| [ a 2 a
y'=2ax+e*+ (x + xet +d )dx
Uma 1. condigio de contacto €, pois :
d db db

(2) ﬁ (xz+xe‘+&-;) -: x2 + xe* i—d—a—ﬂ
(pondo de parte a hipitese d—a-=0) . Por outro lado, ao
longo das mvalmdas ¢ y''=2a eaolongo da enmlvenae :

y”-2a+(2x+e') ~— = A 2.5 condigdo imposta pelo con-
tacto ¢, entdo :

(3) ) 2x+4-et=a.
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Eliminando x entre (2) e (3) :
i o
4 2 da da 4
Integrando, com separagdo de varidveis:
b=e?/8+c. (c const. arbitrdria)

Para cada valor de ¢, a equagdo anterior fiza wna
Jorma da fungio b de a nas condigbes do enunciado.

Interpretagio geométrica da constante ¢: para 2 valo-
ves diferentes de ¢, a relagdo anterior da 2 familias
simplesmente infinitas de curvas (1), cada uma das
quais se deduz da outra por translacgio paralela a OY,
€ mantendo um contacto de 2. ordem, pelo menos, com a
respectiva envolvente.

2134 — Estabelega a equagBo as derivadas par-
ciais das superficies para as quais o plano tangente
genérico corta OZ no ponto médio N do segmento
OM', onde por M' se designa a projecgio ortogonal,
sdbre OZ, do ponto de contacto M (z,y,z). Inte-
gral geral da equacfo obtida. Recorrendo 4 transfor-
ma¢io e’=x €=y e’=2z e tirando proveito da
equagio transformada, escrevaumintegral completo da-
quela equacfio. Superficie integral-que contém a curva
a?—y2=1, z=1. R: Coordenadas de N —0,0,z/2.
Equagiio do plano tangente genérico : Z—z=p (X—x) 4
+q (Y—y) . Equagdo do problema :

—z/2=—px—qy z=2px+2qy. (linear)
: .- 5 3 dx dy dz
Sistema diferencial associado: —=——=—- Infte-
Zx 2y =
grangdo : y=c¢1x, z?=cpx (caracteristica)

Donde, o integral geral da equagdo: z?=x¢ (y[x) . De
7z=2px4-2qy, e¥=x, "=y, e'=z resulta (por ser

oz’ 1 oz 1

»d;,:pl_;ln, _d)_.—_-.qr=?q}.) s p'+q'=1/2.
Um integral completo da transformada ¢, pois:
z'=ax'4(1/2—a) y'+logb donde : ‘logz=alogx+

4+(1/2—a)logy+logh ou: z=bx*+y!/**,  Da eli-
minagdo de x, y e z entre as 4 equagies y=cyx,
2t=cyx, xX’—y?=1 e z=1 resulta, sem dificuldade
1—cl=c} e, portanto: x2—y¥=z4, que € a solucdo do
problema de Cauchy proposto.

F. C. L. — Ax{use Svrerior — Exame final — Julho
de 1945.

2135 — a) Escreva a equagio as derivadas parciais
das superficies para as quais a cota dum ponto gené-
rico ¢ funcdo exclusiva da razio das outras duas
coordenadas. Interprete, geométricamente (em eixos
coordenados rectangulares); as referidas superficies,
indicando alguns dos seus elementos definidores,

b) Recorrendo A transformagdo x='=logz, y'=logy,
g'=log z, determine um integral completo da equagio
obtida. ¢) Forme, e integre, a equaciio diferencial das
linhas assintéticas da superficie integral que passa
pela linha +y+2z=1, y=x+1. Interpretagio geo-
métrica. R: a) z=yp (y/x). Derivando parcialmente
em ordem a x e_ily e eliminando v e ¢', acha-se
P”"‘;y;?': q=z¢ px+qy=0. Com y/x=e; e
z=g (c1) =cs, 0 que mostra que a superficie € regrada
e as suas geratrizes rectilineas apoiam-se em OZ, para-
lelamente a XOY : trata-se de condides de directriz recti-
linea OZ e plano director XOY (condides rectos)
b) Com x'=logx, y'=logy €

o _, 0z dx & o 0E Ay o
7 RN A s e kL R

Logo: P4+ Q=0 e esta equacdo admite a integral com~
pleto Z=ax'—ay'+logb ou Z=alog (bx[y) . ¢) Para
o problema de Cauchy, temos: y[x=c¢y, Z=cy, y=x+1,
x+y+z=1. Da eliminagdo de x, y e z resulta
2x
X—y
paraboloide hiperbilico de planos directores o=X0Y
¢ B=y=x+4+1, e directrizes rectilineas (do sisteina «B»)

2=cy—cycy ¢, portanto: 2x+tzy=zx z=

X+y+z=1 2x
OZ e (r)s{ il i De =y resulta, para
a equagdo das linhas assintéticas: ydx?—(x+y) dxdy+
dy dy
dy2= 5 — = — =, —_ =
+ xdy Ooguedadx 1’dx = Comdxl

d -
¢ y=x+4a. Com (T-zI:‘:}_c € v=Bx, e as duas fami-

2x 2x

- A
X—y x—y

y=X +a { y= Bx

o que mostra que tais linhas sio as geratrizes dos 2 sis-

temas (a superficie € duplamente regrada).

lias de linhas assintdéticas séo: {

de
H—4cosh
reduzindo-o a um integral de diferencial imagindria
tomado ao longo duma circunferéncia de centro na
origem. Mostre que a fungfio integranda tem um, e
um sd, ponto critico no interior do contérno, qualquer
que seja o raio déste.

A am
2136 — Calcule o valor do integral J
0

“aib i 2
R: Com z=red—copd S T" 2 +1«z, da_ﬂf.
2 2rz

Logo

iw do r 2r dz 2r
Yo o s e e ST == [ f(z)da.
o 5—4cost Jmi(ﬁrz—2r2~2zz) i,fc (x)da

Polos du fungio f(z): z=r/2, z=2r. Qualquer que
seja r, o unico polo inferior € z=r/2 e o correspon-
denté residuo: 1/3r. Logo I=2r/i.2xi.1/3r=4x(3.

Enunciados o solugles dos ni os 2131 a 2136 de Humberto
de Menezes.




