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MOVIMENTO MATEMATICO

SOBRE A INDOLE DO ENSINO DA MATEMATICA EM ZURICH
por Hugo B. Ribeiro (bolseiro do I. A. C. em Ziirich)

Em téda a Federacio Suigca é Zurich a cidade de
maior desenvolvimento industrial e também cultural.
Além da Universidade cantonal — cantonais sfo tam-
bém as restantes universidades suicas: de Basel, de
Berne, de Lausanne, de Gendve, de Neuchiitel e de
Fribourg — estd ali instalada a inica escola superior
federal, a «KEidgenissische Technische Hochschule»
(«Ecole Polytechnique Fédéralen). A organizagio e
objectivos gerais do ensino na Universidade de Ztirich
sdo como de ordindrio numa universidade ; em parti-
cular inclue-ge ali uma Faculdade de Ciéncias (a «Phi-
losophische Fakultiit II») com a sua seccdo de Mate-
mdtica. A escola Politécnica Federal abrange nio sd
as escolas para os vdrios ramos da Engenharia mas
ainda escolas de Arquitetura, Farmdcia, Agronomia,
Matemdtica e Fisica, etec. A E.T.H. desempenha um

papel decisivo nas relagdes directas, muito estreitas,
_ entre o ensino, a investigagio cientifica e a indiistria
sui¢a. Por exemplo: é freqiiente que com os trabalhos
de fim de curso («trabalhos de diploman») os estudantes
tenham também o objectivo de resolver determinados
problemas postos pela indistria aos institutos da
Escola ; e, por outro lado que a indistria facilite, di-

rectamente, o ensino e a investigac¢io oferecendo apa- -

relhagem aquéles Institutos, prémios a4 Escola, ete.

Além da influéneia de uma tradigio matemitica
que é o orgulho da vizinha cidade de Basel (Euler,
os Bernouilli, ete.) tém os estudos matemdticos em
Zurich a influéncia mais recente de uma tradicdo
propria: trabalharam em Zurich, entre outros, Dede-
kind, Schriéder, Christoffel, Zermelo, Hurwitz, Schur,
Einstein, H. Weyl, John von Neumann.

A formagiio «tfo universal quanto possivel em Ma-
temdtica» que as duas escolas de Ziirich dio ao mate-
mdtico, em especial ao futuro professor de Matemdtica
de qualquer escola superior ou média, pode tal-
vez descrever-se grosseiramente pelos trés seguintes
ohjectivos que sucessivamente se devem atingir
com o estudo e pelos adequados tipos de actividade
¢ meios A disposi¢lo dos estudantes: O primeiro
objectivo ¢ o dominio de uma perfeita técnica do
cdlculo e da construgio geométrica, e obtém-se
sobretudo nas ligbes e prosemindrios de Cdleulo
diferencial e integral e de Geometria descritiva e
vectorial, licdes fixas e comuns a fisicos, engenheiros
ete. (1.° e 2.° semestres). O segundo objectivo é o
perfeito conhecimento da estructura (moderna!) dos

capitulos basilares da Matemadtica, o dominio das
prineipais nogdes e resultados e a compreencio dos
problemas actuais e do desenvolvimento de cada teo-
ria ; isto consegue-se nos semindrios e nas ligbes dos
semestres seguintes, sobre Teoria das fungdes (3 se-
mestres), Algebra linear, Geometria projectiva, Geo-
metria diferencial, Algebra, Equagdes diferenciais.
O terceiro objectivo ¢ o alargamento dos objecti-
vos anteriores a um extenso conjunto de capitu-
los especiais, muitos dos quais a escolha, nos quais
se pode desenvolver a curiosidade -orientada e o
trabalho préprio. Nunca antes dos 8 semestres faz o
estudante o seu exame, depois de ter elaborado o tra-
balho de diploma que geralmente o ocupa durante
mais um ou dois semestres. Iste trabalho de diploma
nio inclue necessariamente um resultado original, mas.
é, antes, um estudo, escolhido com um professor e
orientado por éste, freqientemente s6bre alguma ques-
tio mal esclarecida na literatura. O primeiro objec-
tivo serve também as aplicagdes mais importantes,
em especial as mais correntes em Fisica, Astronomia,
Geodesia, Seguros, Estatistica, Métodos grificos e
numéricos, ete, das quais hd ligdes periédicas com pro-
fessores fixos. Em face das ligdes de «Aplicagdes da.
Matemdtica» hd, na E. T. H., um curso semestral, de
alntroducdo & teoria das funcdes», dste dedicado aos
matemiticos e que serve de ponte de passagem do 1.>
para o 2.° objectivos. Néste curso sfio analisados de-
talhadamente e rigorosamente certos conceitos e re-
sultados dos fundamentos da Teoria das fun¢des que
foram jd tratados no «Cdleulo diferencial e integral» :
estudo cuidado da topologia do plano, da nogio de
integral, dos principais teoremas de existéncia de so-
lugdes de sistemas de equagoes diferenciais, ete.

O cardcter dos semindrios é, naturalmente, adequado
aos respectivos objectivos. Enquanto que nos pri-
meiros semestres os alunos devem resolver muitos
problemas de exercicio fornecidos pelo professor e
revistos pelos assistentes, nos semestres seguintes
sdo as sessfes de semindrio dedicadas a exposigdes
criticas, e sua discussio, que completam as ligdes
e a que assistem e em que participam sempre vi-
rios " professores. De facto as ligdes ndo preten-
dem fornecer informagio total, nfo sio exposigdes
fechadas do tipo livresco : ddo uma informagdo comen-
tada, original e moderna, dos pontos mais impor-
tantes de cada teoria. Assim, embora sejam conduzi-
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das até As fronteiras do conhecimento e incluam a
explicagio, ou pelo menos a referéncia, aos problemas
actuais mais significativos, devem ser completadas
nos semindrios e na leitura dos tratados e das revistas.

As ligbes especiais aparecem periodicamente pro-
curando-se que cada assunto nio deixe de figurar nos
programas das escolas pelo menos uma vez durante o
curso de um estudante normal; e sfo distribuidas
pelos professores entre @stes, de acordo com as suas
especializagtes e também de acordo com os problemas
que éles se ocupam em estudar no momento. Os seus ti-
tulos, nfio fixos, sfo por exemplo : espacos topoldgicos,
grupos de Lie, equagdes as derivadas parciais de 2.°
ordem, légica matemdtica, teoria da representagio de
grupos, combinatoria, operadores lineares no espago
de Hilbert, teoria dos conjuntos, ete, etc. E a
estas licdes seguem-se muitas vezes semindrios es-
peciais e, depois, coléquios. Actualmente funcio-
nam na E. T. H. dois semindrios gerais (2 horas
por semana para cada), um de Andlise, outro de
Algebra e Geometria. Os semindrios obrigam a um
tipo de actividade que ¢, de facto, indispensdvel
a formagdo dos futuros professores de Matemdtica. A
direc¢lio de trabalhos de diploma, de semindrios, de
cologquios, e o bom rendimento das ligoes (pelo menos
daquelas ligbes que nfo tém programa fixo) jd exigem
que os respectivos professores sejam estudiosos, inves-
tigadores, especialistas — alids bem conhecidos em
téda a parte onde se estuda Matemstica. Eles pre-
param as suas tarefas para o semestre seguinte, e ela-
boram os trabalhos préprios durante as férias; parti-
cipam dos coléquios e seguem, por vezes, certas ligdes
que no momento mais lhe interessam; tém as suas
horas de reeepg¢iio para os estudantes, discutemn com
@stes os trabalhos escolares e, sébretudo, aconselham-
-nos na orientagdo a dar aos seus estudos. Hd os
especialistas da Andlise, os da Algebra e Geometria,
08 dos Fundamentos e Teoria dos nimeros, ete. (Os
programas sio editados, para cada semestre, com uma
antecedéncia de 3 meses). Além déste primeiro factor
da actividade do estudante que é o professor, hd um
outro factor importante em Matemdtica: é uma bi-
blioteca acessivel e bem apetrechada. Em Zirich,
além da riquissima biblioteca da Universidade que é ao
mesmo tempo, a biblioteca da cidade, dispéem os estu-
dantes da expléndida biblioteca da E. T. H. As re-
vistas e os livros mais consultados estdo 4 mio dos
estudantes na «sala do semindrio» de que cada estu-
dante possue uma chave. Todas as bibliotecas em-
prestam os volumes para consulta em casa por um
més, e éste prazo ¢ prorrogdvel.

Discutido o seu trabalho de diploma e presta-
das as suas segundas e dltimas provas de exame
o estudante de Matemdtica ¢ muitas vezes (qudsi

sempre na E. T. H.) conservado como assistente
nesta escola e, assim, tem oportunidade de seguir
certas ligdes que ainda nfo ouvira, participar em novos
coldquios, e discutir os seus problemas com os professo-
res. Sdo, em geral, mais trés anos de estudo intenso
de que dispbe para preparar a dissertacio de douto-
ramento. Periédicamente, as escolas pdem a prémio
problemas determinados, estimulando o trabalho dos
estudiosos a elas ligados. Para exemplo transcrevemos
o enunciade do problema a prémio relativo ao ano de
194546 de Faculdade de Filosofia 1I: «investigue-se
o comportamento duma fungdo regular de quaternides
na vizinhanga dum ponto singular ndo essencial iso-
lado e o mesmo nos pontos duma curva e superficie
singular nfo essencial isolada». A preparacio ma-
temdtica, de que acabamos de dar uma idéia, é,
com inclusdo do doutoramento, a exigida, em especial,
para um professor do ensino secunddrio. O doutora-
mento consiste essencialmente, como se sabe, na ela-
boragiio de uma dissertagdo original orientada por
um professor. (Ha ainda os doutores honordrios nas
escolas de Ztirich. O dnico doutor honordrio da Escola
de Matemdtica e Fizsica da E. T. H. é, actualmente,
Albert Einstein —hd trés anos Einstein niio estava
assim sozinho, o outro era David Hilbert).

Os estudiosos de Matemdtica da Universidade e da
E. T. H. retinem-se quinzenalmente no «Mathematis-
che Kolloquium» de Zurich para discutirem algum
trabalho original que um déles ou algum convidado
das outras Universidades, suicas ou estrangeiras, ex-
pde. Estes trabalhos sdo depois publicados, freqiien-
temente nos «Commentarii Mathematiei Helvetici» —
a revista suiga que 80 publica memdrias originais de
Matemdtica. A @stes coléquios também assistem alu-
nos, avangados, das duas escolas. Por seu turno
a Sociedade Matemdtica Suiga reline-se anualmente
com as outras Sociedades cientificas num congresso
em local varidvel, por hdbito numa cidade nio uni-
versitiria que assim toma conveniente contacto di-
recto com os cientistas da Federagio.

Os capitulos da Matemdtica que recentemente mais
teem merecido a atengfo dos estudiosos em Zirich sfo
talvez a Topologia algébrica, a Teoria dos grupos, os
Fundamentos da Matemdtica, a Teoria das fungdes.
Porém os volumes recentes dos Commentarii Mathe-
matici Helvetici contém trabalhos sébre os mais diver-
s0s assuntos. Na medida em que é possivel dizer quando
determinado tipo de problemas, determinados métodos,
ete. pertencem a uma escola fixada, poderemos afirmar
terem os estudos em Zurich a marca da escola de Ma-
temdtica, primacialmente importante, que foi a escola
alem3. Qudsi todos os professores de Zurich passa-
ram, nos bons tempos, pela famosa escola de Géttin-
gen, famosa pelo menos, desde Gauss até Hilbert.
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De Géttingen se diz que foi para a Europa daquela
época, e portanto para o Mundo, o que Alexandria foi
para os gregos. Por outro lado, a literatura matemdtica
em linguaalema é,naturalmente, amaisutilizada. Como
¢ sabido as grandes revistas como «Mathematische
Annalens, «Journal fiir die reine und angewandte Ma-
thematik», «Mathematische Zeitschrift», ete., as diver-
sas edigoes da enciclopédia, as coleegOes célebres das
editoras Springer (s6 a colecgiio Grundlehren der Ma-
themathischen Wissenschaften contém mais de 50 volu-
mes), Teubner, Gischen, ete. sdo extraordiniriamente
valiosas. (Folheando um programa recente de uma
grande escola americana, o Instituto Tecnolégico da
Califérnia, que inclui uma Faculdade de Matemadtica,
vé-se, por exemplo, que como iinica exigéncia prévia
para a eficaz freqiéncia de certas ligdes e semindrios
de Matemdtica se indica a possibilidade da leitura de
textos em lingua alemi). Os professores em Ziirich
sdo também alguns dos prineipais colaboradores des-
sas revistas e colecgdes. Entre ndés nio é fdeil encon-
trar  uma idéia justa sébre o extraordindrio interésse
desta escola, dominados como estamos pelo que se
poderd chamar a cultura francesa (que, quanto &
Matemdtica se tem orientado sobretudo para a And-
lise) e isto por vidrios motivos entre os quais avulta
o de ser a lingua francesa a nossa segunda lingua.
Mas nos Estados Unidos e na URSS, para onde se
voltam as esperangas mais legitimas quanto ao
futuro desenvolvimento dos estudos matemdticos,
a influéncia desta escola é de primeira importin-
cia; deixando de lado, por mais conhecido e neste
caso menos significativo, o facto de os Estados da
América serem desde o dominio fascista um poderoso
centro de atracgio para os matemdticos europeus, e
sobretudo alemies, podemos citar que quando éste pais
enviava para estudar matemdtica na Europa os que
hoje sfio os mais destacados professores nas suas Uni-
versidades chegou a fazé-lo de modo que por cada

dezena de estudantes em Franca havia 8 dezenas de
estudantes na Alemanha.

~A rdpida descri¢io anterior interessard, provavel-
mente, todos os que compreendem que, o desenvolvi-
mento da nossa cultura cientifica tem que ter em conta
informagdes déste tipo que aqui esbogamos, tem que
ter em grande conta a experiéncia alheia visto que
a nossa propria experiéncia ¢ praticamente qudsi
inexistente. A tarefa de fazer progredir os nossos
estudos matemdticos (ou quaisquer outros) ¢é, em
primeiro lugar, uma tarefa de andlise das nossas ne-
cessidades, das experiéncias nossas e das estranhas
— ¢é uma tarefa para especialistas. Os pontos de
vista gerais, filosdficas e outros, sdo, naturalmente,
de extraordindriaimportincia para a realiza¢io duma
tal tarefa—com a condigdo, indispensdvel, de que se
nio perca o essencial cardeter cientifico de que ela,
préviamente, se reveste.

A formacdo matemditica dos nossos professores de
Matemdtica, das universidades e das escolas médias,
¢, para nos, o problema fundamental dos nossos estu-
das matemdticos. Em primeiro lugar até porgue as
importantes questdes, de organizagdo, de programas,
etc., 86 poderfo ser resolvidas convenientemente,
cientificamente, por matemdticos experientes, e a pouco.
e pouco, na medida em que éstes existem no nosso pais,
Em segundo lugar porque, sem professores com pre-
paraclo cientifica, estas outras questdes constituem
ainda, de certo modo, pseudo problemas porque a sua
resolugio, nio podendo traduzir-se através de uma
actividade pedagdgicaauténtica,nio terd valor efectivo

Parece-nos evidente que os jovens que se propéem
estudar Matemadtica para se tornarem professores, ou
simplesmente investigadores, tém, antes do mais, que
abandonar, decididamente, qualquer tipo de aprendi-
zagem passiva e livresca.

Lisboa, Setembro de 1945.

Prémio Doutor F. Gomes Teixeira
Pela primeira vez, desde 1940, foi atribuido o Pré-

mio Nacional Dr. F. Gomes Teixeira que «se destina .

a galardoar, mediante concurso, o melhor trabalho de
matemsticas puras elaborado em cada ano lectivo por
um aluno de qualquer estabelecimento de ensino uni-
versgitdrion. Coube a honra a Fernando Soares David,
autor de «Sdbre a comutabilidade de operadores com
espectro continuo» e 4 Faculdade de Ciéncias do Pérto,
de que era aluno o premiado.

Instituto dos Acluérios Portugueses

Promovida por um grupo de actudrios, reali-
zou-se no dia 18 de Junho uma reiiniio com

o objectivo de estabelecer as bases de uma associagio
destinada a desenvolver a técnica e a matemdtica dos
seguros. Nesta reiinifio foram elaborados os estatutos
do Instituto dos Actudrios Portugueses os quais tive-
ram a aprovacio oficial em 24 de Julho.

Os Estatutos dispdem a realizagio de refinides
mensais da Assembleia Geral com cardcter cientifico
nas quais serdo apreciadas comunicagdes apresentadas
pelos sécios. Outro objectivo fundamental do Insti-
tuto é a publicagfo periédica de um Boletim. Hd duas
categorias de sdcios — ordindrios e extraordindrios—
cabendo nesta iltima categoria as institui¢des segu-
radoras. A data da iltima Assembleia Geral, reali-
zada em 27 de Novembro, o Instituto contava jd com
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a adesdo, na categoria de sdcios extraordindrios, de
trinta e sete Companhias de Seguros. Naquela mesma

data o ntimero de sécios ordindrios elevou-se a 81 dos
-quais os primeiros 78 sdo considerados fundadores.

Os primeiros corpos gerentes estfo assim consti-
tuidos :

Mesa da Assembleia Geral: Presidente, Victor
Hugo de Lemos; Vice-Presidente, A. Castanheira
Nunes; Seeretarios, Alvaro Alexandre e J. Matos
‘Correia.

Direcgdo : Presidente, Caetano M. Beirdo da Veiga;
Vice-Presidente, Frederico Caroga de Figueiredo; Se-
<cretdrio, Carlos A. Fernandes Carvalho; Tesoureiro,
A. dd Costa Miranda ; Vogal, A. Stichini Vilela.

Conselho Fiscal: Presidente, José A. Queiroz de
Barros; Vogais, J. J. Pais Morais e A. Tavares Jii-
nior.

Comissdo do Boletim: Presidente, Rinaldo Cam-
pedio; Viee-Presidente, Frederico Macedo Santos;
Vogais, A. da Costa Miranda, Anténio Lefio e Mdrio
Ferreira Braga.

A Gazeta de Matemdtica regista com prazer a cria-
¢lo do Instituto, cuja actividade cientifica passard a
referir, e deseja, vivamente, &ste novo centro de estu-
dos contribua para o progresso das matemdticas
actuariais. 3 3

Cientistas estrangeiros em Portugal

O Professor da Universidade de Cambridge, Sir
William Lawrence Bragg, prémio Nobel de Fisica,
especialista no estudo da estrutura da matéria pelos
raios X, veio a Portugal realizar uma série de confe-
réncias em Lisboa e Pérto.

Os temas das ligdes expostas em Lisboa, pelo ilus-
tre cientista, foram :

«A Optica dos Raios X»,

«Alguns problemas do estado mietdlico» e «Conse-
quéncias cientificas da descoberta de Roentgen».

Estas conferéncias efectuaram-se respectivamente
no anfiteatro de Fisica da Faculdade de Ciéncias, na
Academia das Ciéncias e no Instituto Britdnico em

Lishoa.
L. 8

MATEMATICAS ELEMENTARES

SOLUCOES INTEIRAS NAO NEGATIVAS DA EQUACAO DE DIOFANTO
por José da Silva Paulo

Como ¢ sabido a equacido de Diofanto ax+by=c,
onde a, b e ¢ siio inteiros positivos e a e b pri-
mos entre si, admite solugdes inteiras da forma
Z=a+bm, y=Pp—am onde «,B ¢ uma solucio in-
teira e m um inteiro qualquer. Sabe-se também que
o teorema de Catalan indica o mimero de solugdes
inteiras nio negativas, com uma certa indeterminacio,
pois afirma que o seu niumero € iqual ao maior inteiro
contido em cfab, ou ésse inteiro aumentado de uma
unidade.

No entanto o mimero exacto de solugBes inteiras
ndo negativas daquela equagdo pode determinar-se
pelo método a seguir exposto, onde se seguiu de perto
a exposi¢io de J. V. Upensky e M. A. Heaslet no seu
livro Elementary Number Theory.

Seja entdo a equacgio

(1) ax+by=c

«© a,y uma sua solugdo em inteiros nio negativos.
Dividamos = e ¥ respectivamente por b e a,
obtém-se :

(2) a=bEi+r,0<r<b,
Por substitui¢do em (1) vem:

{3) ab (E+n) +ar+bs=c.

z=an+5,0<s<a.

Determinemos o cociente e o resto da divisfo de
¢ por ab. Serd

c=ab.q+R, 0<R<ab
ou seja
ab (E+n)far+bs=ab.q+R.

Ora ar+bs>0, ecomo s<a e r<b ¢ também
ar+bs <2ab; logo, terd que ser ou O0<ar+bs<ab
e entio ¢

(4) ar+bs=R

2 .

® E+nmg

ou ab<ar+4bs<2ab e sera
(©) ar+bs=ab+ R
e

O] E+n=g—1.

Note-se que ¢ ¢ o maior inteiro contido em efab.

() E fiell ver que ar--bdss=ab, por serem a e b primos
entre si ¢ r<<b e s<la. 7



