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todos os instrumentes, serd 1itil ou nocivo, conforme
o uso que déle se fizer. Nio se justifica portanto o
horrér que a certos espiritos infunde aquilo a que
desdenhosamente chamam a «mecanizacdo do pensa-
mento matemdticor. Se alguém se lembrar de dizer
que os principios de dualidade e de trasnporte cons-
tituem mdquinas de fabricar teoremas — nem sequer
estard longe da verdade. Mas nfo ousard, por @ste
facto, converter em desgraga o que é apenas uma
felicidade, e propdr assim que tais principios sejam
pura e simplesmente excluidos do dominio da Mate-
mdtica.

Nota — [iste esbdgo, baseado sdbre um pardgrafo
dam trabalho meu recentemente escrito, tem por objec-
tivo dar uma primeira idéia do método axiomdtico,
procurando desfazer certas lendas que se criaram 2
volta déste assunto.

B certo que o teorema <, que nos serviu de exem-
plo, ndo passa de uma trivialidade; mas nio devemos
esquecer que a Matemdtica é feita assim — de exces-
sivas trivialidades, tdo habilmente e tio complexa-
mente encadeadas que o resultado deixa de ser uma
trivialidade.

Recordemos, por iltimo, que, [além dos (teoremas
(que se deduzem dos axiomas, por meio das regras da
Légica), hd a considerar nas teorias dedutivas os
e itos derivados, -que se definem a partir dos con-
ceitos primitivos, por meio das operagdes da Ldgica.
Assim, por exemplo, a partir do conceito de «descen-
dente» atrds considerado, podem definir-se os concei-
tos de «filho (a)», de «tio (a)» de «primo (a), de «gera-
¢tiow, de agrau de parentescon, etc. ete. Estas nogdes
de parentesco prestam-se, como se sabe, a curiosos
problemas — que sdo problemas de Matemdtica.

Ds importéncia da topologia na matemética moderna”

por Achille Bassi

As idéias e os problemas da topologia, como fre-
quentemente acontece com as doutrinas que trazem
em si uma profunda razio de ser, tém sua primeira
origem em fatos comuns experimentais que se relacionam
com a vida quotidiana. A topologia, bem como qual-
quer outro ramo de Matemadtica, pode, com efeito, dar
origem a problemas que se prestam para ser enuncia-
dos e compreendidos por quem ¢ leigo, ou quasi, a
respeito de nogdes matemdticas. A matemdtica diver-
tida lhe ¢ portanto, devedora de um grande numero
de pequenos passatempos ou jogos que se relacio-
nam com problemas topologicos de enunciado ele-
mentar.

Mas, este aspeto que, muitas vezes, aproxima o leigo
da topologia ¢, talvez, ainda o que concorreu para
afastar da topologia alguns dos melhores intelectos,
porventura ndo atraidos por questdes que por demais
se assemelbhavam a pequenos jogos.

Com efeito, embora os primérdios dos conceitos to-
poldgicos se confundam com os da geometria e, apesar
das questdes e dos problemas de cardter topolégico
serem conheecidos ha bastante tempo, a topologia sé
se afirma como uma teoria séria e importante em
época recente e, especialmente, com a obra de Rie-
mann, por volta da metade do século passado. Este
matemdtico, como ¢ sabido, foi o primeiro a revelar
com clareza a importancia que os principios topold-
gicos tém para estudo das fungdes de varidvel com-
plexa. j

Outros que contribuiram eficazmente para o pro-

gresso da topologia, quer com uma atividade ocasional
e, por vezes, inconcientemente, quer com um trabalho
sistemadtico, sdo, por exemplo, Betti, Poincaré, Cantor,
Peano, Brouwer, Fréchet, etec. homens esses que per-
tenceram ou pertecem ao escol dos cientistas do fim
do seculo passado e do comego do atual.

Betti e Poincaré desenvolveram as idéias originais
de Riemann, sobretudo no sentido, até hoje reconhe-
civel na topologia moderna, denominado da topologia
combinatoria; os outros deram impulso, principalmente
dquele ramo hoje denominado da topologia dos eon-
juntos ou topologia punctual.

A importincia que, na atualidade, tem a topologia
em “matemética, jd foi assinalada pela obra desses
grandes vultos. Verifica-se, efetivamente, cousa muito
significativa, que os progressos da topologia devidos
a Ostes cientistas estdo todos, ou quasi todos, ligados
a descobertas que tiveram grande valor para o pro-
gresso da matemdtica em geral. .

Quem estuda a génese dos conceitos e das teorias
da topologia tem, para logo, sua atenc¢io atraida pela
enorme diversidade dos problemas e dos campos de
pesquisa habituais, dos quais aqueles cultores da ci-
éncia partiram para chegar a considerar questées de
topologia.

(1) Conferdneia feita na Faculdade de Filosofia da Universi-
dade do Brasil como prelegio do curso de Geometria Superior.

N. R, —Nio se alterou a ortografia adoptada no artigo
transerito.
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Poincaré partiu principalmente de questdes de di-
niamica celeste, Riemann, do estudo das fun¢des de
variavel complexa, Cantor, das suas consideragdes, de
capital importincia, visando dar uma sistematizagiio
satisfatoria aos problemas do infinito matemdtico
Peano de estudos eriticos geniais sébre as fungdes de
variaveis reais, Brouwer de problemas que se podem
considerar como a extensdo natural de outros proble-
mas formulados pela dlgebra clissica dos séeulos XVI
e XVII, Fréchet, de uma andlise filosdfica do que se
deve entender por espago matemdtico.

Partindo de tal grandissima diversidade de origens,
éstes antores foram a pouco e pouco levados para
uma tnica corrente de idéias: a atual topologia.
Esta, pela sua vastidio, hoje, quasi dd vertigens as
mentes mais propensas para a sintese e mais dvidas
pela mesma. Ha trinta anos, era, por certo, menos
ficil vislumbrar a unidade subtancial das novas idéias
que se iam delineando na matemdtica e estava-se,
ainda longe de poder compreender toda a nova e fe-
cunda vitalidade que estas idéias teriam trazido a
propria matemgtica. Todavia, mesmo entfio, os me-
lIhores intelectos nfio puderam deixar de sentir a sua
fascinagdo e de presagiar, ao menos em parte, a im-
portineia de quanto se estava amadurecendo.

Poincaré, por exemplo, nos primeiros anos deste
século, surpreendido pelo grande mimero de vezes em
que foi levado ao estudo da topologia, apesar de ir
trabalhando em teorias bem difreentes, saiu-se com
estas simples e ponderadas-palavras: «Se a impor-
tancia da Analysis Situs ndo ¢ compreendida por todos,
¢ porque nem ftodos tém refletido suficientemente sbbre
28809,

Para um topélogo moderno ¢ motivo de curiosidade
observar o modo com o qual Poincaré justifica, a seus
olhos, a importincia da nova teoria: «A geometria
corrigueira» — éle declara como premissa — «f a arte
de raciocinar bem sObre figuras mal feitas». Assim,
um triingulo sébre o qual se raciocine, pode ser de-
senhado com mio incerta, de forma que, na realidade,
0s seus lados nio sejam retos, mas um pouco arque-
ados ou sinuosos. Ele observa, doutra parte, que ha
limites para a imprecisio do desenho. Por exemplos
as curvas que representam os lados nfio devem ter pon-
tos comuns diferentes dos vértices ; néste caso, uma
crianga que se valesse do desenho de um triingulo
para encontrar ajuda no raciocinar sobre o mesmo,
nio acharia mais o usual auxilio na figura considerada,
porquanto esta lhe traria confusfio. Poincaré diz, a
éste respeito, que na figura wnal feita», afim de que
ela possa ser verdadeiramente util, devem se conser-
var todas as propriedades qualitativas das figuras
abstratas, propriedades que €le faz coincidir com as
topolégicas ; ao passo que podem perder-se, sem dano

~ cientificos,

algum, as propriedades quantitativas. E, entdo, con-
clue assim: «A ftopologia nos fard conhecer no espago
pluridimensional as propriedades qualitativas e nos
poderd, portanto, prestar bons servigos, andlogos aos
das figuras na geometria plana ou dos sélidos».

Estas consideragdes sdo expostas por Poincaré duma
forma agradavel e so, de certo, interessantes e enge-
nhosas ; contude, deve-se considerar que nfo satisfa-
riam completamente a um topélogo moderno.

Desde os tempos de Poincaré esbogaram-se novas
mudangas. A topologia rejuvenesceu um mimero tal
de teorias matemaiticas, realizou tais construgdes e,
embora surgida de problemas de cardter antigo, estd
tdo orientada para o futuro, que deixou quasi com-
pletamente csquecidas as préprias origens. A meta
que, para Poincaré parecia tdo atraente, depara-se-
-nos, hoje, tdo restrita que dificilmente um topélogo
moderno a declararia como propria.

O tempo foi, nestes iiltimos anos, um devorador de
esquemas, de imagens e de teorias. Creio que o pro-
gresso da topologia deva ser aquilatado pelos esque-
mas que ela ultrapasson, isto é, pelos fins que, de ano
para ano se propunha, com um ritmo gue renovou a
mentalidade do matemdtico moderno.

Eu mesmo tive oportunidade de experimentar a ra-
pidez déste progresso, quando, em 1935, fui aos Esta-
dos Unidos para conhecer os iiltimos passos da tope-
logia. Efetivamente, verifiquei, com surpreza, que os
topolégos da América falavam uma linguagem mate-
midtica que me era dificil compreender V. A razio
disso era que os meus conhecimentos chegavam entfio
ao que era aproximadamente a topologia em 1932.
Mas, entrementes, uma quantidade de ideias novas
tinham sido divulgadas ou apresentadas. Tinha-se
caminhado com um passo tio acelerado que em poucos
anos se transformara a atmosfera de muitos discursos

’

#

A topologia moderna, alem de proporcionar eonhe-
cimentos ¢ apontar teorias de grande beleza e de
grande futuro, d4 os elementos para uma compreensio
mais simples e mais facil de um grande mimero de
outras teorias matemdticas, ou, pelo menos, da na-
tureza de fatos importantes e essenciais destas teo-
rias. '

Assim, en ereio que, para todo o jovem que queira

) FEram, entho, assuntos ordinfirlos na conversa fo, por
exemplo : a dlgebra topolbgica, os espagos bi-compatos, os gru-
pos de co-homologia, ete. Este Gltimo conceito tinha sido trazido
para a cibncla precisamente em 1935, simultaneamente por Ale-
xander, em Princeton, por Withney, em Harward, e por Kolmo-
goroff, em Moscoun,
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apoderar-se dos conhecimentos vivos da matemdtica
moderna, seja de suma importincia familiarizar-se,
em primeiro logar, com a topologia.

Conhecida esta, entlo, muitas teorias parecerio
quasi familiares, mesmo antes de iniciar o seu estudo,
porque se apresentario numa transparente perspectiva
que deixard compreender os seus segredos e, portanto,
nas condi¢bes mais favoraveis para serem possuidas
com facilidade. Penso que nio exagero dizendo que
a aquisi¢do de muitas outras teorias modernas fari,
entfo, o eféito de uma fdcil descida e nfo o de uma
penosa ascensio. )

Reflita-se na verdadeira natureza das propriedades
estudadas pela geometria algébrica! Aludo ao fato
conhecidissimo de que a maior parte de tais proprie-
dades sdo topoldgicas. Repito uma inecisiva frase
que ouvi de 8. Ex. Severi: «Oitenta por cento das
propriedades da geometria. algébrica é de natureza
topoldgican.

De fato estas propriedades topoldgicas constituem
pode-ge dizer, o niicleo fundamental da geometria al-
gébrica.

Bem cohecemos a importinecia que a topologia tem
para o Cdleulo funcional e, portanto, de modo parti-
cular, para o Cileulo das Variagdes. Fizeram-se, a
esse respeito cousas muito interessantes : lembremos
a obra de Morse, de Lusternick e de Schnerelmann,
exposta jd, em parte, em volumes e monografias, e de
outros ainda. E certo que o Cdleulo Funcional vai
assumindo rapidamente caracteres topoldgicos em to-
das aquelas nac¢des em que nio foram descurados nem
o cdleulo funcional nem a topologia: esta cousa é, com
efeito, patente nos dias que correm.

Outra teoria que, mercé da topologia, encontrou
uma vitalidade nova é a velha e gloriosa teoria de
transformagies. A topologia vivificou velhos concei-
tos, introduziu outros novos, fecundos, permitindo a
construgdo de uma nova teoria que tem como arcabougo
a antiga.

Teve-se, assim, a teoria dos grupos topoldgicos,
das variedades grupo, ete..., obra tdo cheia de fas-
cinaglo e de futuro gragas a Cartan e Schreier e aos
jovens valorosos topologos da escola holandésa, Van
Danzig e outros.

Teorias profundas das quais muitas cousas para a
matemdtica ha ainda que esperar.

Néste ponto niio posso furtar-me de lembrar um in-
teressantissimo género de pesquisas recentemente ini-
ciadas: o estudo das propriedades topoldgicas, em
grande, das variedades diferenciais, de Riemann, que
demonstra como as propriedades topolégicas, wem
grande» destas variedades sejam consequéneias das
propriedades diferenciais, «em pequeno», da prépria
variedade. Fato eminentemente sugestivo !

Fundem-se, nésto estudo, duas célebres diretrizes
distintas dadas &4 geometria moderna por parte de uma
mesma pessoa, Riemann, isto ¢, a diretriz topolégica
e a diretriz diferencial inaugurada com a famosa mo-
nografia: «Ueber die Hypothesen welche der Geometrie-
zu Grunde liegen». E' um admiravel estudo de pure
cardter cldssico que encara fatos que talvez o mesmo
Riemann ji tivesse pensado que teriam podido existir.
Certo, se @le tivesse conhecido os conceitos e os
instrumentos da topologia moderna e da geometria
diferencial, teria tido a alegria de a éles se poder
dedicar !

De resto, ainda que se prescinda desta pesquisa que,
como cada um vé, tem para a matemdtica um pro-

 fundo interesse, as relagdes que intercorrem entre a

geometria diferencial e a topologia tornaram-se bas-
tante estreitas: tanto que o Semindrio Matemdtico
de Hamburgo sentin a necessidade de dedicar ao
assunto uma série especial de artigos : «Topologische
Fragen der Differentialgeometrie», a qual, apesar de
ter sido iniciada ha poucos anos, ji conta mais de
uma centena de trabalhos sobre o assunto !

Estas sfo algumas entre as mais significativas
aplicagdes da topologia. Mas ha ainda muitas oufras,
tambem importantes, pois que se encontram em quasi
todos os ramos da matemdtica. Todavia, por amor
de brevidade nio me detenho em considerd-las.

*

Vamos, agora, procurar de dar algumas idéias do
interesse e da importinecia de, ao menos, algumas das
teorias da topologia propriamente dita.

Comecei com o referir algumas aplicagdes, pensando-
que isto fosse mais aceito por pessoas de varia e dis-
par cultura, a ponto de induzi-las a seguir-me mais
facilmente ainda no resto da minha exposigio.

Mas, na realidade, a importincia da topologia, ndo.
reside somente nas aplicagdes, porquanto elas sejam
vastas e fecundas de progresso para muitos outros
ramos da matemdtica, mas reside no valor excepecio-
nalmente elevado das suas teorias, para o conheci-
mento da matemdtica.

O interesse da topologia ¢ dado pela importincia,
48 vezes, tambem filosofica dos conceitos que ela in-
troduz e pela extraordindria capacidade de sintese
que revela quando é aplicada a problemas coneretos ;
tudo quanto j4 se fez sGbre o assunto justifica os mais.
favoraveis prognésticos para o futuro.

Seria muito interessante fazer uma resenha das teo—
rias mais admiraveis que a topologia desenvolveu,
mas destas ainda, as importantes sio jd4 em nimero
tio grande que devo, aqui também, limitar-me a pou=
quissimos exemplos, escolhidos entre os mais signifi-
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cativos, de modo a persuadir, eu espero, do excepeio-
nal interesse que apresenta esta nova doutrina.

Refiramo-nos, por exemplo, 4 moderna teoria da
dualidade. Como ¢ sabido, em 1895, Poincaré demons-
tron na célebre monografia dos «Annales de I'Ecole
Polytéchnique» que os nimeros de Betti de uma varie-
dade orientdvel fechada, relativos a dimensdes com-
plementares com relagio a da variedade, eram iguais.
Foi esta uma bela descoberta para a época. Por
volta daquéles mesmos anos, Jordan conseguia provar
que um logar geométrico dos pontos do plano, homeo-
morfo a uma circunferéncia, corta em duas partes o
mesmo plano. Esta propriedade sugeriu a denomina-
¢Ao de ewrva, que depoiz foi chamada de Jordan
dada a tal logar geométrico. A esta definigdo foi le-
vado, como se sabe, pelos estudos despertados, em
virtude da famosa critica de Peano & defini¢io ante-
riormente dada de curva, como de imagem continua
de um segmento ou de uma circunferéncia (critica em
que demonstra que tal imagem pode, mesmo, preen-
cher nm quadrado inteiro ou um cubo).

Pois bem, um exame embora atento destes dois re-
sultados de Poincaré e de Jordan nio dd logar & supo-
si¢io de que haja alguma ligagio entre si. O primeiro
com efeito, concerne uma propriedade de invariantes
de variedades topoldgicas a muitas dimensdes; o se-
gundo, uma propriedade do plano euclideano ou da
esfera, com relaglo a alguns seus sub-conjuntos de
‘pontos, oportunamente definidos.

- Nem o espirito mais penetrante podia, entdo, pensar
que estes dois fatos poderiam estar ligados entre
si, num conjunto mais compreensivel de conceitos.

Todavia, assim é. Pontrjagin, com efeito, mostrou
que as duas mencionadas propriedades sio casos par-
ticulares de relagdes, bem mais gerais,também chama-
das de dualidade, que se podem atribuir a um iinico
ciclo de idéias! Admiravel e formidavel sintese de
fatos geométricos fundamentais, tendo o aspecto-mais
diferente !

Creio que este exéemplo colhido mesmo isoladamente,
seja deveras tal que convenga, mesmo os mais céticos,
da importéncia e do valor da topologia. Efetivamente
o valor de uma teoria se aquilata da sua forga coor-
denadora de fenémenos, isto ¢, da capacidade de colo-
car um conjunto de fatos, os quais por si s6s nio da-
riam um conhecimento cientifico dos fendmenos, em
perspectivas harmonicas, fazendo com que derivem de
poucos e simples prineipios. 4

Mas vamos a outro exemplo. Um dos mais antigos
desiderata da dlgebra é, como se sabe, a resoluciio das
equagdes algébricas. Do desejo de ter as raizes ex-
pressas de determinada maneira, por meio de coefi-
cientes, nasce a orientaglio de pesquisas que, par-
tindo “dos sucessos da escola matemdtica italiana

de 1500 e através dos estudos dos analistas de
1700, vai desaguar na obra de Ruffini, de Abel e de
Galois.

Por outro lado, do desejo de ter um valor numérico
aproximado das raizes, originaram-se os bem conhe-
cidos métodos de aproximacio. Mas, numa categoria
bastante importante de problemas, nfio é preciso
conhecer o valor particular das raizes ou a sua expri-

mibilidade com meios dados; ao contrdrio, é preciso
saber somente se as raizes existem. Este desejo é sa-

tisfeito pelo teorema fundamental da dlgebra.

Pois bem, este teorema, demonstrado pela primeira
vez, com rigor, hd mais de um século, ¢, como j4 al-
guém o fez notar, de natureza essencialmente topold-
gica. O seu enunciado, equivale, por exemplo, a afir-
mar que certa transformagio topolégica de uma esfera
em si, tem, pelo menos, dois pontos unidos distintos.

Ora ¢é significativo observar que éste mesmo teo-
rema que, encarado segundo as linhas cldssicas, é o
ponto de chegada de um ciclo secular de idéias e foi
digno das meditages do sumo Gauss, seja, de ha uns
vinte anos a esta parte, para a topologia moderna, o
trampolim para outro ciclo de consideragdes belissi-
mas e fecundas. Quero aludir i pesquisa dos pontos
fixos dos homeomorfismos ou das transformagdes de
uma variedade ou ou de um espaco em si. Pesquisa a
que se¢ reduz um nimero enorme de questdes de mate=-
mdtica pura e aplicada. E, neste campo, obtiveram-se,
nos tltimos 15 anos, resultados verdadeiramente belos.

*

Vamos nos ocupar agora, de um assunto um pouco
delicado da matemdtica moderna. Queremos nos refe-
rir aos espagos abstractos. Sig éles os responsiveis
pela introdugio na matemdtica de um grande mimero
de denominagdes novas que talvez tenham contribuido
para afastar dela alguns gedmetras e a tornd-los des-
confiados.

Tal abundincia de denominacdes foi devida, a meu
vér, ao desenvolvimento febril da topologia que nio
permitiu, num primeiro momento, de avaliar e prever
todo o valor e o alcance exato das nog¢des que se iam
introduzindoe. Foram elas o fruto de uma urgente ne-
cessidade de pesquisa e de construgfo e ressentem-se
da pressa com que as teorias foram levantadas.

Creio que o tempo, uma experiéneia maior e uma
conciéneia mais precisa dos fins para os quais foram
estas nogdes introduzidas, farfio obra esclarecedora,
eliminando o que é supérfluo.

) Apraz-me realgar que ¢, exatamente, na compreensfio da
necessidade de tal obra que se inspira a recente monografia de
A, Weil Sur les espaces & structure uniforme et sur la topolo-
gie générale (Hermann, éditeurs, 1937).
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Entdo poder-se-d ver, ainda melhor do que hoje, o
interesse e a importancia da nova doutrina.

Em suma que se fez quando se admitiram tais es-
pacos ? Fez-se no fundo, isto: analisaram-se ag pro-
priedades topolégicas do espago ordindrio, deu-se-lhes
uma forma racional, eliminaram-se algumas proprie-
dades por acessorias ou menos importantes e depois
chamou-se espaco a cada colegio de entidades (os
pontos do nosso espago) entre as quais subsistem pro-
priedades que, abstratamente consideradas, fossem
idénticas As preestabelecidas.

O processo que se seguiu é, afinal, muito simples.

As entidades assim admitidas e As teorias conexas
deu-se, logo, uma grande divulgacfo, nos paises em
que a topologia ji era cultivada e nos quais havia
maior preparagiio par recebé-las.

A maioria dos matemdticos modernos ¢, hoje, de
parecer que éstes.espagos abstratos trazem uma grande
economia de pensamento. Releva notar o fato funda-
mental, de que &les agora constituem o ambiente mais
natural da topologia.

Logo que apareceram, suscitaram, como era de pre-
ver criticas e objecdes. Creio, todavia, que tais criti-
cas e objecoes nio subsistam apds serena reflexio.
Sdo de cardter puramente psicologico e perfeita-
mente andlogas as que se fizeram, por exemplo,
quando da introdugfio dos mimeros complexos ou da
quarta dimensio. Estou que o tempo as fard cair
por terra.

Parece-me que se deva dar relevo, incidentalmente,
a que o adjetivo «abstratos» dado a @sfes espacos
ndo ¢ dos mais felizes ; pela mesma razio porque nio
¢ dos mais felizes, como jd ha tempos se observou, o
apelativo de «imagindrios» dado aes nimeros que
ainda levam éste nome.

Tais espagos, nfo sfio, em verdade, no¢des matemd-
ticas mais abstratas do que as outras, assim como os
nimeros imagindrios ndo sdo entidades mais imagi-
ndrias do que as outras.

Adjetivos da natureza dos que agora sdo recorda-
dos, foram, as-vezes, usados em matemdtica, quando
se nos depararam, pela primeira vez, no¢bes ou fend-
menos novos que despertaram maravilha e tocaram a
fantasia de maneira particular. Uma compreensio
mais serena e profunda subentra a éste primeiro estado
de espirito e permite considerar ésses fenémenos com
mentalidade diferente e inseri-los num povo e harmé-
nico ciclo de idéias. E a mim me parece que, quando
nos limitamos a considerar fatos espirituais, nesta
obra ordenadora e harmonizadora esteja o verdadeiro
fim a que deve mirar a ciéncia, e na nova mentalidade
que ela crea a pouco e pouco, 0 seu mais benéfico
fruto.

Como jd Zobservou (iambattista Vico, o homem,

primeiramente «sente con animo perturbato &€ commosso»
depois arifiette con mente pura».

As denominagdes do género das que referimos, pro-
vam que o homem passa através distes dois estados,
ainda que defronte conceitos ou fatos ciéntificos. Tais
denominagdes sdo creadas, evidentemente, quando nos
achamos no primeiro dos estados mencionados : mas
¢ frequente que elas se conservem na linguagem e nos
textos, ainda quando jd4 tenha passado ésse estado do
nosso espirito.

*

Parece-me util observar que o conceito de espaco
sofre com a admissdo dos espagos abstratos, uma evo-
lugiio andloga & jd percorrida, antes, pelo conceito de
numero.

Como ¢ bem sabido, para um matemdtico moderno,
um mimere nio ¢ mais somente um simbolo que se
usa para representar quantas moedas estio na bolsa,
ou o comprimento de um segmento, mas, em vez disso,
um elemento de uma classe de entidades entre as quais
definem-se certas relagdes e certas operagoes (ou cor-
respondéncias) que gosam de determinadas proprie-
dades.

Ora sfio bem conhecidos og beneficios que deram A
matemdtica as sucessivas extensdes do conceito do
mimero, as quais se subordinam ao mencionado prin-
cipio.

Uma grande parte dos progressos de matemdtida é
consequéncia direta ou remota desta feliz extensfio :
dio disso exemplo, a teoria das funcgdes de variavel
complexa, dos nimeros hipercomplexos, a dos mimeros
algébricos, a teoria das algébras, ete. ... Isto no
que se refere somente s consequéneias especificas e

‘diretas da extensdo do conceito de nimero. As con-

sequéncias remotas sio tais e tantas que nio podem
ser isoladas e desentranhadas do conjunto das outras
teorias, porque, ao fim de contas, sfo intima parte do
proprio espirito das mesmas.

Jd ficou patente que a extensio do conceito de es-
pago propiciada pelos espagos abstratos dd & matemd-
tica beneficios do mesmo género daqueles provocados
pela extensdo do conceito de mimero. A cousa foi
sentida tdo nitidamente que hoje kd a fendéncia de
JSazer analise especialmente nos espacos abstratos.

Esta orientagiio ¢ evidentissima em muitos paises
em que sdo realizados cursos inteiros inspirados por
esta tendéncia que, de frequente, ¢ quasi exclusiva
nos jovens. Ela data de muito poucos anos, mas pro-
pagou-se com grandissima rapidez.

#*

Seja-me consentido, a esta altura, responder a uma
eventual obje¢io. De vez que, como também eun pro-



8

GAZETA DE MATEMATICA

curei ressaltar, a admissio dos espagos abstratos cons-
titue, & luz dos exemplos oferecidos pela evoluglio da
matemdtica, uma creaglo bastante nafural do pensa-
mento matemdtico, poder-se-ia acreditar que tal in-
ven¢fo seja cousa simples e espontéinea, porque bas-
tante légica, quasi como um «ovo de Colombo» e,
portanto seja de escasso merecimento.

A tal objegio, responderei observando que, a meu
ver, ¢ sempre no terreno da dificuldade psicolégica e
nunca no da dificuldade légica que se mede o valor
de uma descoberta, uma vez que todas as descobertas
sempre se verificaram quando j4 estavam cientifica-
mente amadurecidas, isto é quando sob o aspeto légico
faltava sémente um passo para alcangd-las. A difi-
culdade em dar tal passo depende sempre tdo sé do
fato de que opinides enraizadas ou uma mentalidade
instintiva impedem ao homem, néo ao homem «légicon,
abstragfio que nfo existe, mas ao verdadeiro homem,
ao homem por inteiro, com os seus preconceitos, de
compenetrar-se de como verdadeiramente podem estar
as cousas; s6 porque mudaram inesperada e radical-
mente quanto ao modo de pensar, as grandes deseco-
bertas foram dificeis de se fazer, ¢ uma vez feitas,
sfo deveras dignas de admiragdo.

Ora, deve-se considerar que no campo psicolégico
a invengio dos espagos abstratos nfio ¢ uma cousa
simples e intuitiva, porque é uma profunda mudanga
de um modo instintivo de pensar que, afinal, jd tinha
tradigbes bastante enraizadas. .

Creio que agora resultard clara a razfio de ser pos-
sivel considerar que a admissiio destes espagos seja
um progresso verdadeiramente importante do pensa-
mento matematico.

Vejamos, por fim, um quarto e, para ndo enfadar,
iltimo exemplo das admirdveis teorias que a topolo-
gia soube crear. O exemplo jd considerado dos espa-
¢os abstratos era dado para mostrar a importincia
légico-filogéfica de alguns conceitos introduzidos com
a topologia.

O exemplo que vou citar tem em mira, ao invés
disso, dar uma idéia adequada da importincia téenica
de alguns entre ésses conceitos. Trata-se do conceito
de representagido continua ou imagem continua, isto ¢,
transformagiio dos pontos de um conjunto 4 nos pon-
tos de um conjunto B mediante uma operagio conti-
nua f. Pode ser definida como a operagfio mais geral
que conserva o limite.

Portanto, ndo parecerd estranho que seja, com fre-
quéncia, considerada como a operagdio mais fundamen-
tal da andlise.

Pois bem, um capitulo verdadeiramente admiravel
da topologia, estuda as propriedades desta operagdo.

yElas tem sido objeto, néstes tltimos anoes, de tal inte-
resse que sobrelevam, aeredito, mesmo o dos homeo-
morfismos.

Uma representagio f(4) de um espago A s6-
bre um espago B, se chama essencial quando, para
cada ponto b de B existe ao menos um ponto a de A
pelo que f(a)=5, e quando esta propriedade se man-
tem qualquer que seja a modificacio de f de modo
continuo. Para dar interesse A teoria das representa-
¢bes é necessdrio introduzir esta concepgio.

Ora, dados dois espagos ou duas variedades, nasce
o problema que consiste em saber se um déstes A seja
capaz de ser representado sébre o outro B de modo
‘essencial. Se 4 e B sio duas variedades orientdveis
e sem contorno da mesma dimensfo n, demonstra-se
que deveremos ter

B, (=R, (B) ¥

para 1<p<n-—1.

Em geral, afim de que A possa ser representado
sobre B, ¢ preciso que o espago B seja, como diz
bem Hopf, de uma estrutura «mais simples» do que A.

_ Mas que cousa deve significar, com precisdo, esta

locugdio emais simples» ainda nos ¢ desconhecido.

Um grupo de questdes de alto interesse e que se
liga tambem a problemas de topologia cldssica, como,
por ex. a hipdtese de Poincaré @, concerne o eventunal -
homeomorfismo de duas variedades das mesmas di-
mensdes que se supdem representaveis cada uma delas
sobre a outra de modo particularmente simples.

A @éstes quesitos, em geral, ndo se sabe que respon-
der. Via de regra nfio sabemos ainda remontar de
hipéteses concernentes simples representagdes a
conclusdes que se relacionem com os homeomorfismos;
em muitos casos somos reconduzidos a variedades
cujo homeomorfismo nio sabemos provar e que, no
entanto, tém todos os invariantes conhecidos iguais.

Um belo quesito é o seguinte: dade um segmento,
qual ¢ a sua imagem continua mais geral? Peano
mostrou que esta imagem pode ser um quadrado, um
cubo ou um hipercubo.

Vé-se logo que, qualquer que seja a fungio repre-
sentativa, a imagem de um segmento é conexa, com-
pata e localmente conexa.

Pois bem, um resultado extraordindrio, obtido por
Hahn e Mazurchiewitz, permite caracterizar, na
imensa categoria dos espagos abstratos, as imagens
continuas dos segmentos. Estes dois cientistas che-

1) Ry(d) & o namero de Betti das variedades A relativas &
dimensfio p .

@) Poincard aventon a hipbtese de que uma variedade a
n dimensdes, privada de contorno, tendo o5 mesmos grupos de
homologia de uma n-esfera o com o grupo de Polncard igual a
identidade, seja homeomorfa a uma esfera.
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garam, a demonstrar que a observagio precedente se
pode inverter, isto é, que cada espago abstrato conexo,
compato e localmente conero ¢ a imagem continua de
um segmento.

A imagem continua de um segmento assume, por-
tanto, os aspectos mais inesperados e que menos facil-
mente se podem conceber. Pode ser, por exemplo, um
paralelétopo do espago hilbertiano e espagos muito
mais complicados.

O referido resultado é, certamente, um dos mais in-
teressantes da andlise moderna. ’

Naturalmente a dimensio que, na geometria clds-
sica, tinha permanecido um conceito, por assim dizer,
tabi, nestas novas teorias é bem maltratada. Mas,
por pouco tempo, pois dois interessantes teoremas de
Hurewicz vem regular, com um critério muito simples,
as variagbes dimensionais que podem sofrer as ima-
gens topoldogicas de um espago.

Eis, agora, como conceitos de matemdtica cldssica
vém em nossa ajuda. A imagem de um segmento ¢,
como ja se disse, um espago compato e conexo e lo-
calmente conexo. Os primeiros dois adjectivos sio,
frequentemente, considerados como equivalentes ao de
«continuo».

A imagem de um segmento ¢, pois, um espago con-
tinuo localmente conexo. Mas, se tomo tal espaco e
procuro a sua imagem continua genérica, obtenho,
evidentemente, ainda um espacgo continuo localmente
conexo. A esta altura os topdlogos ndo se fizeram
esperar para concluir. Partindo de uma curva e apli-
cando uma representagio continua, obtem-se um
espago continuo localmente conexo; aplicando a @ste
espago a mesma operagio obtem-se novamente um
espago com as mesmas propriedades; portanto, éstes
espagos constituem uma categoria, por assim dizer,
fechada, com relagio &4 operagio de transformacgio
continua, porque tais transformagdes mudam um ele-
mento de determinada classe em um elemento da
mesma classe. E de vez que entre &sses elementos
estio as curvas ordindrias que podemos tomar por
modelo dos conjuntos capazes de serem obtidos, boa
parte dos topdlogos chama logo de curvas continuas
aos elementos de tal classe, isto &, os segmentos ou
as suas imagens, as quais sdo os continuos localmente
COnexos.

Assim, por meio de conceitos adequados, conse-
guiu-se estender pontes entre perspectivas ilimitadas
de fatos geométricos que ha bem pouco tempo a mente
humana nem chegara a conceber.

#*

Poder-se-ia, agora, perguntar: ¢ verdade que a to-
pologia apresenta as mais amplas perspectivas de

fatos geométricos e introduz concepgdes capazes de
domind-los, mas nio apresenta além disso, problemas
simples, que de relance, porém, parecem-nos funda-
mentais e que concernem figuras particulares, com
que estamos familiarizados? Problemas que os fran-
ceses chamariam «bien posés» de enunciado elementar
e que\persuadem logo, mesmo aos leigos; gracgas i
4 sua simplicidade?

Sim! Tais problemas encontram-se até a cada
passo e jd observei, ao prineipio, que quando a topo-
logia surgiu, foi frequentemente inspirada, até, por
problemas de cardcter tdo simples a ponto de serem

“incluidos nos manuais de matematica divertida. Basta

que se pense nos problemas das sete pontes de Koe-
nigsberg, nos vdrios problemas concernentes aos
agraphs», ou complexos de uma sé dimensfo, no pro-
blema das quatro cores; problemas que muita vez
parecem ser dados pela natureza para desafio e escdr-
neo da presun¢io humana, visto que, alguns déles,
ainda nio puderam ser resolvides, como por exemplo
o das quatro cores; argumento &ste wltimo sdbre o
qual jd se fizeram estudos que sobem a mais de uma
centena !

Mas desejo aqui, referir-me como iltima cousa, a
uma categoria de problemas de enunciado bastante
simples no tocante as representagdes continuas: pro-
blemas s6bremodo sugestivos e que ndo sdo pratica-
mente inatacaveis, como alguns dos precedentes,
porque ji em alguns casos- especiais, foram resol-
vidos.

Aludo, por exemplo, a éste elegantissimo problema :

Dadas duas esferas S, e S, a m e n dimensdes,
sendo m>n quando é que S, pode ser representada
essencialmente sobre S,?

Creio que o bom gosto e a simplicidade déste pro-
blema n#o escapard a ninguem V.

Pois bem, nasce dai um problema dependente dos
inteiros m e n. Este problema, no caso geral, nio
estd ainda resolvido, mas possuimos, a seu respeito,
muitos resultados particulares, para classes de tais
pares de nimeros. Eis, a titulo de exemplo, duas
solugdes :

1.°) Um resultado afirmativo de Hopf, segundo o qual

(1) Eis o que pensa, a respeito, o eminente topblogo Hopf :
Je considére la réponse géndrale & cetle question comme une tdche
des plus importantes et des plus altrayantes; non seulement en ce
qui concerne la théorie, mais aussi parce que mnows dévrions

itre pléd t et sous chaque point de vue des figures
aussi simples el aussi importantes que les sphéres !

2} Resultado comunicade ao Congresso Internacional dos
Matemiticos, de Oslo, em 1936.

Outros resultados, sdbre @ste 0, foram r
obtidos por Freudenthal.

&
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a representaciio é possivel quando n=2k (k=1,2,-..)
e m=4k—1;

2.';) Um resultado negativo de Pontrjagin ® quando
m=n+2>4.

Acredito ter mostrado, com @&stes exemplos, como a
topologia possa satisfazer, e do melhor modo, também
a quesitos do tipo que acabamos de assinalar.

*

Considero” que os exemplos referidos, conquanto sé
possam dar uma idéia muito fragmentdria do desen-
volvimento atual da topologia, sejam capazes de per-
suadir, completamente, acerca da evidente verdade
daquela afirmag¢ido que antecipamos: isto ¢, que ela
constitue o meio mais rdpido para entrar na posse de
muitos dos conceitos mais importantes da matemdtica
moderna e de um grande mimero das suas teorias
mais significativas.

Com isto parece-me ter dito muita cousa. Entre-
tanto néste ponto, uma grande parte de topélogos
sentiria que nfo disse tudo.

E que a topologia, como toda teoria que nio sé
amplia e aperfei¢oa os conhecimentos téenicos, como
tambem transformam profundamente a visfio, e a pré-
pria mentalidade cientifica do pesquizador, exerce

sdbre o dnimo dos seus cultores uma fascinag¢io toda

particular.

Ela provocou um «pathos» bem sensivel nos centros
em que a topologia estd realizando os seus progres-
sos mais significativos e um interesse que se projeta
alem do circulo dos seus cultores; fato éste bastante
raro para uma teoria matemdtica.

Lembro, a &ste respeito, como em Princeton, das
conferéncias de topologia de cardcter ndo muito par-
ticular, participava sempre um auditdrio notavelmente
mais vasto e interessado do que o normal, constituido
nfio sémente de matemdticos. Isto nfio ¢ cousa de so-
menos importineia, ainda que nio produz para a cién-
cia efeitos imediatos, porque é, precisamente, inspi-
rando simpatia e confianga em ecirculo mais vasto
possivel de pessoas inteligentes que um ramo da cién-
cia (sdbretudo quando, como a matemdtica, nem sem-
pre d4 para logo, aplicagbes priticas) provoca aquela
compreensio e, onde for preciso, aqueles auxilios ma-
teriais e morais que impedem a sua decadéncia e que
estimulam homens de valor a dedicarem-se ao seu de-
senvolvimento.:

Estou que sémente outra teoria contemporinea
possa, no campo fisico-matemdtico, orgulhar-se de
ter a seu crédito a formacido de uma andloga paixdo :
a fisica atémica. Ambas estas teorias tiveram, em

consequéncia de descobertas inovadoras, um desenvol-
vimento simultineo rapidissimo e transformaram res-
pectivamente os dois campos da matemdtica e da fisica
teorica.

E lei da natureza que onde ¢ mais dificil a vida, ai,
as vezes se desenvolvem os organismos mais bem do-
tados. O periodo de formagfio de uma teoria nova é
sempre drduo para o trabalho cientifico, porque nesta
fase da pesquisa se enturvam as analogias que sio a
guia perene do cientista. Mas, em compensa¢io o
mistério de que se cerca o ambiente, excita de tal
modo a sensibilidade e a fantasia que supre, em parte,
a experiéneia que falta.

Com efeito, em tal ambiente apaixonado se desen-
volvem frequentemente as personalidades cientificas
fora do comum. Estas abundam entre os cultores da
topologia. :

Entre os muitos que merecem ser lembrados, citarei
para ser breve, um s6: Leon Pontrjagin.

Este jovem ¢é um dos mais profundos gedmetras da
iltima geragfo. Pesa sdbre &le a terrivel sina de ser
cego, como me dizem, desde o nascimento; exemplo,
talvez, iinico entre os matemdticos e, com maior razio
entre os gedmetras. Ble dita & irm3 os resultados de
pesquisas sdbre cousas que nunca pode ver; pesqui-
sas, muitas das quais, deram um impulso vivo e essen-
cial ao progresso da topologia.

¥ conhecido o agarramento, todo especial, que os
topdlogos tém para a topologia. )

A propdsito, lembro-me da singular resposta que
me foi dada por valoroso topélogo, apreciado, tam-
bém, por seus trabalhos de geometria diferencial, ao
perguntar-lhe se gostaria de volver aos seus estudos
precedentes: «voltar a tais estudos parecer-me-ia ca-
minhar para trds». .

Essa resposta nde deixou de me surpreender no
primeiro momento.

E fato evidente que todo o matemdtico embora
tendo trabalhado na topologia, pode entregar-se a
pesquisas nilo topolégidas, sem por isso, diminuir de
modo algum o interesse e a importincia da prépria
atividade. Parece tio claro que o interesse de um
trabalho cientifico decorre principalmente das idéias
novas que éle desvenda ou dos resultados que apura,
isto ¢, das novas ligagdes que estabelece entre idéias
e conceitos j4 determinados | Mas, um topdlogo con-
serva sempre, mesmo em pesquisas nio topoldgicas a
nova mentalidade devida aos seus conhecimentos de
topologia. A topologia, em suma, proporciona ao
matemdtico um modo de vér os problemas ao gual
nio mais renuncia, mesmo guando se dedica a outras
questdes. Neste sentido, provavelmente, pode justifi-
car-se a frase que acima recordei.

Nos ambientes em que a topologia é mais cultivada
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so bem comuns frases entusidsticas que é oportuno
referir. Tais frases sio, por exemplo: «dste é o século
da topologia», ou «nada hd na matemsdtica, além da
4lgebra e da topologian.

precigo’ que nos detenhamos no exame, ao menos
da primeira frase. Outras vezes, com efeito, acredi-
tou-se poder sintetizar a operosidade desenvolvida na
matemdtica, em dado periodo histérico, esquemati-
zando-a num dado dominio da prépria matemitica.
Assim, o século passado teria sido o século da teoria
das fungdes e o século xviir o do cdleulo infinite-
simal.

Estas afirmagtes tomadas ao pé da letra, esto evi-
dentemente bem longe de ser exatas, porque é ébvio
que cada época deu a sua contribuigio para o progresso
de muitas teorias diferentes da matemdtica e nio
de uma sé. No entanto frases désse género sempre
foram ouvidas e tém uma razio de ser, ou seja, que é
verdade que nos varios periodos histéricos os cientistas
foram, muita vez atraidos por algumas teorias que
exerceram fascinagio particular e as quais atribuiram
maior importincia. :

Entre as partes de que se compde uma ciéncia como
a matemdtica, quando estas sio abstratamente consi-
deradas, nio se pode estabelecer uma hierarquia. Com
efeito, qualquer raciocinio, qualquer declaragio tendo
tal escopo, conduziu sempre a afirmagdes contra-
ditorias e choca-se, frequentemente, contra o sen-
tido de harmonia em face do belo que cada um tem
em si.

Mas, as cousas mudam se as vdrias teorias cientifi-
cas em logar de serem consideradas fora do tempo e
do ambiente cientifico em que se desenvolveram, se
consideram no seu desenvolvimento histérico.

Muitas vezes uma teoria nova, cuja introdugio te-
nha sido desejada por muito tempo, se desenvolve com
grande rapidez, muito maior do que a de outras, quasi
como um organismo tambem biologicamente jovem; e,
por assim dizer, impregna de si mesma, por algum
tempo quasi todas as partes da matemdtica que dela
recebem novos meios e aleance. A fopologia acha-se,
agora, em semelthante periodo de desenvolvimento.

Esta doutrina baseia-se, em grande parte em con-
ceitos que preexistiam na matemdtica de ha algum
tempo. Portanto, poderia parecer estranho que se
desenvolva principalmente agora e alguem poderia
vér nisso um sinal de que éste desenvolvimento seja
favoreeido ainda por fatores nfio intrinsecos, como, por
ex., uma espécie de «modan.

A meu vér, entretanto, nada estd mais longe da rea-
lidade do que esta opinido.

Parece-me que o ritmo do desenvolvimento, através
da histéria das vidrias partes de uma ciéncia, tenha
sempre, ainda quando nfo transparece que seja devido

a evidentes necessidades, uma intrinseca raz3o de ser.
As fases de desenvolvimento do pensamento cientifico
sAo muito frequentemente determinadas pelo instinto
de tornar o mais possivelmente eficaz o trabalho de
pesquisa. O fato de que, depois de se ter chegado a
possuir certos meios de pesquisa, se prefira estudar
certas partes da ciénecia em logar de outras que tam-
bém teriam possivel desenvolvimento, estou que se
deva atribuir & necessidade de utilizar ao mdximo o
pensamento humano naquele modo com que se pensa
de obter, com o tempo e com os meios de que em dado
momento se dispde, a maior cépia de resultados.
Trata-se, portanto, de uma necessidade de cardeter
sério, cuja satisfagio favorece de certo o progresso
cientifico.

A topologia tomou tal impulso que faz brotar e
aceitar a referida frase sémente porque intuiu que
constituia um eampo de pesquisas no qual se trabalha
com o maior aproveitamento para o progresso de toda
a matemdtica.

O fato de que, especialmente agora, a topologia
seja cultivada ndo nos deve espantar: porque a cién-
cia nio se subordina nuneca, no seu desenvolvimento,
a esquemas abstratos, mas dquelas leis que mais a

fazem prosperar.

A frase acima mencionada nfo ¢ pois, de se atri-
buir a unilateralidade ou exaltagio, como alguem
numa primeira hora, poderia presumir, mas é de pre-
feréncia, um entusidstico grito de a¢do, fruto de intui-
¢io feliz. !

Para terminar, quero observar que um aspeto exte-
rior, mas impressionante, do rdpido progresso da topo-
logia ¢é a atual absorvente difusio geogrdfica das suas
escolas.

Com efeito, hd, hoje, escolas de topologia nos se-
guintes paises: Alemanha, Suica, Dinamarca, Ho-
landa, Inglaterra, Russia, China, Jap3o, Estados Uni-
dos. Houve, tambem, em Viena, Praga e Varsévia.
As melhores sio as dos Estados Unidos, a russa e a
polonesa. Nesses paises quasi todos os jovens que
estudam matemdtica dedicam-se, no todo ou em parte
a topologia ou, pelo menos, conhecem-na bem. Hid,
ainda, cultores isolados na Itdlia, na Franca e em
quasi todos os outros paises. Estes sfo, em complexo,
centenas. A topologia ¢, portanto, hoje em dia, a
teoria matemitica recente, mais difundida e geogri-
ficamente mais universal.

Cerca de 409/, dos trabalhos de geometria nio ele-
mentar, concernem a topologia, bem como a maioria
dos trabalhos de geometria, escritos por autores
jovens.

Também isto ¢ sinal mais claro de que por muito
tempo o desenvolvimento da geometria e de boa parte da
matemdtica depende indissoluvelmente do da topologia.



