GAZETA DE MATEMATICA

Sé6bre o método axiomético

por José Sebastido e Silva (bolseiro do I. A. C. em Roma)

Representemos por U a classe dos seres humanos,

e convencionemos eserever x -y, com o significado
de x € descendente de y .

As letras x,y representam, naturalmente, elemen-
tos indeterminados da classe U (varidveis sobre U),
e desempenham portanto uma fungfio equivalente a
dos térmos Fulano, Beltrano, Cicrano.

Podemos dizer entfio que «x Ly» & uma proposigio,
condicional em w,y , definidaem U. (Em particular,
tal proposigfio serd verificada, se « fér filho de y, ou
se « for neto de y, ete.).

Por outro lado, diremos que o simbolo < repre-
senta uma relagdo bindria, definida em U .

Posto isto, notemos que as proposigdes :

) Se x <y, entdo 1y ;Y
B) Sex<yey<Ls, entdo x<z;

serdo incondicionalmente verdadeiras, de acérdo com
as convencgbes anteriores. (Chamaremos & primeira
apropriedade antireflexivar», e i segunda «propriedade
transitivar», da relagio <)

Mas ¢é claro que, se as proposigdes «, B sfo verda-
deiras, também a proposigio

7 Se ® <y, ndo pode ter-se y < x ;

nfio poderd deixar de ser verdadeira, pois que, se fésse
falsa, isto ¢, se, a respeito de dois individuos =,¥y,
se tivesse ao mesmo tempo xz <y, ¥y < =, ter-se-ia
(em virtude de B) ' <x, o que, segundo «, ¢é impos-
sivel. (Chamaremos a y apropriedade antisimétrica» da
relagio <).

Vi-se pois que, uma vez admitida a veracidade das
proposi¢des «,fB, a proposigio y niio poderd deixar
de ser admitida como verdadeira, qualquer que seja o
significado atribuido aos simbolos U, <. Assim, onde
dissémos «classe dos seres humanos», podiamos ter dito
aclasse das avesv atribuindo ao simbolo < o signifi-
cado «ascendente den ; podiamos ter dito «classe dos

nimeros naturaisy interpretando «x < y» como a pro-.

posigdo «x € um divisor préprio de y» ; podiamos ter
dito «classe das fungies reais de varidvel real», consi-
derando a expressio ¢ <¢ como uma abreviatura
desta outra «g (x) < (z), qualquer que seja a» ; po-
diamos ter dito «classe dos niumeros complexos», escre-
vendo = < %, se a parte real de = ¢ menor do que a

(1) Ao sinal == atribui-se aqui, naturalmente, o significado
de wdistinto dow, wnfio cofncidente coms. Trata-se portanto de
um conceito puramente 16gico.

parte real de y, ou se, sendo iguais as partes reais,
o coeficiente de ¢ é maior em =, do que em y; ete,
ete. Em qualquer déstes casos, as proposigoes a,f
sfio verdadeiras, ¢ o mesmo sucederd, necessariamente,
a respeito da proposicio y .

E ¢ claro que nfo s6 vy, mas infinitas outras pro-
posi¢oes poderio ser deduzidas, sucessivamente, das
proposicdes «,B, tomadas como axiomas (isto &,
admitidas como verdadeiras, sem atender ao signifi-
cado de <). Déste modo, a partir de tais axiomas
serd desenvolvida uma feoria dedutiva, que podemos
chamar teoria das relagdes bindrias antisimétricas
transitivas, ou ainda, como se diz de preferéncia, feo-
ria dos sistemas parcialmente ordenados V.

Ora é nisto, afinal, que consiste a moderna orienta-
¢do awxiomdatica, formal ou abstracta da Matemdtica :
— em reduzir a uma teoria inica, condensada numa
axiomdtica, o estudo de uma série de propriedades
que, mediante convenientes interpretagies de lingua-
gem, se revelam comuns a infinitos sistemas possiveis.

Vantagem imediata déste método: economia ex-
traordindria de pensaménto, resultante da possibili-
dade de aplicar, a infinitos campos concretos, um
mesmo aparelho légico, constituido por uma réde de
raciocinios, efectuados uma vez por tédas. Os prinei-
pios de dualidade e de transporte, tdo fecundamente
utilizados em Geometria, constituem jd um exemplo
de aplicagio do método axiomdtico.

Todavia, contra éste método aponta-se, entre outros,
o inconveniente de que, esvaziando os conceitos pri-
mitivos de todo o conteido intuitivo, éle romperia
aquéle contacto entre o investigador e a realidade,
sem o qual téda a actividade matemaitica se reduz a
um jégo inteiramente ectéril de simbolos e de férmu-
las. Ora a verdade ¢ que nada impede o investigador,
ao desenvolver uma teoria segundo o método axiomd-
tico, de apoiar a imaginagio sébre algum, ou melhor,
sObre vidrios dos modélos que verificam a axiomdtica.

E claro que se trata de um instrumento, que, como

(1) Interessa mnotar que, adoptando a eserita’ simbdlica da
Logica matemitiea, as proposigles o, B, v assumem a forma ?

—+ (x5£¥) ;

x,¥

B) (x =) Ay =<9)] —— (x 27);
Xy¥,2

a) (x<¥)

7) (xL¥) —=r ~(y<x);
X, ¥
em que os simbolos ———, ~, ~, = representam sconceitos
X, ¥

lbgicos, isto ¢, conceitos comuns is diferentes teorias dedutivas.
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todos os instrumentes, serd 1itil ou nocivo, conforme
o uso que déle se fizer. Nio se justifica portanto o
horrér que a certos espiritos infunde aquilo a que
desdenhosamente chamam a «mecanizacdo do pensa-
mento matemdticor. Se alguém se lembrar de dizer
que os principios de dualidade e de trasnporte cons-
tituem mdquinas de fabricar teoremas — nem sequer
estard longe da verdade. Mas nfo ousard, por @ste
facto, converter em desgraga o que é apenas uma
felicidade, e propdr assim que tais principios sejam
pura e simplesmente excluidos do dominio da Mate-
mdtica.

Nota — [iste esbdgo, baseado sdbre um pardgrafo
dam trabalho meu recentemente escrito, tem por objec-
tivo dar uma primeira idéia do método axiomdtico,
procurando desfazer certas lendas que se criaram 2
volta déste assunto.

B certo que o teorema <, que nos serviu de exem-
plo, ndo passa de uma trivialidade; mas nio devemos
esquecer que a Matemdtica é feita assim — de exces-
sivas trivialidades, tdo habilmente e tio complexa-
mente encadeadas que o resultado deixa de ser uma
trivialidade.

Recordemos, por iltimo, que, [além dos (teoremas
(que se deduzem dos axiomas, por meio das regras da
Légica), hd a considerar nas teorias dedutivas os
e itos derivados, -que se definem a partir dos con-
ceitos primitivos, por meio das operagdes da Ldgica.
Assim, por exemplo, a partir do conceito de «descen-
dente» atrds considerado, podem definir-se os concei-
tos de «filho (a)», de «tio (a)» de «primo (a), de «gera-
¢tiow, de agrau de parentescon, etc. ete. Estas nogdes
de parentesco prestam-se, como se sabe, a curiosos
problemas — que sdo problemas de Matemdtica.

Ds importéncia da topologia na matemética moderna”

por Achille Bassi

As idéias e os problemas da topologia, como fre-
quentemente acontece com as doutrinas que trazem
em si uma profunda razio de ser, tém sua primeira
origem em fatos comuns experimentais que se relacionam
com a vida quotidiana. A topologia, bem como qual-
quer outro ramo de Matemadtica, pode, com efeito, dar
origem a problemas que se prestam para ser enuncia-
dos e compreendidos por quem ¢ leigo, ou quasi, a
respeito de nogdes matemdticas. A matemdtica diver-
tida lhe ¢ portanto, devedora de um grande numero
de pequenos passatempos ou jogos que se relacio-
nam com problemas topologicos de enunciado ele-
mentar.

Mas, este aspeto que, muitas vezes, aproxima o leigo
da topologia ¢, talvez, ainda o que concorreu para
afastar da topologia alguns dos melhores intelectos,
porventura ndo atraidos por questdes que por demais
se assemelbhavam a pequenos jogos.

Com efeito, embora os primérdios dos conceitos to-
poldgicos se confundam com os da geometria e, apesar
das questdes e dos problemas de cardter topolégico
serem conheecidos ha bastante tempo, a topologia sé
se afirma como uma teoria séria e importante em
época recente e, especialmente, com a obra de Rie-
mann, por volta da metade do século passado. Este
matemdtico, como ¢ sabido, foi o primeiro a revelar
com clareza a importancia que os principios topold-
gicos tém para estudo das fungdes de varidvel com-
plexa. j

Outros que contribuiram eficazmente para o pro-

gresso da topologia, quer com uma atividade ocasional
e, por vezes, inconcientemente, quer com um trabalho
sistemadtico, sdo, por exemplo, Betti, Poincaré, Cantor,
Peano, Brouwer, Fréchet, etec. homens esses que per-
tenceram ou pertecem ao escol dos cientistas do fim
do seculo passado e do comego do atual.

Betti e Poincaré desenvolveram as idéias originais
de Riemann, sobretudo no sentido, até hoje reconhe-
civel na topologia moderna, denominado da topologia
combinatoria; os outros deram impulso, principalmente
dquele ramo hoje denominado da topologia dos eon-
juntos ou topologia punctual.

A importincia que, na atualidade, tem a topologia
em “matemética, jd foi assinalada pela obra desses
grandes vultos. Verifica-se, efetivamente, cousa muito
significativa, que os progressos da topologia devidos
a Ostes cientistas estdo todos, ou quasi todos, ligados
a descobertas que tiveram grande valor para o pro-
gresso da matemdtica em geral. .

Quem estuda a génese dos conceitos e das teorias
da topologia tem, para logo, sua atenc¢io atraida pela
enorme diversidade dos problemas e dos campos de
pesquisa habituais, dos quais aqueles cultores da ci-
éncia partiram para chegar a considerar questées de
topologia.

(1) Conferdneia feita na Faculdade de Filosofia da Universi-
dade do Brasil como prelegio do curso de Geometria Superior.

N. R, —Nio se alterou a ortografia adoptada no artigo
transerito.



