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I. 8. T. — Mgecisica Racrovar — Exame final, 1946.

2179 — Achar as extremais do integral

@y
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¢ mostrar que se for néi , ndo hd nenhuma extre-
mal que passe por dois pontos situados de lados opos-
tos do eixo dos yy .

2180 — Achar o momento de inércia do sdlido ho-
mogéneo limitado pelas duas superficies cilindricas

o fyt=a? e xP+yt=>52(a>"b)

e pelos dois planos
z2=h e z=-—h,
1.e. Em relagio ao eixo dos 2z;
2.2. Em relagio ao eixo dos xx.

2181 — Um cilindro de revolugio homogéneo e sim-
plesmente pesado oscila em torno duma tangente
(suposta horizontal) a uma das suas bases. Achar o
comprimento do pendulo simples sinerono.

PROBLEMAS

As resolugies de problemas propostos devem ser enviadas para a Redaccio da «Gazeta de Matemdatican.

Para facilitar a organizagdo da seccdo, pedimos que cada resolucdo seja transerita numa folha de

papel, utilizada 36 de um lado (onde outros assuntos nio sejam tratados), com a indicagdo do nome
‘e da morada do autor.

Das resolugbes recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ouw uma das melhores

¢ mencionam-se 08 autores de todas as resolugbes correctas e 86 destas.

PROBLEMAS
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2182 — Do estudo das séries ) cos no e ¥ sen uf
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deduzir o comportamento da série 2 —=12" sdbre a
: n
n=l
circunferéncia de convergéncia.
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2183 — Sabendo que Af log sen zdx = glog

2
(V., p. ex., o livro de exercicios de Cdlculo Infinitesi-
mal de Todhunter), calcule :
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?%—1 e J :; e verifique as igualdades :
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‘log sen ax dx = — log =
3 e T
T/ 2a “
e J wcotgawda:=2%?log2.

2184—a) Determinar um pentdgono [A'B' C'D' E']

semelhante a um pentdgono convexo dado [AB C D E]

PROPOSTOS

sabendo que é projecgio ortogonal de um pentdgono
regular de 3em de lade. &) Analisar o caso parti-
cular de ser AB=AE (por exemplo), distingnindo
ainda duas hipdteses diferentes consoante o valor do
angulo 4. Estabelecer préviamente as condigdes de
possibilidade do problema.

2185 —Seja 1 o conjunto de todos os nimeros
inteiros. Definamos em 1 um espacgo (¥), associando
a cada elemento (ponto) de 1 as duas vizinhangas
seguintes: Vi=\n,n+1|, Vi=|n—1,n}|.

a) Mostre que as vizinhancas adoptadas sdo con-
juntos abertos.

&) Demonstre que ¢ condigio necessdria e sufi-
ciente para que » seja um ponto de acumulagiio do
conjunto Ac1 que n—1 e n+1 pertengcam a 4.

¢) Verifique, através dum exemplo, que, neste es-
pago, o derivado dum conjunto pode nfio ser um con-
junto fechado.

d) Demonstre que é condigfio necessdria e suficiente
para que o derivado de um conjunto Ac1 seja fechado
que os elementos de 4 sejam inteiros consecutivos.

2186 — Seja 1 um conjunto fundamental e ¥ um
seu subconjunto. Definamos em 1 uma operagdo de
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fecho da seguinte maneira: O=0; X=X+F, se
X=+0.

a) Mostre que o espaco [1,T] é um espago de
Kuratowski.

b) Determine a familia dos conjuntos fechados e a
familia dos conjuntos abertos de [1,7].

¢) Mostre que a fronteira de qualquer subconjunto
de 1 (exceptuando O e 1) é igual a I

d) Determine a familia dos conjuntos cujo interior
¢ o conjunto vazio e mostre que essa familia consti-
tui um corpo de conjuntos.

Para é;claroclmanto das notagBes empregadas nos problemas

n." 2185 e 2186, ver por exemplo, «Fungdes Continuass de A. Mon-
teiro @ A. Pereira Gomes.

Problemas n.% 2183, 2185 e 2186 propostos por José Morgado, e
n.% 2182 a 2184 por Laureano Barros.

ALGUMAS DAS SOLUGCOES RECEBIDAS

1087 — Demonstrar que o plano x+4y+42=0 corta
o cone —b% &+ c—z_?; - % =0 segundo 2 geratrizes
que fazem o Angulo =/3. Mostrar que os parimetros
directores dessas geratrizes sdo a—b, b—ec, c—a, ¢
c—a, a—b, b—ec. R: Elimino z entre as equagdes
da secgdo do plano secante no cone,

x+y+z=0
vz ZX Xy
[ b—ec + c—a + a—b =0
obtenho :
{ Z=—(x+y)
(c—a) (a—b) yz+ (b—c) (a—b) zx+ (b—c) (c—a) xy =0

e
(c—a) (a—b) y2+ (b—c) (a—Db) x*+[(c—a) (a=b)+
+(b—c) (a—b)—(b—c) (c—a)] xy=0,
(c—a) (a=Db) y*+(b—c) (a—b) x*—[(a—b)?+
+(b—c) (c—a)| xy=0
equagio da projeccdo da secgiio no plano XY . Esta
projecgio € uma hiperbole degenerada em duas rectas
concorrentes, que tem por equagoes
rf=(c—a)y—(a—b)x=0, ry=(a—b) y—(b—c) x=0.
Como a secgdo € plana e a sua projecgio no plano
XY € constituida por duas rectas, concluo que a pri-
pria secgdo ¢ formada por duas rectas de equagdes :

_{x+y+z-0 i x y z
=1 (c—a)y—(a—b)x=0 °" c—a
e

_ [x+y+z=0 i x y z
= { (a—b) y—(b—c) x=0 M 2B b=0 o=
(a—b) (¢—a)+(b—c) (a—b)+(c—a) (b—c) _
Va0 -2t (b0
=—1/2 ¢ ryry==/3.

Soluglio de José Machado Gil (da Barquinha).

E co8 (1';: 1.'3)

1433 — Estabelecer a férmula

[sen™! x cos (n+1) @ odm=w+c

(Euler). Achar as férmulas correspondentes para
Ssen" wsen (n+1) wda, [ecos wcos (n+1) zdu,
Jeostwsen(n41) w.dz.

R: f sen" xcos (n41) xdx = f sen™!xcos (nx+x)dx=

—fsenH X COS DX CO8 X dx-«-fsen‘x sen nx dx=

1
- 5 8en” x cos nx -+ fsen‘x sen nx-—fﬂen‘x sennxdx =

= -}{ sen"x cos nx+C . Andlogamente se obtém
Ssen™! x sen (n+1) x dx = % sen"x sen nx+C;
fcoa"—‘ xcos (n+4+1) x dx—fcos"“ xsen (n+1) x dx=
=-—-~l;cos'xcusnx+c.

Solugho de José Machado Gil (da Barquinha)

1899 — Numa urna hid n bolas brancas e pretas.
Qual a composi¢gio da urna, sabendo-se que o mi-
mero de bolas brancas ¢ igual ao valor médio do
numero de extracgdes necessdrias para se obter uma
bola branca, supondo que se vai extraindo, sucessiva-
mente, ao acaso uma bola da urna, com reposi¢iio ao
fim de cada extracgfo. Discutir. R: Sendo b o ni-

mero de bolas br epo o de bolas pretas,
n=b+p
M[b_&+2gg BB(2) 4 rab(2)
n=b+p
o II“’% (lwi)ﬁ,-

A 24 equagllo dé para p os dois valores n+ y/n,
mas apenas n—/n pode satisfazer ao problema. O ni-

mero b serd entio /n.

O problema apenas terd sentido quando n for um
quadrado perfeito.

Soluglio de Laureano Barros (do Pérto).



