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As provas do assistente Rodrigo G. Boto, efectua-
ram-se nos dias 20 e 22 de Dezembro: no primeiro
dia foram discutidos os pontos «Metamorfismo e
Rochas metamérficas» e «Jazigos minerais do tipo
sedimentar» pelos argiimentes Prof. Doutor T. Cus-
tédio Morais e Prof. Doutor Carlos Térre de Assum-

- pgdo; no segundo dia foi discutida a tese intitulada
«Contribuigio para os estudos de Oceanografia ao
longo da costa de Portugal — fosfatos e nitratos»
pelos argtientes Prof. Doutor T. Carrington da Costa
e Prof. Doutor Carlos Torre de Assumpgio.

As provas do assistente José Pinto Lopes, realiza-
ram-se nos dias 28 e 30 de Janeiro ; no primeiro dia
foram diseutidos os pontos : «fotosintese» e «auxinas»

respectivamente pelos argitientes Prof. Doutor Jofo
de Vasconcelos, professor do I. S. A., e Prof. Doutor
Fldvio Rezende; no segundo dia, 0s mesmos argiien-
tes discutiram a tese, intitulada: «Sébre a cariologia
da Secglio Coarctatae Berger do género Haworthia
Duval».

As provas do assistente Carlos Neves Tavares
efectuaram-se nos dias 28 e 30 de Janeiro; no pri-
meiro dia foram discutidos os pontos: «Fotoperiodi-
cidade» e «circulagio na planta» respectivamente
pelos argtientes Prof. Doutor Rui Teles Palhinha e
Prof. Doutor Fldvio Rezende; no segundo dia, os
mesmos argiientes discutiram a tese intitulada: «Con-
tribui¢io para o estudo das Parmeliaceas portuguesas».

MATEMATICAS ELEMENTARES
EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES (1945)

I.S.C.E.F.—Exaue v Arrinio—19 de Outubro de 1945

2137 — Determine a, real, de modo que a equa-
¢do 22+ a (x—1)=0 tenha ambas as raizes maiores
que um. R: Tem-se aA=a2+4a>0, 8S=—a>2 e
f(1)=1>0, inequagies que se verificam simultdnea-
mente para a<— 4.

2138 — Demonstre que «a soma das distancias de
um ponto qualquer do interior dum tridngulo equild-
tero aos trés lados, é igual i medida da alturas. Diga
qual a hipétese e tese do teorema e quais os métodos
utilizados para demonstrd-lo. R: Seja [ABC| o trian-
gulo e P um ponto interior cujos pés das perpendicula~
res sobre BC, AC e AB sio respectivamente R, S
e T. Considerando B'P'C' paralelo a BC tem-se PR=
=P R’ em que P' ¢ a intersecgiio de B'C' com AR/,
altura do triangulo referente a BC. Tragando PA'
paralelo a AC tem-se P'"S'=PS sendo P! a intersec-
giio de B'S', atz;urca do triangulo [B'C' A], com PA’.
Finalinente PT=B'P", alturas do tridgngulo equild-

tero [A'B'P], logo PR+PS+PT=P R +P'§ +
4B PI—PTR+P A=AR', ¢ q.d.
2139 — Desenvolva o produto (1+z)". (1+1/x)"+

(n inteirp e positivo) e calcule a soma dos coeficien-
tes da parte fracciondria em x no desenvolvimento

1 L]
obtido. R: Tem-se sucesivamente (1 +x)" ( ix) -
1 2o 2 1
=.(_'i".‘n_’:ll____xu+(2n+1)xn+l+...+ n:— )+

2
=5 n+1)1+_”+ 2n+1)_1._' A soma dos coe-
n+1/ x 2n+1/ x

Sficientes binomiais ¢ 2" e devido &4 sua simetria, a
soma. pedida € 2%,

2140 — Diga que métodos de demonstragio por
transformagdes pontuais conhece, em que consistem e
quais os conceitos e propriedades em que se baseiam.

Nota—¥ obrigatéria a resposta a trls pontos entre
08 quais o 4.°

Enunciados e solugles dos n.”® 2137 a 2140 de J. Remy T.
Frolre.

"MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR

F. C. C.— Avrcesra Surerior — 2.° Exame de fre-
quéncia — 1945.

2141 — Classificar a quddrica:
42 +y? —2yz —4zx+dry + 20—y +2:—1=0. R: Pro-

curemos o cenlo da quadrica :

8x+4y —4z+42=0
4x 4+ 2y —22—1=0
—4x—2y +2=0.
Os dois primeiros planos sio paralelos entre si mas nilo
ao terceiro. O ceniro € portanto um ponto impréprio e
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a quidrica wm paraboloide eliptico ou hiperbélico. Inter-
ceptando-a pelo plano x=0 vem a cénica y—2yz—y+
+2z2—1=0 gque wma hipérbole. Trata-se pois de um
paraboloide hiperbdlico.

2x—1

1—=

o S |
“1—:!:

2142 — Caleular P——=—" R: Deve fazer-se:

= 2 donde xm=f (t) = 1“! com £ ()= (lita)z'
Feita a substituigdo :
2x—1
P 1—x =Pt3—1 y 2t = 2:?_—!-3_
=, t-1 (1+%)2  (A+0p
1-x :

Decompunhamos esta fracgio, por exempln, pelo método
dos coeficientes indeterminados :
202 +2¢ Mt+N Qt+R
(1+8)2 1+t 14
212+ 2t=Mt+N+ (Qt+R) (1412)
=Qt3+ R+ M+ Q) t+N+R.
Donde Q=0, R=2, M=2, N=—2. Entio:
22 +2t _ 2t—2 2
1+t (1+t)2 1+
2trz+2t_P 2t +P —2 72 ¢
A+t)2  (L+t2 (1482 148
E, como sabemos:
P2t/ (1+t2)2=—1/(1+1), P2/(1+4t2)=2arctg t
P2/(14t)2=arctg t +t/(1+17)

€ portanto
P 2x—1 / | x 1]
1-x i—=x" 3

= arctg . |/x (1—x) +x+C.

2143 —Tragar a curva representativa da fun-
¢do y=logx+1/x. (Coordenadas cartesianas rectan-
gulares). R: Esta fungdo € definida no intervalo
(0, +c0). Quando x=+co 0 mesmo sucede a y, nio
existindo contudo a correspondente assintota porgue:

limy/x=lim (log x/x+1/x")=0 ¢ limy=+oco.
1=+» x=4® xe= 2

Procuremos ainda limy .
x=+0

=1iz log () =Liz G/3/(—3/) =iz (~) = =0
xlogx+1
x

C li 1 =
omo 1im z logx

vem lim (log x+1/x)=lim =-+oco. A recta
x=+0 x==0

x=0 € por isso a dnica assintota da curva.
y'=1/x—1/x2=(x—1)/x*, expressio que s6 muda de
sinal para x=1, passando ai de negativa a positiva.

A fungdo tem pois apenas um extremo local (um minimo)
no ponto (1,1). y'"=—1/x24+2/x3=(2—x)/x2, expres-
sdo que 86 muda de sinal (no campo de existéncia de y)
para x=2, passando de positiva a negativa. Ha pois
um dnico ponto de inflexdo em que a concavidade da
curva, crescendo x, se volta da parte positiva para a
negativa do eixo das ordenadas. Nesse ponto x=2,
y=log2+1/2=1,193 .-.; y'=1/4, arctgy'=14°02',.--
Com éstes elementos podemos tragar a curva.

2144 — Calcular P|z|. R: Para xS0, | x|=x,
Px=x%2+4+C. Para xZ0, |x|=—x, P(—x)=
=—x|2+C'. Como |x| € finita, a sua primitiva, por
admitir derivada finita, serd continua. Temos pois de
relacionar as constantes C e C' por forma que as fun-
gbes F (x) definidas por F (x)=x2/2+C para x=0
e F (x)=—x*2+C' para xZ0, continuas para x+0
sejamn também continuas para x=0. Ewvidentemente que
terd de ser, para isso C'=C e F (x) =x%/2+C para x=0
F (x)=—x/2+C para xZ0 o que ainda se pode escre-
ver mais simplesmente F (x)=x.|x|/2+C que € a pri-
mitiva pedida.

Bolugdes dos niimeros 2141 a 2144 de Renato Pereira Coelho.

F. C. L.— Avoesra Svrerior —1.° exame de frequén-
cia, 4-II1-1944 — 2.° ponto da 2.* chamada.
I
2145 — Achar o produto de todos os valores de
"Wz (z#0). R: Pondo z=p (cosa+isena), temos

2k 2k
Vz="yp (cos +n "+isen¢+ ") 0=Zk<n) e

Zg - Zy v Byt By =
53 [(mB a+(a+2x)+ (2+2- 212+ <+ [a+(n—1) 2] 2

+isenur+ ﬁa+2‘n‘)+ (2+2-28) 4+ [a+(n—1) ]

n
=p}cos[z+(n—1) x]+isen [z+ (n—1) =|°=
=(—1)""p (cos a+isen a)=(—1)"'z

2146 — Conduzir pela origem uma recta que se
x=z+1

y=z—1

2r+3y+z=1. R: A recta pedida serd a intersecgio
do plano m==x+y—22=0 definido pela origem e a
‘recta dada com o plano ='=2x+3y+z=0 conduzido
pela origem paralel te ao pl 2x+3y+z=1.
Das equagbes de w e =' se deduzem as equagies redusi-
das da recta: x=Tz e y= —bz.

apoie na recta { e seja paralela ao plano

2147 — Pode reduzir-se
7 (“: ' U¥,3, ") =2y + 2 — 2y + 2uxr—2yu
a expressio ¢ (¢',y',s')=x'2—y'2—z'" por uma trans-
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formagio real? ou por uma transformagdo geral?
Justificar a resposta. R: Por ser

0-10 1 0—10
-1 20-1
Ay= =0 e Ay = -1 20 !-—1,
0 O 0 001
1-10 0

f(x,y,z,u) € uma quddrica degenerescente de ca-
racteristica 3. Completando a cadeia de menores

principais Az=—1; &= |-=2; Ap=1 com a

2
01
unidade, reconhece-se que a quadriea se resolve numa
soma de dois quadrados positivos e um negativo e por-
tanto s6 pode reduzir-se a ¢ (x',y',2z') por uma trans-
JSormagdo geral e nilo por uma transformagio real.

II

2148 — Bejam A e B .dois mimeros reais, o pri-
meiro dos quais irracional. Supondo que a partir de
certa ordem os desenvolvimentos decimais déstes ni-
meros cofncidem, de que natureza sio as expressdes
A+B e A—B? R: A+B irracional; A—B racional.

2149 — Quando |z +23+---|=|2|+| 22| +--- como
se dispdem no plano as imagens de z;,25,23, -7
R : Encontram-se sébre uma mesma semi-recta de ori-
gem na intersecgdo dos eixos coordenados.

2150 — Donde se deduz o mimero de termos de um
determinante? R: Do nimero de permutagies sbbre n
objectos.

2151 — Como se determinam os coeficientes A da
relagiio que liga os elementos de uma mesma linha em
determinante nulo? R: Pelo feorema de Laplace,

e £ {a ge j=i
E d 0 se j5i.
Maltrald-aal=0 com W=AF (k e i varid-
veis; j fixo).

2152 — Seja y o menor principal Al do determi-
nante A. Que valor tem A quando se anulam todos os
menores de 1.* classe de y? Porqué? R: Pela fir-
mula de redugio de Cauchy, aA=aly—Zykala¥, se
conclut que A € nulo por ser yf=0 (i, k=1,2,-.-,n—1)
e consegiientemente 3 =0 .

Mas como A=0, serd sempre

2153 — Em que consiste a inversio de uma ma-
triz? Justifiqgue a regra da inversio do produto.
R : Inverter uma matriz € obter uma outra que multi-
plicada pela primeira dé a matriz unidade, para o que
basta dividir todos os elementos da matriz adjunta pelo
determinante da matriz. A matriz inversa do produto
€ o produfo das matrizes inversas dos factores mas ecom
a ordem invertida, porque a mesma regra se verifica na
determinagio da matriz adjunta do produto.

2154 —Qual a caracteristica de uma matriz
adjunta? Justifique a resposta. R: E a caracteristica
da primitiva matriz porque um delerminanie e o seu
adjunto sé simultineamente se anulam.

2155 — Forme o produto das transformacgdes y,=
=@le, e x;=xu, e relacione a respectiva matriz
com as matrizes dos factores. R: Tomando (para evi-
tar ambigiiidade) o indice mudo k em vez de h na se-
gunda transformagdo, temos y= B} x,= [} f u,=3F u,
com B3f=pFak (a matriz da transformagdo produto é
igual ao produto das matrizes das trasformagies facto-
res).

2156 — Utilizando apenas planos e eixos coorde-
nados (gerais) dé exemplo de uma recta e de um plano
de equagdes w/Ad=y/B=2/C e Aw+By+ Ca=0 que
nio sejam necessiriamente ortogonais. R: Conside-
rando para triedro de referéncia um triedro qualquer,
o plano XOY e o eiwo dos zz (por exemplo) estio nas
condiybes do problema (A=B=0).

2157 — Conhecidas as férmulas de passagem de
um sistema cartesiano rectangular a outro sistema
andlogo, como pode saber-se se um dos triedros sé
difere do outro pela sua posigio no espago? R: Os
dois triedros tém a mesma disposigio ou disposigies opos-
tas conforme for igual a +1 ou —1 o determinante da
transformagdo ortogonal x'=ax+a'y+a'' z, y'=bx+
+b'y+b'z, z'=cx+c'y-tc''z, onde a, a', a"; b, b,
b'", ¢, ¢', ¢'", sido os cosenos directores de OX', OY'
e OZ! respectivamente.

Bolugbes dos n.® 2145 a 2157 de F. Roldfio Dias Agude
(aluno da F. C. L.).

CALCULO INFINITESIMAL — ANALISE SUPERIOR

F. C. P. — Circuro IsFrsaresmuar —4.° Exame de fre-
quéncia, 1945.

2158 — Mdximos e minimos de yn_mz— .
ot—x—2
x=0 . y'=0
B Tumws yim —2EHD__2(@) fx=s y=0
(x—2) (x+1)2 4 (x) | x=2 y'=o0
x=1 yl=oo

¢ (x)=—2x—4

¢' (0) <0, ¢ (0)>0 logo y" <0 e temos um mébwimo;
¢ (—4) >0, ¢ (—4)>0 logo y'>U etemos um minimo.
Para x=2 vem y' (2—h) <0, y' (24+h) <0 e a fun-
¢do € decrescente. Para x=—1 vem y' (—1—h)>0,
¥' (—=1+h) >0 e a fungdo € crescente.

2159 — Mudan¢a de varidveis independentes na
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3 iz s 0 d {u-e' R u&*z a determinar pelo método dos coeficientes indeterminados.
equ AR e . T H e
quag R 0P sendo e AP Fu
PRI o0 S 2165 — Fazer no integral I=—.f ¢ ™
dugv  ov P
2160 — Calcule f arcsen {/2zdx. danga de varidvel w=y[y2—y*. R: dx=2 (2—y?)~*dy
o s L =t ! dy
Vem: I=oarcsen {/2c——= {-m’ (1—20) ®de= 1=2 . T e
e Ve, ; @—-y)» [1 T =y zJ
= arc sen Vﬁ——éj (z'—2) Zdz. &
__! —dY_—
Fazendo o' —2={? temosf(:r‘—ﬂ) 3 dx VE=y) 01—y?)

t
2(32+2) 2../2

]/:z: 222 +

'_J.(e=+2)=' 185

Logo I=gx arcsen{/2x +

i

w
= [are tg e =3

2162 — Verdadeiro valor de y=(2'—3z+1 — «
para x=co.

Ry _(l/“:“ 3{;?'1"_)_2_:,;_3 - ¢4_§
Vx2—3x +1+x  ¢Y1-3/x+1/x2+1 2
2163 — Dado 2*+4y=2, calcule %" em (1,1).
R: y'"=6.
Bolugdes dos n.% 2158 a 2163 de Jayme Rios de Souza.

I. 8. T. — Crcuro InFrsiTesmMar — 4.° exame do fre-
quéncia de 1944-45.

+2

22 Vz+3 2
Vm3+2.rz—5..c—6 5
+a

2164 — Calcular 7=
-3
R:I“f x2 l/ngdx_“__ x2dx
v (x+1) (x-2) (x+3) V(x+1) (x—2)
—3 -3
O integral proposto € convergente. Efectuando a mu-
danga de varidvel /(x—2) (x+1) =(x+1) t vem

VE+1) (x—2 1—12)3
JVEDED T J a-n
A4 B#4Ct+D
2[—W—+Elog(1—-t)+
0
+Flog(1+t) | sendo A,B,---F constantes
Wi

2166 — f () =sen (1 —z) —log (2—=) ¢ infinitésimo
com 1—z. De que ordem? R: Fagamos 1—x=y,
-1
e procuremos n tal que l&nw seja fi-
yﬂ
nito e ndo nulo. Para n=2, vem, aplicando a regra
L’'Hbpital duas vezes :

sen y—log (14 y) cos y— (1 +y)"

lim = lim

=0 E r—o 2y
— +(1 =
= lim Lg(ty) 2 Logo f(x) ¢ mﬁm&é-

simo de 2.% ordem com (1—x) .
2167 — Estudar a convergéneia do integral :

+m/4
€08 f+48en § s 22
cos 6—sen 0

dy. R: A fungdo integranda

—m/4
torna-se infinita em =/4. Ora: %:i—:g—:
1

- — — = — . A T4 A, F} *

cotg (6—=/4) e —a) ¥ o critério
de Bertrand, vem para n=cos 2z :
1 (6—=/4)" 1 S xwid) Amenc
ponis [~ 88 O—m A== " | T g (i—=/4) |

- (_1):0;&: #:0 360, :
O integral € convergente para cos2xz<1 e diver-
gente para cos 2z=1.

Bolugdes dos n.% 2164 a 2167 de Olivio de Sousa Bento.

F. C. L. — Anavuse SuPERTOR — Bxams. final — Outn-
bro de 1945.

2168 —a) Estabeleca a equaciio is derivadas par-
ciais da qual é um integral completo a dupla infini-
dade de esferas de centros em XOV e tangentesa OY.

b) Verifique que a equagiio obtida exprime certa
relagio entre os segmentos MN e NQ, onde por M
se designa um ponto genérico de uma superficie inte-
gral qualquer, N o trago da respectiva normal em

b}
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XO0Y e Q a projeccio ortogonal de N sdbre OY
(eixos rectangulares). Indique tal relagio.

¢) Superficies integrais contendo o circulo x?+y2=
=2z do plano XOY .

d) Verifique que as caracteristicas de qualquer
superficie integral constituem um sistema de linhas
de curvatura. R: a) Equagdo finita da familia de
esferas: zz,+.(’x._m)z.'.(’v_B}Z-az_pr.l.y!.!_zz_
—20x—28y+R2=0. Donde, por derivagdo parcial:
x—a+pz=y—B+qz=0. Eliminando a e B entre as
3 equagdes, acha-se p? 22+ q? 22+ 72=(x+pz)?.

b) Equagdes da normal em M (x,y ,z):

RNy Sl—x

P q ~1
coordenadas de N: (x+pz,y+qz,0); segmento MN :
Vp2ei+ q222 422 ; coordenadas de Q: (0,y+qz,0);
segmento NQ: V/(x+pz)?. A equaglo obtida traduz,
pois, que: MN=NQ .

¢) Com z=x2+4y?—2x=0 ¢ 2x—2ax—2B }/2x—x24
+ =0 que se pode pbér na forma

4x2 (1—2)2+4x B? (1 —a) + Bt=4p? (2x—x2)
e que, obrigada a ter raizes iguais em x, da:
B (4a—p)=0 donde se deduz: B=0 ou a=p4,
Se =0 — x24+y24 2222 x=0, infinidade simples de
integrais particulares, da qual faz parte x24y2+ 22—
—2x=0 (2=1) que passa pelo circulo dado. Se
a=f%4 — x24-y24 22— (x/2—1) B2—2By =0, infinidade
simples de integrais particulares cujas secgbes, pelo
plano z=0, sdo curvas tangentes ao circulo dado.
A envolvente de tal familia com um pardmetro repre-
senia uma outra superficie que também satisfaz ao pro-
blema de Cauchy proposto; derivando em ordem a B e
eliminando B acha-se x (x2+y?+z)=2 (x2+22).

d) O sistema de Charpit-Lagrange para a equagio
ds derivadas parciais obtidas em a) admite os integrais
X+pz=¢; y+qz=cy (de facto, dx+pdz+zdp=0 e
dy +qdz +2dq=0 sdo combinagies que déle se deduzem).

As caracteristicas das sup. integrais verificam, assim,
a equagdo dp d(y+qz)=dqd(x+pz) das linhas de
curvatura.

2169 — Calcule f _’:; cos?6de, transformando-o,

40
préviamente em f 2 S (x) dz mediante uma relagio

‘@=UF (0) convenientemente escolhida e recorrendo,
seguidamente, & teoria dos residuos. R: Com
+=  dx A
x—tgﬁ-—»f_w AT+ e pelo teorema dos residuos,
usando o contbrno xZ+4yl=oco, y=>=0, acha-se logo:
+o  dx ™

~ (14+x2)2 2
Enunciados e solugSes dos n.”® 2168 e 2169 de Humberto S.
Meonezes.

F. C. P. — Axirise Svrrrior — 2.° exercicio de repe-
ticdo — 4 de Marco de 1945.

2170 — Determinar uma fun¢do analitica da varid-
vel z: f(2)=¢ (z,y)+7¢ (¢,y) para a qual sdo satis-
feitas as condigdes:

; 1
@) £ (1) =15 8) p+y=-+y + ; log a2+ y2)+ arctg :’_5.
Determinar, em seguida, o valor da sua derivada no
ponto 1+i. R: Atendendo as condigies de Cauchy-
-Riemann obtem-se por derivagio de b) :
[}, 0 RN S ok o
Jx x24+y2 Jy xi4y?
Entio, a integragdo de

- ——)ax+
dp (1 +x?+y3) dx

1
da q:=x+§10g (x2+y%) +¢y. Logo qa-y+arctg§-—c1.

.
d
x2+y2 ¥

1
Portanto £ (z)=[x +31log (x+y?) +ei]+i [y+artg§—c,1 .

A condigiio a) determina ¢;=0. Pode entdo escre-
ver-ge: f (z)=z+logz. O valor da derivada no ponto
1+i ¢ 8/2—i/2.

2171 — Desenvolver em série segundo as poténcias
de z (desenvolvimentos de Taylor ou Laurent) a

= a1 z4+1
fung8o 7113 _R. Ponhamos F iy
2.0 =L _9h: B. Noinserior de n civoulo de
z—3 z—1

centro na origem e de raio 3 (Cy) pode escrever-se:

2 2.1
e T BT

2 z , 2* z"

=—— et DT IO VA T 1Y
3 (1+3+3= 3n )

No exterior de Cy, serd:

2 2 1 2 3 3
= = -—— =5 —e ) =
B A z—3 % 1—3/z z( z+23 )
223 2.8
o S

No énterior de um circulo centrado na origem e de
raio 1 (Cy) , serd:

1 1
e Sl S = IR e 1
(1) s Be=mmmt e (Lt s h ik i)

No exterior de Cy,

(2!) _B:x _1 -—1. 1 =
z—1 .z 1-1fz
1
=—(z+;§+---+—+ )
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Poderemos, portanto, escrever simbolicamente :

No interior de C, F=(1)+(1"
Na coroa circular F=2)+(@1)
No exterior de Cy F=(1"+(2").

2172 — Calcular, por meio da teoria dos residuos,
o integral definido: J cos (a?) da.
. (1]

Indicagio: Integrar ¢ aolongo do contdrno fechado
definido pelo eixo oz, a bissectriz do 1.° quadrante

e um arco AB de circunferéncia de centro O e
raio R. R: Seja T o contdrno fechado OAB , a que
se refere o enunciado :

S e dz=0, pelo teorema de Cauchy. Mas :

T

R
fe"‘ dz==fe;""l dx+fc‘" dz+fe""”‘“' (1+i) dx.
T 0 AB BO

Quando R— oo, € facil ver-se que: A{B-‘!—*O-

GEOMETRIA

F. C. L. — Grouerria Prosecriva — Exame Final, Ju-
lho de 1945 — Ponto n.° 2.

2173 — Estabele¢a uma projectividade entre 2 fei-
xes ndo sobrepostos, geradora duma pardbola com
uma dada diree¢lio assintdtica, e construa um par de
raios, homélogos nessa projectividade, cortando-se s6-
uma recta dada » que ndo tenha direc¢ido do ponto
impréprio da cénica. Numero de solugdes do problema
(para a cdnica individualizada). Se se impuzesse a r
a condigdo oposta da acima referida, que teria, de
particular, a conclusio a que chegou na andlise do
mimero de solugdes ? Determine, para o caso consi-
derado, o diimetro conjugado com a direcgio de 7.
Pode esta questiio pdr-se na hipétese oposta relativa
a direcgdio de r?

MECANICA

I. 8. T.— Mecixica RacioNaL — 2.° exame, 1944,

2176 — Os extremos A4 e B duma haste pesada
homogénea escorregam sem atrito, sdbre dois eixos
rectangulares Oz e Oy.

Ox & vertical e fixo.

Oy estd animado duma rotagfo de velocidade angu-
lar constante w, em térno de Ox.

Estudar o equilibrio relativo da haste AB.

2177 — Determinar o centro de gravidade do vo-

Ficard entdo: [ e dx—(1+i) fe ' dx=0
o o

ou: _‘2’5 = (1+i) f [cos (2x%) —i sen (2x?)] dx;

dowdla’ 12‘_" = [ 0f cos (2x2) dx+ f sen (2x2) dx] !

i [ f cos (2x?) dx— f sen (2x2) dx] -
o 0 g

@ & &7,
Logo: [ cos (2x?) dx+ f sen (2x?) dx e.—_l;lr
b o

J cos @x2) dx— f* sen (2x) dx 0.
0 (1]

Portanto : ﬁf cos (2x2) dx = .‘L‘/EE i

donde resulta : f cos (x2) dx-g J"—% 5

Solugbes dos n.®® 2170 a 2172 de Laureano Barros.

PROJECTIVA

2174 — Construa (por aplicacio do teorema de
Pascal a uma circunfréneia), 2 tridngulos homoldgicos
[4 B C) e[d4 B C'], e determine o género da cénica
que, na homologia definida, corresponde & circunfe-
circunscrita a [A B C]. Caso se trate duma pardbola,
determine a direcgfio do seu eixo e, caso se trate duma
hipérbole, determine as suas assintotas.

2175 — Duma hipérbole, conhece-se: o eixo focal
(real) —6 em — e a direegdo dum dos pontos impré-
prios. Determine: a) as assintotas; ) o difimetro
conjugado com uma dada direcgfio r (escolhida esta
por forma tal que o didmetro da sua direcgfio inter-
secte a cdnica em pontos reais) ; ¢) uma tangente pa-
ralela a uma recta dada d (escolhida esta por forma
que o problema tenha 2 solugdes (reais, distintas).

RACIONAL

lume limitado pelos trés planos coordenados, supostos
rectangulares, e pelas superficies dos cilindros

y? 2t x? g2
et ata-t

no oitante positivo dos eixos.

2178 — Um ponto material cai para um centro
fixo que o atrai na razfo inversa do cubo da dis-
tincia. Conhecida a distdncia inicial, qual é a dura-
¢80 da queda?
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I. 8. T. — Mgecisica Racrovar — Exame final, 1946.

2179 — Achar as extremais do integral

@y
I—_~fa:"y’3da:,
Ty

¢ mostrar que se for néi , ndo hd nenhuma extre-
mal que passe por dois pontos situados de lados opos-
tos do eixo dos yy .

2180 — Achar o momento de inércia do sdlido ho-
mogéneo limitado pelas duas superficies cilindricas

o fyt=a? e xP+yt=>52(a>"b)

e pelos dois planos
z2=h e z=-—h,
1.e. Em relagio ao eixo dos 2z;
2.2. Em relagio ao eixo dos xx.

2181 — Um cilindro de revolugio homogéneo e sim-
plesmente pesado oscila em torno duma tangente
(suposta horizontal) a uma das suas bases. Achar o
comprimento do pendulo simples sinerono.

PROBLEMAS

As resolugies de problemas propostos devem ser enviadas para a Redaccio da «Gazeta de Matemdatican.

Para facilitar a organizagdo da seccdo, pedimos que cada resolucdo seja transerita numa folha de

papel, utilizada 36 de um lado (onde outros assuntos nio sejam tratados), com a indicagdo do nome
‘e da morada do autor.

Das resolugbes recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ouw uma das melhores

¢ mencionam-se 08 autores de todas as resolugbes correctas e 86 destas.

PROBLEMAS

oo o0
2182 — Do estudo das séries ) cos no e ¥ sen uf
n={

n=l

A
deduzir o comportamento da série 2 —=12" sdbre a
: n
n=l
circunferéncia de convergéncia.

™2

1
2183 — Sabendo que Af log sen zdx = glog

2
(V., p. ex., o livro de exercicios de Cdlculo Infinitesi-
mal de Todhunter), calcule :

i ™ 2= nmw | T/
im | s€n — | Dol - | | St
i) B ™ oan|
o " od
i -
?%—1 e J :; e verifique as igualdades :
e n
T/ 2a 1
L3
‘log sen ax dx = — log =
3 e T
T/ 2a “
e J wcotgawda:=2%?log2.

2184—a) Determinar um pentdgono [A'B' C'D' E']

semelhante a um pentdgono convexo dado [AB C D E]

PROPOSTOS

sabendo que é projecgio ortogonal de um pentdgono
regular de 3em de lade. &) Analisar o caso parti-
cular de ser AB=AE (por exemplo), distingnindo
ainda duas hipdteses diferentes consoante o valor do
angulo 4. Estabelecer préviamente as condigdes de
possibilidade do problema.

2185 —Seja 1 o conjunto de todos os nimeros
inteiros. Definamos em 1 um espacgo (¥), associando
a cada elemento (ponto) de 1 as duas vizinhangas
seguintes: Vi=\n,n+1|, Vi=|n—1,n}|.

a) Mostre que as vizinhancas adoptadas sdo con-
juntos abertos.

&) Demonstre que ¢ condigio necessdria e sufi-
ciente para que » seja um ponto de acumulagiio do
conjunto Ac1 que n—1 e n+1 pertengcam a 4.

¢) Verifique, através dum exemplo, que, neste es-
pago, o derivado dum conjunto pode nfio ser um con-
junto fechado.

d) Demonstre que é condigfio necessdria e suficiente
para que o derivado de um conjunto Ac1 seja fechado
que os elementos de 4 sejam inteiros consecutivos.

2186 — Seja 1 um conjunto fundamental e ¥ um
seu subconjunto. Definamos em 1 uma operagdo de



