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APLICACOES DA MATEMATICA

FILSAC A, T EORITH
O EFEITO COMPTON
por A. Gibert (bolseire do I. A. C. em Zurich)

A publicac@io das curtas notas que seguem, num periédico como a «Gazeta de Matemdtica», tem dois fins ambiciosos :
o mais modesto € dar aos curiosos uma idéia do que € o efeito Compton, que figura na Fisica como um dos fenémenos mais
demonstrativos da natureza corpuscular da radiacfio e como um exemplo nitido da insuficiéncia das teorias cldssicas;
o outro é fornecer aos estudiosos um tema que os ponha imediatamente em contacto com um dos ramos mais importantes
(e, creio eu, menos conhecidos, ou antes, menos cultivados, entre n6s) das Matemdticas aplicadas : as teorias cldssica e
quiAntica da difusfio. Esta finalidade explicard a inclusfio de alguma bibliografia que, de outro modo, n#io teria aqui cabi-
mento. Nela se encontrarfio alids as principais fontes do que aqui se fr eve sem a pretensdio de originalidade,
Aos estudiosos que queiram consultar algumas das obras que citamos, recomendamos que recorram, para isso, em parti-
cular, & Biblioteca Geral e ao Laboratdrio de Fisica da Faculdade de Ciéncias, em Lisboa, e ao Centro dos Estudos de
Matemidtica, no Portn,
O estabelecimento de certos resultados, que damos sem demonstraciio, poderd ser exercicio ttil para principiantes.
Sempre que assim nos pareceu, assinaldmos tal facto com um asterisco,

1. Estudo fenomenolégico do efeito Compton.
O efeito descoberto pelo sdbio americano A. H. Com-
pton, em 1923 (e que lhe valeu, em 1927, o prémio
Nobel da Fisica) estd em intima relagiio com o fend-
meno da difusdo da luz, conhecido desde tempos re-
motos e cuja teoria foi feita em fins do séeulo XIX.
Foi entdo que Lord Rayleigh explicou a cor azul do
céu assim como o aspecto encarni¢gado que o sol apre-
senta no nascente e no poente, mostrando que a
intensidade da luz difusa é inversamente proporcional
a4 quarta poténcia do comprimento de onda da luz
incidente. (Phil. Mag. (1), 41, 107 e 447, 1871;
(5), 47, 375, 1899) . O fenémeno da difusio da luz
foi interpretado por Tyndall em 1868 (Proc. Roy. Soc.
17, 317, 1868) e pode, em primeira anilise, ser atri-
buido & difracgdo sofrida pela luz ao encontrar objec-~
tos tdo pequenos como as moléculas dum gis.

O resultado mais importante da primeira fase da
teoria foi obtido por J. J. Thompson ao estabelecer
a férmula
ik 14cos® @

AL
em que I é a intensidade da luz difusa na direcgfio
que faz o ingulo ® com a direcgio da luz incidente.
Desta férmula resulta, em particular, que aintensidade
da luz difusa é mdxima na direcgdo da luz incidente
e 6 igual nos dois sentidos desta direcgio.

Um outro importante resultado, também estabelecido
pela teoria cldssica (dum modo que indicaremos
adiante), é o de que a frequéncia da luz difusa é igual
4 da luz incidente.

Em 1923, Compton descobriu justamente o contririo
(Phys. Rev., 21, 483, 1923) estudando a difusdo de
raios X monocromiticos (risca Ka do molibdénio) ;
verificou que a frequéncia da radiagfio difusa era me-

(=, proporcional)

nor que a da radiagio incidente (difusfo nfo coerente),
ou, o que ¢ o mesmo, que o comprimento de onda
auments com a difusfo (V. M. de Broglie ¢ Dauvil-
liers, Comptes Rendus, vol. 178 e 179).

Imediatamente apds a descoberta de Compton, veri-
ficou-se que (de acordo com uma hipédtese do proprio
Compton) a difusio nio coerente era acompanhada
de emissdo de electrdes (W. Bothe e H. Geiger,
Zeits. f. Phys., 32, 639, 1925 e C. T. R. Wilson, Proc.
Roy. Soc., 104, 1, 1923), chamados electries de recuo,
pelo dtomo difusor.

A variagio do comprimento de onda 4 dada por

h
A = = (1—cos @) e o seu valor mdximo, 2h me, é da
o

ordem de 0,048 A. Sese pensar que os comprimentos
de onda da luz visivel ou do ultraviolete sio da ordem

de alguns milhares de i, compreender-se-4 que nio
teria sido fdeil pér este fendmeéno em evidéncia com
tais radiagbes. No entanto, no caso das radiagdes
moles, a raziio é outra e mais forte (o efeito nio é
energiticamente possivel).

Como se verd adiante, a teoria cldssica é impotente
para explicar este efeito. Pelo contrdrio, nas mios
do préprio Compton, a teoria quintica de Planck-
-Einstein teve ao explicd-lo um sucesso que foi um
dos motivos determinantes da vitéria da hipétese da
natureza corpuscular da luz.

Os refinamentos sucessivos da teoria do efeito
Compton constituem um significativo exemplo das
possibilidades das formas mais avangadas da Meca-
nica Ondulatéria.

Do punto de vista qualitativo, a variagiio de fre-
quéncia explica-se imediatamente da seguinte maneira:
se a difusdo resulta do choque dum fotio com um
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electrdo, este sofre um recuo no qual levard parte da
energia do fotdo; a energia deste diminui e, portanto,
de acordo com a experiéneia, o comprimento de onda
aumenta.

2. Teoria cléssica de difusdo. O fundamento desta
teoria reside na seguinte hipdtese: os electrdes dos
dtomos podem funcionar como osciladores harmdni-
cos, de tal modo que quando sobre eles incide uma
radiagio (ou onda) eles entram em vibragdo for¢ada
que, como se sabe, terd a frequéncia da radiagdo que
a provoca. Por outro lado, um tal oscilador constitui
um dipolo eléetrico de momento varidvel e emite pois
uma radiagio electromagnética cuja frequéncia é a
da sua vibragio. Em resumo, segundo a teoria clds-
sica, a difusfo é coerente, isto é, a luz difusa tem a
frequéncia da luz incidente.

Pretendemos agora calcular a intensidade da luz
difusa numa certa direcgéo. Pode fazer-se um cdlculo
elementar da seguinte maneira: admitamos que o
electriio difusor ¢ um oscilador motropo, isto é, com
uma equacio de movimento w=—4s*3x em que v, 6
independente de . Suponhamos agora que este oscila-
dor entra em oscilagdo for¢cada sob a acgio duma
onda electromagnética plana monocromdtica polari-
zada rectilineamente, isto ¢, de equagses

E=E,=Ey- ¢ ¢ H=H=H- 7%,

Pode entio tomar-se para equagdo do movimento
forgado do oscilador @= —4n?vx — ::JEO . gf 3wV
CEQ

LT M RN
T mg (A=) eIV, como é

cuja solugio é x =—
fdcil de ver.*®

O caso v=y, (catdstrofe de ressonincia) pde em
evidéncia o cardcter aproximado da férmula dedu-
zida. De facto, ao escrever a equagiio do movimento
do oscilador supods-se, contrariamente A realidade,
que ndo havia amortecimento (V.: A. H. Compton e
8. K. Allison, X-rays in theory and experiment, p. 195;
Londres ; 1935). Estaremos pois limitados a casos em
que viEvg.

Por outro lado (V. p. e.: M. Born, Optik, p. 422;
Berlin, 1933) a energia radiada por um dipolo de mo-

mento P numa direc¢do fazendo um fdngulo 6 com a
1

-S,-"1'—"0‘,‘—"’.2(}))2 senZ 0.

sobre a esfera tem-se a energia total*

s-ffg,-ﬁaena.da-@-%-(ﬁ)’. No nosso caso,

do dipolo é Integrande

% eEy+?
como P—c-sem—m -3 tem-ge
2e= - E-A
8-—(::)' m3 (i—)2 % seja
et Eg v
@ $=3a m G-

Por outro lado podemos escrever

1 3 d-Fy.

. 2
Ty m.,(v.,-,z)z o

Ei-c 2 B
e, se notarmos que %Lr-* representa a intensidade

incidente Iy, poderemos escrever

et v
@ &= .
cA r2mi (§—»?)
Note-se agora que no caso de se ter v<<vp, a for-
2¢t Ej 1
mula (1) escreve-se & = B ;:: TR nfo é sendo a

férmula em 3% de Lord Rayleigh. No caso oposto de
ser v >> v a formula (2) escreve-se

.- sen? @

et

o= e‘rzma
a qual mostra que a intensidade da radia¢fio difusa é
independente da frequiéncia e como ela depende do
angulo 6. E a férmula bem conhecida de Thompson
(V.p.e.: J. J. Thompson, Conduction of electricity
trough gases, p. 325; 2.* ed., Cambridge).

Concluindo, vé-se que, no caso extremo dos peque-
nos comprimentes de onda (dos raios X, nomeada-
mente), a teoria cldssica conduz a formula de Thomp -

1+cos28
2

el
son que toma a forma Iﬂm;cirz'fﬂ'

quando se considera uma onda incidente de polariza-

¢do qualquer.

Era este o resultado fundamental da teoria cldssica
a que queriamos chegar. A este respeito poderio
ainda consultar-se com vantagem, além das jd citadas,
as seguintes obras : L. de Broglie, Une nouvelle théo-
rie de la lumitre, p. 35, Vol. II, Paris, 1942; A. Som-
merfeld, Atombau und Spektrallinien, p. 645, Vol. L, 5.
ed., Brauschweig, 1931; J. C. Slater e N. H. Franck
Introduction to theoretical physies, p. 204, 1. 8. P,,
1933 ; M. Born, 1. c. p. 371 ; Compton e Allison, 1. e.
p- 117.
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Na interpretagio cldssica da difusfio dos raios X,
cedo apareceu uma discrepincia dificil de explicar .
para frequéncias da radiagdo incidente muito elevadas,
o cdlculo dava para a intensidade da radiagio difusa
um valor maior do que na realidade se observava (V.
C. G. Barkla e M. P. White, Phil. Mag., 34, 275, 1917;
(. A. Schott, Proc. Roy. Soc., 96, 395, 1920). O pré-
prio Compton (Phys. Rev. 14, 20, 1919) conseguiu no
entanto explicar esta anomalia admitindo para o
electrfio um raio aprecidvel, da ordem do comprimento
de onda dos raios gama duros, mais precisamente, da

ordem de h/me=0,024 A.

Como diz o préprio Compton: «...led physicists
to class scattering (difusfo) with interference and
refraction as being completely explicable according
to our classical theories of electron and electromagne-
tic waves Then appeared a new set of scattering
phenomena — the change of wave lenght of scattered
X-rays, recoil electrons associated with scattered
rays, ete, wich could be interpreted only on the
assumption that X-rays are corpuscular in nature».

Estes corpiisculos coneebidos por Einstein, que lhes
atribuiu uma energia Av, inspirando-se na hipdtese
dos quanta de Planck, chamam-se fotdes. A sua
quantidade de movimento é Avje .

3. Teoria quénlica elementar do efeito Compton.
a) Teoria ndo relativista. A figura junta, tantas

vezes repetida, demonstra claramente como se concebe
o fendmeno da difusfo dam fotdo de energia /v por
um electrfio difusor em D. O fotio difuso segue com a
energia &y numa direcgfo que faz ingulo ¢ com ade
incidéncia e o electrio difusor desloca-se numa di-
reegdo fazendo o Angulo § com a do fotdo incidente.
L o electriio de recuo R. Supondo que a sua veloci-
dade » é pequena comparada a da luz v <<e¢, a sua
energia cinética e a sua quantidade de movimento,
respectivamente, sfio dadas por mv2/2 e mv. Admitindo
que o novo fenémeno ndio pde em cheque os principios
da conservagio da energia e da quantidade de movi-
mento, deverd ter-se

42
My=bivt + '% (C.E)

R
P * cos D+ mu cos b
< (C.Q.—M)

?'seno——-mv - 8eno.

Podemos resolver este sistema em ordem As trés
incégnitas Av=v—v', v, e 0 para cada dngulo difu-
sor ®. Obtém-se assim facilmente*

h
Ay = ;;‘cz -yt (1—(‘:08 @)

desprezando poténcias de Av=v—y' de grau superior

c
a 1 e Av em presenga de v. Notando que v = ~ e

fazendo Ar=2i'—21 vem a férmula ji cldssica
h
= — (1—cos @) .

Desta conclui-se imediatamente que, no efeito Com-
pton, o aumento de comprimento de onda niio depende
da radiagfio incidente nem do difusor; cresce com o
dngulo de difusfio @, sendo mdximo para ®=180e.

b) Teoriarelativista. Verifica-se experimentalmente
que a velocidade do electrdo de recuo, », é suficiente-
mente grande (em particular para raios muito duros)
para que nfo seja vdlida a aproximagfio newtoniana
w<<ec. Devemos entdo tomar, para o electrio, as

. expressdes relativistas da energia cinética e da quan-

tidade de movimento. As equagbes de conservagio
escrevem-se agora:

e (v—li_—— = 1) (l‘ 5 E)

[

R > mpe 3
— 8¢ T ———

& n \/l_pzsen

Dum modo andlogo ao anterior estabelece-se ainda
h
a equagdo cldssica® a) = .~ (1—cos @) .

A energia cinética do electrfio de recuo é dada por*

a(1—cosd) hv

T / e
=) "

Também ¢é fdcil estabelecer a expressiio* cotg ®/2=
= —(a+1) tg0 que mostra que para cada electrio de
recuo na direc¢dio 0 corresponde uma direcgdo de di-
fusdo bem determinada (por meio de ®), conclusio
esta em completo desacordo com a teoria cldssica se-



GAZETA DE MATEMATICA

11!

gundo a qual a radiacio difusa deve ser emitida em
todas as direcgoes.

Note-se que esta teoria ainda nfo pode ser satis-
fatéria, pois seria indispensdvel, para isso, que ela
pudesse dar o valor correcto da intensidade difusa
na direcgdo ®. Ora isto nio & possivel, porque a teo-
ria primitiva de Einstein-Planck nfo dd indicagfio
alguma sobre a probabilidade de difusfio numa certa
direcgdo (isto é, da intensidade nessa direc¢io).

Veja-se ainda (mas com atengfio) o livro de E. Bloch,
L’'Ancienne et la nouvelle théorie des quanta, Paris,
1930.

4. Teoria do efeito Compton em mecénica ondu-
latéria de De Broglie-Schrédinger. (V. E. Schridin-
ger, Ann. der Phys., 82, 257, 1927). Sabe-se que, se-
‘gundo a concepgido de L. De Broglie, um electriio é
representado por um trem de ondas ¥ de comprimento

h
de onda A = ——(V.p.e.: L. De Broglie, La Méca-

nique Ondulatoire des Systimes, Paris, 1939). Se
supusermos que o electrio difusor, em vez de estar
em repouso, estd animado da velocidade v/2 na mesma
direcgiio e em sentido oposto ao do movimento do
electrio de recuo, este também terd, no novo sis-
tema de coordenadas (coordenadas normais), a velo-
cidade v/2 e, portanto, a sua onda associada terd o
mesmo comprimento de onda. Os dois trens de onda
viio assim formar ondas estaciondrias e a distincia

1 1 &
entre dois nds consecutives serd § = — A = — =
2 2 mv[2

o' Em relagiio ao fotdo incidente, tais ondas

funcionarfo como uma rede de difrac¢io de intervalo §
e, portanto, a radiagfo incidente (de comprimento de
onda 1) serd difractada segundo a lei de Bragg (V.
p-e.: G. Bruhat, Cours d'Optique, p. 592, 2.2 ed,
Paris, 1935), isto ¢, numa direc¢fio definida pela
equacgio

nA=2% senf' (n=1, 2,-..)

Tem-se entio
(n=1).

Voltando as coordenadas fixas, tudo se passa como
se a nossa rede de difraccio estivesse animada de
velocidade v/2 ou como se a luz fosse emitida por
uma fonte virtual animada de velocidade v e deslo-
cando-se na direcgdio do electrio de recuo. Entdo,
segundo o prineipio de Déppler-Fizeau, se o compri-
mento de onda da radiagio emitida pela fonte em re-

pouso era i, a varia¢io do comprimento de onda em
consequéncia do deslocamento da fonte serd

Al (2]
Tt ki (90°+ /2)
pois ¢ fdeil de ver o Angulo da velocidade da fonte

com a direcciio de observacgdo é 90°+®/2. Tem-se entio

w L
A= ——sen = Por outro lado, a equacio de conser-
vacdo da quantidade de movimento é, evidentemente,
neste problema,

(Nas coordenadas normais o fotio fem a mesma
quantidade de movimento antes e depois do choque).
Dando 4 equagio de conservagio a forma

hy L 2h ®
aw=2_—sen Py tem-se AA = = sen? 3’ isto é,

h
A) = -m—c(l—cos )

ou seja, de novo, a férmula cldssica (V. Compton e Alli-
son, 1. c. p. 232).

5. Conclusdo. Ji vimos como, excepgdo feita do
fenémeno descoberto por Compton, a teoria cldssica
dava conta do fenémeno da difusdo, evidenciando-se
simultineamente os limites da sua aplicabilidade.
Por outro lado, a Mecénica Quintica ndo pretende
ser apenas um artificio capaz de explicar fenémenos
isolados, mas sim uma teoria, coerente e geral, que
interprete, ndo 86 aquilo que a mecinica cldssica deixa
por explicar mas ainda tudo o que essa teoria jd conse-
guiu esclarecer. Como exemplo, que se pense na
explicagiio quintica do efeito Déppler... Um estudo
da teoria quiintica da difusfo coerente aparece pois
como complemento indispensdvel do que precede. Esse
estudo podera ser feito com grande proveito ne recente
livro de L. de Broglie (que jd4 citdmos), Vol. II,
Cap. VIII, do ponto de vista da nova mecinica ondu-
latéria do fotdo, de que o autor tem sido o principal
criador, assim como na obra ainda mais recente de
G. Wentzel, Einfuhrung in die Quantentheorie der
Wellenfelder (Wien, 1943), pigs. 131, 183.

O tratamento mais avancado da teoria do efeito
Compton deve-se a O. Klein e Y. Nishina (Zeits. f.
Phys., 52, 853, 1929), do ponto de vista da teoria on-
dulatoria relativista do electrio de Dirac, e poderd
ser lido no belo tratado de Heitler, Quantum theory
of radiation, Oxford, 1936 (16).

Zurich, 27 de Setembro de 1943
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ECONOMETRIA
SOBRE LAS TRANSFORMACIONES QUE CONSERVAN LA ELASTICIDAD
por J. Gallego Disz (Universidad de Madrid)

Tiene importancia en Econometria determinar, si
existen, aquellas transformaciones que conservan la
elasticidad. La cuestion, que no hemos visto estu-
diada en sitio alguno, se resuelve ficilmente en esta
breve nota.
u=u(z,y)
ve=v (2,y).
Podemos suponer que Lu=a(z,y) Lv=B(z,y) ¥y
diferenciando: dLu=al dx+a, dy; dLv=p,dx+-B,dy.

d(Lv) _ ﬁ;dx+ﬂ’,
d (Lu) a, do+a, dy .

Y como, por hipétesis, se ha de verificar: E, (v)=
=E, (y) se podra escribir :

—p——— = — .=

a.da'»-l-'m’.dy dz y

Sea la transformacion buscada la: {

Pero, como se sabe, E,(v)=

0 sea:

ouy (') +y' (vaz—yB,)—yB:=0
y como debe ser idénticamente nula esta ecuacion ello
implica que: a,=0; B,=0; wa,=yp,. Las dos pri-
meras ecuaciones nos dicen que: a=a (z) B=p(y) ¥

d: d
la tercera nos indica que: mdf:;—yd—i—m; es decir:

a=mLx+K;, p=mLy+ K, y por lo tanto:

Lu=mLx+LC, Lv=mLy+LCy y, finalmente :
u=Cz™
{ v=Ciy".

En donde €, Cy; y m son pardmetros cualesquiera.
Nuestro resultado tiene doble interes ya que, de un
lado permitird simplificar el cdleulo de la elasticidad
de ciertas funciones reduciendolo al de otras mas sen-
cillas, y de otro permitird rebajar el grado a las ecua-
ciones diferenciales en donde intervengan elasticida-
des, de acuerdo con la teoria de Sophus Lie sobre los
grupos continuos de transformaciones.

A dicho resultado, tambien se puede llegar, mds
elegantemente, recordando que las transformaciones
pedidas seran las que conserven las direcciones de las
tangentes en el plano u;—wv; definido por la anamor-
fosis yy=Lx, vy=Ly; ya que la elasticidad de la
ecurva y=/f(x) en un punto no es otra cosa que la
inclinacion de la tangente en el punto correspondiente
de la curva transformada vy=¢ (1) .

Es decir, que tales transformaciones, en el plano
wy—wvy seran el producto de homotecias por transla-

=K +a } vy=KLy+LC
wy=Kuy+b uy=KLxe+LCy.
va=LY X=Cpa* |
up=LX Y=C y"}

ciones; asi:

Pero } luego resulta:

MOVIMENTO CIENTIFICO

O PROBLEMA DO ENSINO EM PORTUGAL *
por Ruy Luis Gomes

Quando se compara uma Escola Superior como a
Politécnica de Zurich, a que o nosso colega Hugo
Ribeiro dedicou um artigo tio bem documentado no
n.° 26 desta mesma Revista, com qualquer das nossas
Universidades, em especial no aspecto que nos toca
directamente — o do ensino da Matemdtica —ressaltam
logo como principais diferengas a favor da primeira,
as seguintes: 1) uma longa e notdvel tradigdo matemd-
tica; 2) wm corpo docente constituido exclusivamente
por investigadores, alguns dos quais de primeira plana;
3) uma boa organizagio do ensino.

Mas a prépria organizagio do ensino, largamente

analisada no artigo acima referido, se aparece assim
natural e eficiente é porque gira toda i volta de um
niicleo de professores que sfio notdveis investigadores
e vivem completamente absorvidos pelos problemas
relacionados com os seus proprios trabalhos e a for-
magio dos seus discipulos.

O professor ¢ assim e antes de mais nada um pro-
fissional de elevada categoria, quere dizer, um ver-
dadeiro e activo investigador, e como professor, isto
é, como membro do corpo docente de uma Universi-
dade, sente e coloea os problemas da sua Escola acima
de tudo!

* Para melhor compreensio déste artigo leia-se Sédre a indole do ensino da Matematica em Zirich de Hugo B. Ribeiro em

Gazeta de Matemditica n.® 26.



