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Finalmente, na lógica matemática, os atributos 
(bom, rico, fêmea, etc.) formam uma estrutura. Aqui 
p £ q têm a interpretação *p é implicado por 5», p fl <l 
significa «p ou q*>, í>U? significa a p e g a . Nesta es-
trutura (muitas vezes chamada uma álgebra de Boole), 
representa também um papel fundamental a opera-
ção p' (significando não p) . Verifica-se 

hi. (pf>'=p, prií'=o> v uy=i 
ipn <j)'~p' Us1 « ( p u 9) '=p' n q' 

É notável que as mesmas leis sejam verificadas pelos 
conjuntos se X ' designar o complementar de X (con-
junto dos pontos que não pertencem a X ) ; mais, são 
verificadas em geometria projectiva se x1 designa a 
polar de x. De facto, podo mostrar-se que a principal 
diferença entre 3 geometria projectiva e a álgebra de 
Boole (ou álgebra da lógica) é que as leis distributi-
vas L6'-L6f' da álgebra de Boole devem substituir-se 
era geometria projectiva pela lei modular mais fraca : 

L5. Se x ^ 3, então x \J (y ")— U v) fl U ») 
Desde que » ^ a , tem-se x U e então a conclusão 
de L5 toma a forma auto-dual x (J (y p a) = (a> U y) f l ' ; 
assim ela é também equivalente a (r U y) f| z = 

n 3) u (y n 0) • 
A lei modular auto-dual L6 é importante por outra 

razão, Ela é verificada pelos sub-grupos normais de 
qualquer grupo, pelos ideais de qualquer anel, etc., e 
pode ser considerada a base de muitos dos conheci-
dos teoremas de composição da álgebra moderna. 
Mas isto são contos largos ! 

'JVíLd. lio Manuel Zaluar 

N. T. O leitor tntArvnado por Gsto assunto, que rfotoinpü 
nbft hoje um papel t io i ;j: ort IU| to noa mais divorsos ramos da 
Matomàtlca, podo completar a sua iniciação n&sto estudo em 
»Aritmética Haclonal» da A . Monteiro o J, Paulo. Estudará, 
•T : so^ultja, «TbOorlo tióuòralo (los tttructuresn do (rllvonko 
(Actaolltés Beientlflques t't Industriei! es n.9 GÕ2), Obra mais 
Importante o wouos acesatv 10 t> a vLattfce 'li:00.-;-o do G. ISiriiiofi". 

Q u e é u m q u a d r i c u l a d o ? 
por Hugo Ribeiro (bolseiro do L A, C. em Zurich) 

Tivemos ocasião de ler o esplêndido artigo em que Garrett Blrkfioff, (o júvem matemático americano ao qual Be deve a 
maioria dos resultados e aplicações já hoje englobados pela teoria da* estruturas) dá aos estudante« uma primeira idéia de 
estrutura, e a tradução boje na »Gazeta», com a qual o Prof, Manuel Zaluar Nunes atrai a atenção dos nossos jóvens estu-

diosos para esta bonita teoria, só recentemente retomada, depots dos trabalhos de Dedeklnd. 
Como em anterior número da «Gazeta» anunciávamos, era a nossa intenção escrever um ou mais artigos que, grosso modo, 
teriam os mesmos objectivos. Depots desta tradução de Birkhoíf podemos bem dispensar-nos de realizar uma bõa parte da 
nossa tarefa, Mas aproveitamos desde já esta oportunidade para Indicarmos a demonstração dum teorema elementar, 
caso especial dum outro de que nos ocupámos recentemente. Apolar-nos-emos no artigo de B'rkboff, e teremos ocasiío 
de citar, outras noções fundamentais em teoria das estruturas. Antes, porém, incluímos as seguintes observaçõea de 
carácter geral: Deve sublinhar-se o facto de que é, aòbretudo, por Intermédio das estruturas especiais e suas aplicações 
em Matemática — mais precisamente : aplicações na análise dos fundamentos de diversos capítulos da Matemática que 
o interésse de uma teoria das estruturas se tem justificado e crescido. Se é possível que o desenoololmenta formal da teo-
ria seja fáciimente acessível a qualquer pessoa que possua um certo hábito de seguir desenvolvimentos formais, o que é certo 
— e isto nõo só para a teoria das estruturas! — é que, sem uma perfeita compreensão dos exemplos desaplicações 'queresi-
dem fora dêsse desenvolvimento formal) nüo é possivel alcançar o sentido dos resultados nem dos problemas. (Uma sim-
ples leitura nestas condições não poderá trazer grandes ensinamentos e arrisca-se a contribuir para viciar uma formacSo 
matemática). Na teoria das estruturas sucede freqüentemente que as concretizações, os e*emplos, dum primeiro nivel sBo 
ainda conceitos abstractos, e mais: conceitos que provém dos mais variados ramos da Matemática, do que se pode talvez 
chamar (e chama decerto entre nós) «Matemática moderna», Como se Vê no artigo de Birkhof f. £ possível não fazer apare-
cer tais dificuldades limitando-nos a exemplos multo comuns"' . Ê st es mostram ainda que a teoria das estruturas nào é 
assunto que interesse simplesmente estreitos especialistas mas entra, naturalmente, no âmbito da preparação dum mate-

mático, em geral, dum profissional, sõbretudo quando 6ste é um professor.111 <" 

Quando procuramos a estrutura dos divisores natu-
rais dum número natural n=*jf • 9* onde r > 1 e s> 1, 
e p & q são primos, encontramos sempre uma com 
(r + l) • (« + ! ) elementos, cujo «mínimo» é a unidade 
e cujo «máximo» é n . Se se tem um grupo ciclico cuja 
ordem é um tal n a estrutura dos seus sub-grupos, 
estrutura relativamente ás operações de intersecção e 
formação do grupo-reunião (isto é, menor sub-grupo 
contendo a reunião), que são, aqui, os nossos meet e 
join respectivamente, só difere da anterior porque os 

i11 Isto já ó aliás, doccrto, couvlcçáo do ,00:11 10 o livro do 
A. Monteiro o J. da Silva Paulo, onda so [alcla, t.oo [::, o estudo 

t- Nouoso altida que, de vários lados, tozu subido , através da < 
Tios deis casos do que tenho noticia dou-se Isto com Insucesso, 
lógica oado a noçáo de estrutura è citada, loi, ia bem contámos, st 
sentido, a ó falsa, a 3.® è unta trivialidade, as S.* e. G-* :o1 

elementos são certos grupos, ao passo que na anterior 
eram números. Isto leva-nos a concluir que as duas 
estruturas são «isomorfas», isto é, que há uma corres-
pondência biunivoca entre os dois conjuntos tal que 
tanto os meet com os join de quaisquer elementos 
assim correspondentes, são também correspondentes 
ou, mais simplesmente ainda, que há tal correspon-
dência que se dois elementos estão na relação ^ , 
numa das estruturas, os correspondentes (pela corres-
pondência dada ou pela recíproca) estão na relação í 

oxlrAordinítrlo valor didáctico cjuo t- a «Arltmática Racloaain dl 
de alguns exemplos que aqui roto mantos, 

tb amada filosofia, a lEiterrouçflo de 115 o matemáticos uosta teoria, 
que aliás ora do prever, Entro nó», nota livro sábw questfles lio 

tódu ti afirmações relacionadas com o assunto. Ora a i . 1 ntto tom 
tOm sentido (as 5> o ti.1 porque retomam a 4.*). 
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•a outra. Vemos mais (resguardados ainda polo "iso-
morfismo») que é também indiferente supor outro n 
dêsde que ele seja o produto de potências dc mesmo» 
expoentes r e s de dois primos distintos. 

Ora as estruturas finitas representam-se, freqüente-
mente com comodidade, num diagrama do seguinte 
modo : A cada elemento da estrutura fazemos corres-
ponder um «ponto» da folha do papel do diagrama, 
dois elementos distintos nunca correspondem ao mesmo 
»•pontoo, se ura elemento y asegue imediatamente» ou-
tro * , isto é, se x < y e não há u, na estrutura, com 
a ; < i t < y , então o «ponto» correspondente a y está 

«acima» do «ponto» corres-
pondente a x e são, neste 
caso e só nêste caso, x o y 

í l i ligados por um segmento. 
E claro que um diagrama 
duma estrutura é-o de todas 
as isomorfas e dc nenhuma 
outra. Para aquelas estru-
turas (entro si isomorfas) 

que estamos considerando, o só para elas, obtcm-sc 
como diagrama, sempre uma figura à qual, por defor-
mações que não perturbem nenhuma das relações de 
situação e incidência, acima citadas, se pode dar a 
forma dum quadriculado constituído por r • s pe-
quenos quadrados. Indicamo-la para o caso do ura 
dos expoentes ser 2 e o outro 3 (divisores de 500). 
A tais estruturas chamamos, aqui, «quadricula-
das». 

Nelas o join e o meet do dois elementos são os ele-
mentos cujas imagens, no diagrama, são os «pontos», 
respectivamente «mais alto» e amais baixo», obtidos 
como intersecções das rectas que passam pelas ima-
gens dos dados. Os próprios vértices duma tal figura 
constituem, é claro, por estas mesmas operações, tam-
bém uma estrutura (isomorfa daquelas estruturas de 
que a figura pode constituir diagrama). 

Desinteressemo-nos, agora, daqueles r o s o pen-
semos, em geral, nestas estruturas «quadriculadas». 
Elas são distributivas, o que resulta já de propriedades 
simples relacionando os m, d, c, e m. ra. e. ; por outro 
lado, nunca a ura elemento se seguem imediatamente 
mais do que dois elementos; e só 4 elementos, a saber, 
os vértices do grande rectângulo, têm complemento; 
isto é, há para Ues uma operação verificando LI, 
Ora tem-se o 

Teorema : Ser distributiva, nenhum demento ser ime-
diatamente seguido por mais do que dois e ter precisar-
mente 4 elementos com complemento, constitue uma con-
dição necessária e suficiente para que uma estrutura 
finita seja quadriculada. 

Podemos limitar-nos a indicar a demonstração de 

que a condição é suficiente: Com efeito, por ser 
finita, a estrutura dada L tem um elemento nmi-
nimoa O (o meet de todos) e um *máximo» I (o join 
de todos), as fronteiras universais cada uma das quais 
é, evidentemente, complemento da outra (c de mais 
nenhum elemento), Tomemos os dois únicos restantes 
elementos a e b com complemento, os quaií são, ne-
cessáriarnente, complementares um do outro, O con-
junto dos elementos «incluídos cm» a, isto ó, na rela-
ção ^ com a eonstitue urna «subestruturao La da 
estrutura dada L , isto é, L a , é uma nova estrutura 
(cujos elementos pertencem todos a L) relativamente 
as mesmas operações definidas, para esses elementos 
em L . Analogamente para o conjunto dos elementos 
incluídos em b . Ora estas duas estruturas L, o //,, 
só têm de comum o elemento mínimo, visto que o f | í = 0 
e se « ^ o e então u i n f l t . Procuremos 
conhecer as estruturas L t e Lt partindo do seu ele-
mento mínimo O: há em La (como é necessário para 
atingir a a partir de O) pelo menos ura elemento 
seguindo imediatamente O e da mesma maneira 
era Lf, pelo menos um elemento seguindo imediata-
mente O; e como êstes dois elementos são distintos, 
como vimos, e, por hipótese não há em L mais ele-
mentos que sigam imediatamente O, há precisamente 
um elemento em La seguindo imediatamente O e há, 
em Lt, precisamente um elemento e seguindo ime-
diatamente O. Mas se v é um elemento qualquer 
de Lt, em /.„ não pode seguir-se-lhe imediatamente 
mais do que um elemento : De eontrário, como o join 
do v com e não está em (porque (i)IJe) y a -
- (uU®) U e — a U « # «) mas é um elemento que segue 
imediatamente tt (porque se se supõe v<3ts<u|Je 
vem i = i n ( » L ) í ) - ( í n » ) U (^ H e) = v U w com 
w — x n e ^ O ou «f = e, o que é impossível) haveria 
na estrutura dada mais do que 2 elementos seguindo 
imediatamente v o que contradiz uma das nossas hi-
póteses sobre L . Vê-se, por êste modo, que La è tal 
que, nela, a cada elemento se segue ura e um só, 
excepto se êsso elemento <í o último ao qual nenhum 
se segue. L„ é pois o que se cbama uma estrutura 
«linear», finita, ou «ordenada» por < . O tnesmo se 
diz de Lt. 

Ora cada elemento x de L é, em virtude ainda da 
distributividade, o join dum elemento x f ) a de L , e 
o outro x D b de Lb : x = x fl 1 — x fl U h) 
— (x f l i ) U donde, representadas as duas estru-
turas lineares La e Lb nos dois lados inferiores dum 
rectângulo com o vértice comum O, como ponto mais 
baixo, vê-se que a cada elemento x de L corresponde 
um ponto bem determinado pela intersecção das pa-
ralelas aos lados tiradas por x f| a e x H b , que se 
sc^by (donde ou xf\a^yC\a ou x f l i ^ y n í 1 ) os pon-
tos correspondentes são distintos c que se y segue 



5 G A Z E T A D E M A T E M A T I C A 

imediatamente x , é ou s n s ^ y í l 1 1 õ y f| b segue 
imediatamente ac f~| &, ou ^C\b = yÇ\b e y H & se-
gue imediatamente a;f|a; enfim que, com estes 
vértices e os segmentos daquelas paralelas se obtém 
de facto um diagrama de L por este método e que L 
é quadriculada. (Se L„ e Lt têm respectivamente 

+ 1 e 8 + 1 elementos há r s pequenos quadrados)-
Èste teorema pode facilmente ser generalizado de 

várias maneiras e obtísr outras formas. Estas tarefas 
são recomendadas ao leitor. A consideração da noção 

de diagrama, c portanto tôdas as considerações de 
carácter geométrico, pode considerar-se como cons-
tituindo simplesmente ura meio auxiliar que evita 
uma noção, a fie e-produto de estruturas» (aqui estrutu-
ras lineares), muito simples também mas menos acon-
selhável nesta introdução. O teorema pode evidente-
mente interpretar-se como fornecendo uma definição 
algébrica, em termos da teoria das estruturas, do 
quadriculado. 

Zliricb, Dezembro de 1945. 

T E M A S DE E S T U D O 
SUR UNE MANIÈRE DE PRÉSENTER LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 

por G. Dedebant 

1. Préliminaire. Il va de soi que la théorie des 
équations algébriques a déjà été si complètement et 
si parfaitement étudiée que nul ne saurait prétendre 
à une nouveauté quelconque sur ce sujet. 

Aussi bien n'avons-nous en vue que d'exposer une 
certaine manière de présenter la résolution de ces 
équations — rencontrée au hasard d'une méditation 
— et dont nous ignorons d'ailleurs si elle est nouvelle, 
mais qui nous a paru posséder une certaine valeur 
pédagogique. 

Nous n'y attachons guère plus que l'importance 
d'une «Récréation mathématique». 

Soit: 
fn (®) *=0 (£„), 

l'équation générale du « d e g r é . 
Résoudre cette équation, au sens des algébristes, c'est 

exprimer ses solutions dans l'extension obtenue en 
adjoignant au corps des nombres rationnels des deux 
signes, d'autres nombres qui sont les racineè de 
l'équation binôme : 

é»—1=0 ( f l j . 

Le but à atteindre (s'il est accessible ?) est d'expri-
mer les racines de (E„) par une fraction rationnelle 
ayant ces nouveaux nombres pour arguments. 

L'équation (B„) admet toujours la racine banale 
t— et, si n est pair, la racine —1. Ces deux 
racines font partie du corps des nombres rationnels 
de l'un ou l'autre signe ; les autres racines sont 
étrangères à ce corps. Il nous semble qu'il y ait in-
térêt à se placer seulement dans le corps des nombres 
rationnels positifs et à considérer —1 comme une en-
tité extérieure. Nous allons voir tout de suite l'avan-
tage de cette conception pour la resolution de l'équa-
tion da 2,,Dt degré. 

2. L'équation du second degré. Soit l'équation 
générale du 2"°® degré : 

«ï+jwi+a—0 (Et). 
L'équation binôme correspondante est : 

(Bi). 
Elle admet les racines + 1 et—1 . Désignons la se-

conde par a que nous ne considérons plus comme 
appartenant au corps des coefficients de (Ej) . i sera 
donc une variable «indépendante» sur laquelle nous 
calculerons en remplaçant son carré par + 1. Grâce à 
cette régie, la solution de (Es), si elle existe au sens 
des algébristes, se présentera sous la forme d'un bi-
nôme-. x^y + zz. Substituons cette expression dans 

il vient: + + z {2y-hp) sl^-0 . Ce 
doit être une identité en « , ce qui donne le système 

{bî + » ! + Î«/ + 3 = 0 _ , • 

* „ Ecartant la solution 
» (2y+i>)-0. 

s = 0 , de la 2.® équation, qui n'avancerait pas la ré-
solution de l'équation (Ei) , il reste : —p\2 . Por-
tant alors cette valeur dans la Ie™, on obtient: 
bî=j>î/4—q. Les racines de (Ez) sont donc, en écri-
vant maintenant a — —1 : — p/2 + V^/4—q . 

3. L'équation du 3oms degré. Le même procédé 
est applicable à l'équation générale du 3inl* degré : 

x^+jw + y^O (S3) . 
L'équation binôme du 3® degré : 

(3 -1 = 0 (Es) 
admet les racinos : 1, a , , liées entre elles par la 
relation: l + «-t-a !=0. 

Nous pouvons donc calculer sur a comme sur un 
nombre «irrationnel» dont le cube est égal a 1 et le 
carré à —(! + «) . 


