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GAZETA DE MATEMATICA

ALGUNS PONTOS DOS EXAMES DE ADMISSAO AS ESCOLAS SUPERIORES ESTRANGEIRAS

Escuela Especial de Ingenieros de Montes — Madrid,

Setembro de 1945.

2187 — Um cone de altura % estd inserito numa
esfera de raio B. ;A que distincia = do vértice do
cone se deve conduzir um plano paralelo 4 base para
que a drea da secgiio produzida no cone esteja para
a drea da secgfo produzida na esfera pelo mesmo plano
na relagio m/n? Discussio. 4

2188 — Determinar todos os valores de @ que satis-
fagam A equacfo sen 5zx—16 sens .

2180 —E 8m® o volume do sélido limitado pelas
trés faces concorrentes de um cubo e pelo plano, que
determinam os trés vértices extremos das arestas, que
concorrem no ponto de intersecgio das trés faces. Cal-
cular o raio da esfera circunscrita a um tetraedro regu-
lar equivalente ao cubo.

2190 — Para observar a passagem de avides, dis-
poe-se de 3 estagbes A, B, C, determinando um
tridngulo de lados a, b, ¢, sdbre um terreno horizontal.
Medem-se, num dado instante, os dngulos o, B e y
que formam respectivamente as visuais dirigidas para
um avido dos pontos 4 B C com o plano determi-
nado por éstes 3 pontos. Determinar a altura a que no
instante considerado passou o avido sdbre o plano
horizontal ABC .

Escuel Especial de Ingenieros de Minas — Madrid,
Setembro de 1945. ’

2191 — Determinar o lugar geométrico do vértice
ds um triedro triortogonal cujas arestas sfo sempre
tangentes a uma esfera de raio dado R.

2192 — Determinar a e & de modo que o poliné-
mio 6x4—Tx3+ax?4+3x+2 seja divisivel pelo poliné-
mio x2—x4-b.

2193 — Calcular os valores inteiros que satisfazem
ao sistema :

He—3y>2 2x+y<1l y=>3.

2194 — Resolva a inequagio

2 (x+1)/(e—1) > 6.

2195 — Num exdgono regular [ABCDE F'] circuns-
crito a uma circunferéneia de centro O e raio unida-
de tracam-se as diagonais AC e BF que se inter-
sectam em I. Caleular a drea gerada pelo lado AF
e o volume gerado pelo tridngulo [AIF] quando o
referido tridngulo gira de 360° em térno do eixo OIH,
sendo H o ponto de tangéncia do lado AB.

Estes problemas sfio transcritos da revista espanhola Mafe. °
matica Elemental 4.* série, Tomo V, suplemento n.° 2—Madrid,
1945, onde o leitor interessado encontrardi muito mais material
de estudo.

Imperial College of Science and Technology —
Universidade de Londres — Exame de entrada —
Setembro de 1944.

2196 — Caleular com 3 decimais exactas
(1) (z+a°)1* para ©=0,7316
(2) log}, = para ==0,0192 .

2197 —Em 8 fichas escrevem-se as letras 4, B
C, D, a, b, e e d, uma letra em cada ficha. Quan-
tos grupos de 4 fichas podem formar-se contendo
a) 2 letras maitsculas e 2 minisculas ; &) pelo menos
duas letras maiisculas ; ¢) pelo menos uma letra
maiiscula e pelo menos uma letra mintscula ?

2198 — Resolva o sistema

1 1 1 1 ai
w1 ek o e

2199 — [ABCD] é um trapdsio; 4B e DC, lados
paralelos, sfo perpendiculares a BC ¢ & 0 o dngulo
ACB. Sendo AB=l e CD=m, calcule AD e o 4n-
gulo ABD.

2200 — Um sistema de circunferéncias passa por 2
pontos fixos 4 e B. Mostrar que sfio iguais os com-
primentos das tangentes as circunferéncias tirados de
qualquer ponto de AB, exterior ao segmento AB .

Tragam-se tangentes PT e P'T' a cada uma
das circunferéneias de pontos fixos P e P' equi-
distantes de 4B e do mesmo semi-plano que AB
determina. Mostre que P7T2—P T'2 ¢ constante
para as circunferéncias do sistema.

=y

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA
ALGEBRA SUPERIOR— MATEMATICAS GERAIS

1. 8. A. — Maremdricas Gerais — 2.° exercicio de
revisdo — 4 de Fevereiro de 1946.

2201 — Resolva a equagfo (22+417)3=22+47 e repre-
sente no plano de Argand os afixos das suas raizes.

R: As raizes da equagdo proposta sio as raizes das equa-
gles 22+41=0, z22+i=1 e 22 +i= —1 que se podem escre-

ver respectivamente, \/cis (3%]2) , z=V\/2 cis (T=/4) e
z=V\/2 cis (5x/4). Por aplicagio da férmula de Moi-
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wre generalizada obtém-se: zy=cis (3x/4), zy=cis (Tx/4),
zy="Y/2cis (Tr/8), zy="y/2 cis (15%/8) z5="Y/2cis (5r/8)
e zg="y/2cis (18z/8) onde por cis (0) se designa
cos0+isend. Os afizos das gquatro dltimas raizes
encontram-se sdbre wuma circunferéncia de centro na ori-
gem e de raio igual a ‘]/ 2, que se pode obter da seguinte
mn ira : to do um segmento u para a unidade de
comprimento, determine-se o meio proporcional m entre
u e 2u, e em seguida o meio proporcional s entre m
e u. O comprimento de s € na unidade adoptada,

igual a /2.
2202 — Caleule z, sabendo que duas das suas rai-

zes cibicas diferem de uma unidade. R: Sejam a
e a+1 as raizes cibicas em questio. Entio ad=(z+1)3,

equagido que db para o os valores a=(—3+y/3i)/6
e ay=(—8—/3i)/6. Os valores de z que satisfazem ao
problema sio, pois, z,=al=\/31/9 e z,=03=—|/3i/9.

2203 — Sabendo que a imagem M do complexo
z=x+7y descreve a cireunferfneia x?+y*—32—2y—1=0,
determine a equagfio cartesiana da curva descrita pela
imagem M' do complexo z'=z—1+2/. R: Desi-
gnando por X e Y as coordenadas cartesianas do
ponto M', vem X+iY=(x—1)+i(y+2); por defini-
¢do de igualdade de complexos, x=X+1, y=Y -2 ¢
a equagio pedida ¢ X24+Y2—X —6Y +5=0, que repre-
senta uma circunferéncia de centro no ponto (1/2,3) e
de raio igual a V1if2.

2204 — Dado, no plano de Argand, o ponto M
imagem do complexo z, construa o ponto M' imagem
de 2!, tal que |z+2z'|=2|z| e o produto zz' seja um
imagindrio puro. Suponha que a condigio |z+2' |=
=2|z| é substituida por |z+3z'|=a|z|(a>0); de-
termine os valores de a para os quais o problema nio
“tem solugio. R: Como |z+72'|=|2'—(—2)|=2|z],
o ponto M! deve estar sbbre uma circunferéncia de raio

igual ao débro da distincia de M & origem e de centro

no simétrico de M em relagio & origem ; como zz' éum
imagindrio puro, M' deve estar sbbre a recta T que faz
com o eixo das abscissas o dngulo ={2—a, sendo o um
argumento de z. Como a recta T encontra a circunfe-
réncia em dois pontos, o problema tem duas solugies,
que sdo precisamente ésses pontos. No caso da condi-
gdo |z+2' |=a|z|, o problema ndo tem solugio quando
a|z!| € menor que a distancia do simétrico de M em
relagio & origem & recta T, isto €, quando a-<<cos 2z.

1. 8. A. — Maremiricas Geras — 3.° exercicio de
revisdo.
2205 — Uma urna U; contém 3 esferas brancas e

2 pretas, e uma urna U, contém 2 esferas bran-
«cas e 3 pretas. Tira-se uma esfera de Uj: se for branca,

introduz-se em U; se for preta, introduz-se novamente
em U;. Faz-se esta operaglo trés vezes. Tira-se
depois uma esfera de U,. Calcular a probabilidade

d b B N e
e ser branca. 5 4.8 87528
2 2 3

2206 — Langam-se 12 dados. Caleular a probabi-
lidade de obter 2 quadras, 3 quinas, 4 senas e de ser
51 a soma dos pontos obtidos.

12! (1) s 275

R: P=—r—-- =) =—rrr
E 2131412111 \6/+ 5038848

2207 — Tomam-se ao acaso um inteiro positivo »
nio superior a 20 e um inteiro positivo m nfo supe-
rior a 30. Probabilidade de m ser divisivel por n.

R: P=—.
600

2208 —Baseando-se nos desenvolvimentos dos bind-
mios (2+1)™ e (2—1)" prove que, se m ¢ impar

=1+ (’:) om + (’g) gm-t 4 (’;’) P L SIS ) C:) :

R : Basta subtrair membro a membro as igualdades que
se obtem escrevendo os desenvolvimentos dos referidos
bindmios e passar —(2—1)™=—1 para o segundo mem-
bro da igualdade resultante.

Enunciados e solugdes dos n.% 2201 a 2208 de José Morgado.

I. 8. A. —Maremiricas Gerars —41.° Exame de fre-
guéncia.

2209 — Determine a equagio cartesiana do lugar
geométrico dos centros das circunferéncias tangentes
4 bissectriz dos quadrantes impares e que intersectam
no eixo dos yy um segmento de comprimento igual
a2. R:[(x—y) V2]'=x2+1 ou x2—y24+2xy+2=0,
que € a equagdo de uma hipérbole.

2210 — Dadas as rectas nio complanas a=(a',a"),
b=(4',8") e o ponto P=(P', P') ndo pertencente a
nenhuma delas, determine a intersecgdo i= (7', ") dos
planos a=(a,P) e B=(b, P).

2211 — Seja a@b=a+b—1, onde a e b sio in-
teiros positives. Mostre que a operagdio (@ verifica
as leis de um semi-grupo.

2212 — Descrevendo a imagem de z=z+iy a
recta y—4x=0, determine a equagiio cartesiana da
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curva descrita pela imagem de N R: 2X242Y2+
8—

+4X 4+ Y =0, equacdo da circunferéncia de centro no
ponto (—1,—1/4) e de raio {/17/4.

Solugdes dos n.% 2209 a 2212 de José Morgado.
I. S. C. E. F.—1.2 Cadeira—1.° Exame de freqiiéncia
—23-T1-1945. )

2213 — Calcular o produto de tédas as determina-
gbesde (1+2+2+ ...+ 1)1, Discussfio. R: A expres-

1_ 1oy 1/n
silo dada redus-se a E=(1 ‘,) . Orainml,iy=1,=%
-1

consoante n=4k ,4k+1,4k+2,4k+3 (k inteiro e
positivo). Em cada um déstes casos teremos que cal-
cular os produtos das n delerminagies de, respectiva-
mente, BqmOVt, E,=118, E,=[2/(1—i)]/* ¢ E;=
=[(1+1)/(1—i)]t"; representemo-los por Py, Py, Pp
e Py. Mostra-se que, sendo z=p (cosa+isena), o
produto das n determinacdes de 2" é P=(—1)"1.z.

Assim, ter-se-a Pyp=0, Py=1, Py=—(1+1i) e P3=i,
em cada uma das hipdteses formuladas sébre n .

2214 — Dados os complexos z;, 2, e z rovar
1y =2 3y

31_2 é real, os afixos déles estio em linha
recta. R: Seja zy=x,+y,-1 (k=1,2,3). Calcule-se
21 —2Z3
Z3—23
terd que anular-se o coeficiente da parte imagindria, ou
sga (x3—x3) - (y1—y3) — (51—x3) (y2—y3) =0 ou
AT _VTW ondigdo de colinearidade de 8 pontos
Xp—X3 Y2—Ys’ y po
de coordenadas Py (xy,vy), (k=1,2,3), que sio os
afixos de z, .

2215 — Dum: tiboa de anuidades tiraram-se os

seguintes valores
»=20,25,30,35,40,45, 50
a,=17,6281 , 16,8157 , 15,7599 , 14,4738 , 12,9711,
11,2596, 9,3777.

& Até que ordem de diferencas se deve ir para obter
uma boa interpolagio? Calcular azp. R: Cons-
truindo wma tabela de diferencas ordindrias e utili-
zando a interpoladora de Gregory-Newton, obtém-se
ag=15,2721.

Bolugdes dos n.% 2213 a 2215 de Orlando Morboy Rodrigues

que se

+ Para que éste complexo se reduza & parte real,

PROBLEMAS

As resolugides de problemas propostos devem ser enviadas para a Redacgio da «Gazeta de Matemdatican.
Para facilitar a organizacdo da secgdo, pedimos que cada resolugdo seja transerita numa folha de
papel, utilizada sé de um lado (onde outros assuntos ndo sejam tratados), com a indicagio do nome
e da morada do autor.
Das resolugies recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ow uma das melhores
e mencionam-se os autores de todas as resolugbes correctas e 6 destas.

PROBLEMAS

2216 — Seja S um semi-grupo, comutativo ou nio.

Construa um grupo G' que contenha um subconjunto S"

isomorfo de S. [Sugestio: Recorde a construgio da
teoria dos mimeros racionais a partir da dos nimeros
inteiros].

2217 —Seja G um grupo, a e b dois quaisquer
dos seus elementos e - a operacio nele definida.
Definamos em G a operagié @ da seguinte maneira:
z@y=(x-a)-(y-b) para quaisquer z,yeG.
Mostre que é condigfio necessdria e suficiente para
que: a) G constitua um grupo relativamente a ope-
ragio ®, que b seja um elemento do centro de G
b) G constitua um grupo abeliano relativamente &

PROPOSTOS

operagiio ®, que a e b sejam elementos do centro
de G'; ¢) a operacdo ® coincida com a operagio -
que a-b seia o elemento unidade.

Problemas n.° 2216 e 2217 propostos por José Morgado.

Para compreensio da terminologia empregada consultem-se
Aritmética Racional de A. Monteiro e J. da Silva Pauvlo e Ele-
mentos da Teoria dos Grupos de Almeida Costa (C. E. M. P. —

n.° 1). \
CORRECGCAO
No problema n. 2183, (Gazeta de Matematica n.® 27),

figura por lapso f gRd, e d 2iClan
‘/97”—1 m Vez de Ve"—l =

AOS LEITORES

Para nfo atrazar mais ainda a publicagido déste mimero, que deveria, normalmente, ser distribuide
em Abril de 1946, reduzimos as secgdes «Matemdticas Superiores» e «Problemas» e suprimimos a secgio
«Boletim Bibliogrifico — Publicagies Recebidas». Este atrazo é devido a causas estranhas 3 nossa vontade
e esperamos poder no proximo n.° 29 compensar as reducdes que fomos forgados a levar a efeito néste mimero.

A Redacgio
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