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MATEMATICAS ELEMENTARES

UM TEOREMA DE ARITMETICA
por José da Silva Paulo

1. Um teorema de Aritmética

Ao mesmo tempo que se deduz a formula que d4 o
nimero de combinagdes de m objectos tomados n a n,
demonstra-se que:

Teorema: O produto de n inteiros consecutivos €
divisivel pelo produto dos n primeiros inteiros naturais,
isto é que

1 (a+1) (a+2). --. . (a+n)
1) F CIOT Y

¢ um inteiro, se forem a e n inteiros.

I possivel, no entanto, demonstrar aquéle teorema
ignorando a andlise combinatdéria. Uma tal demons-
traciio pode fazer-se mostrando que tdda a poténcia
de um inteiro primo que divida o denominador de (1)
dividird o seu numerador, ou o que ¢ 0 mesmo, que se
na decomposi¢do em factores primos, do denominador
existir a poténcia p” de um inteiro primo p, na de-
composi¢do do numerador existird uma poténcia p*,
do mesmo factor primo p, onde s=>#; e se o factose
der para qualquer factor primo do denominador, (1)
serd um inteiro. Para fazermos esta demonstragio
necessitamos de certas no¢des que a seguir se expem.

2. Parle inteira de um nGmero real

Derisigio: Chama-se parte infeira de um nitmero
real x, ao maior inteiro nio superirr a X.

Noragio: Para designar a parte infeira de x, ou
como também se diz, o maior inteiro contido em x,
usaremos a notaglo [x] .

Em vista da Defini¢io teremos
(8]=3; [s]=8; [18/2]=6; [—13/2)=—7 ete.

Da definigiio resulta ainda que [x], satisfaz as se-
guintes relagdes  [z] <z < [zx]+1, e, por isso, é
z=[x]+0, sendo 0<0<<1. A 0 dd-se o nome de
parte fracciondria de x .

B fécil agora deduzir as seguintes propriedades

2) [[x]] =[]

b) [z+a]=[z] 4+a, se a for um inteiro

¢) [x] +[—2]=0, ou a —1, conforme fér = um in-
teiro ou nio

d) [x+y] = [2]+[y]

e) [[z]/n]=[z/n], se n for um inteiro natural.

As duas primeiras propriedades s3o evidentes bem
como o caso de ser © um inteiro, na propriedade ¢).
Se x nio for uminteiroserd =|x]+0, com 0 <<o< 1
e portanto —x=-—[x] —1+ (1—0), onde 0<1—a<11

Tomando a parte inteira de —x, tem-se [—ax]=
=[—[z] -1+ (1—0)], ou, em virtude de b), [—z]=
=—[x] —1+4[1—8] ou, finalmente, [—x]=—[x]—1 e,
portanto, [—x]+[x]=—1, c.e.d.
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Provemos d): Como é w=[x]+6, com 0<o<1,
e y=[y]+0, com 0<0' <1, vem m+y=[=]+[y]+
+6+4-6' ou, pelas propriedades a) e &), [x+y]=[=]+
+[y]+[0+06]. Ora 0<o+06' <2, logo [0+6]=0,
ou 1. Daquisegue-se que [z+y]=>[x] +[y]. Demons-
tremos finalmente e¢). Sejam ¢ e r o cociente e o
resto da divisdo de [x] por n, serd: [x]=ng+4r, com
0<r<n-—1 logo [z]/n=¢+r/n onde 0<r/n<1-1/n<<1
o que quere dizer que [[x]/n]=gq.

Por outro lado como m=[x]+0, serd x=ng+r+0
onde 0<6<<1 e a/n=q+(r+6)/n.

Ora 0<r+8<n e portanto 0=<(r+6)/n<<1, o
que permite afirmar ser [x/n]=¢, que demonstra e).

Nota— A propriedade ¢) ainda ¢ vdlida quando n
¢ um inteiro qualquer diferente de zero, como se de-
monstra facilmente.

Exercicios :

1. Demonstre que © niamero de inteiros m que satisfazem 4
dupla desigualdade y<m<z & dado por [z]—[y].

2. Demonstre que [2x]—2[z]=0 ou 1 conforme fir, a parte
fracciondria de =z, menor que 1/2 ou maior oun igual a 1/2.

8. Prove que [22]+ (2] [#]+ [v] + [=+3]-

3. Maior poléncia de um inteiro primo contida
num factorial

Sejam dados um inteiro prime p, e o factorial
nl=1.2.3.....2. Be p>n, é claro que p nio
divide n!/, mas diremos, no entanto, que a maior po-
téncia de p que divide n! é p?. Se p<n, entdo n!
é divisivel por p, e para o que se segue ¢ importante
determinar a maior poténcia de p que divide n!

Para isso representemos por v(n) o expoente dessa
poténcia.

Entre os mimeros 1,2,3...n, somente p,2p,3p---
sflo divisiveis por p e o maior miltiplo de p inferior
a n serd ny-p onde ny=[n/p].

Entdo o produto dos miltiplos de p que existem
em #n! é

p-2p-3p- .-

mas no produto 1.2-3. ... - ny, o inteiro p aparece
como base duma poténcia cujo expoente é v (ny);
entdo &

@ v (n)=ny+v (ng)

e do mesmo modo v(ny)=ny+v(ny), v(n) =nz+v(ng),

-+, onde ny=[ny/p], ng=[ny/p] --- formam uma cadeia
descendente de inteiros nio negativos, que tem por-
tanto um iiltimo elemento. Se_)a ny=[n;_4] ésse1iltimo
elemento; entfo é

) v (R4—q) =7y

isto é v(m)=0, porque se fésse v (n)=0 seria

.n.lpup“g-]_.2,3. e ey

v () =ng1+v (nyyq) , onde n 40 e portanto =,
ndo seria o iltimo elemento da cadeia.

Eliminando v(n,_y), v(n,_3) --- entre (2), (3) e (4)
obtém-se
() v (n) =ny+np4 40y

Como pela propriedade e) do § 2 se pode escrever
ny=[n'p?], ny=[n/p’]-.., teremos v (n)=[n/p]+
+[n/p?*]+[n/p3]+ --- terminando a adi¢io no primeiro
térmo para o qual for p* > n, isto é, quando v (r,)=0.

Exemplo :

Achar a maior pot8ncia de 7 contida em 1.000!

o (2], ([« 2]

5[?:|=g & v(1000)=1424-204-2=164 , e portanto 7T'® & a
maior potdncia de 7 contida em 1000! .

Demonstremos o TeoremMa que propusemos no inicio.
Pretendemos provar que o cociente

(a+1) (a+2) --- (a+n)
nl!

Q =
é um inteiro. Ora como @ se pode escrever
(ad4-n) !
Q="ral _
entfio o expoente da maior poténcia de um inteiro

primo p, que entra na decomposi¢io factorial do
numerador é

o115

Por outro lado os expoentes das maiores poténcias
do mesmo inteiro primo p que entram nos factoriais
do denominador sfo respectivamente

o= [2]+[2]+[5] -
o[ [31+]5

portanto o expoente da maior poténcia de p que
entra na decomposic¢io factorial do denominador é

wae=| 7 [T ][] 5]

e como, em vista da propriedade d) do § 2, é

[‘Eﬁ‘]z[i].{i], [m>[1]+[3]_.
p P » 2o B Pt
serd v (a-+n) >y (a)+v(n).

Ora como esta propriedade se verifica qualquer

que seja o inteiro primo que divida o denominador, o
Trorema fica demonstrado.
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ALGUNS PONTOS DOS EXAMES DE ADMISSAO AS ESCOLAS SUPERIORES ESTRANGEIRAS

Escuela Especial de Ingenieros de Montes — Madrid,

Setembro de 1945.

2187 — Um cone de altura % estd inserito numa
esfera de raio B. ;A que distincia = do vértice do
cone se deve conduzir um plano paralelo 4 base para
que a drea da secgiio produzida no cone esteja para
a drea da secgfo produzida na esfera pelo mesmo plano
na relagio m/n? Discussio. 4

2188 — Determinar todos os valores de @ que satis-
fagam A equacfo sen 5zx—16 sens .

2180 —E 8m® o volume do sélido limitado pelas
trés faces concorrentes de um cubo e pelo plano, que
determinam os trés vértices extremos das arestas, que
concorrem no ponto de intersecgio das trés faces. Cal-
cular o raio da esfera circunscrita a um tetraedro regu-
lar equivalente ao cubo.

2190 — Para observar a passagem de avides, dis-
poe-se de 3 estagbes A, B, C, determinando um
tridngulo de lados a, b, ¢, sdbre um terreno horizontal.
Medem-se, num dado instante, os dngulos o, B e y
que formam respectivamente as visuais dirigidas para
um avido dos pontos 4 B C com o plano determi-
nado por éstes 3 pontos. Determinar a altura a que no
instante considerado passou o avido sdbre o plano
horizontal ABC .

Escuel Especial de Ingenieros de Minas — Madrid,
Setembro de 1945. ’

2191 — Determinar o lugar geométrico do vértice
ds um triedro triortogonal cujas arestas sfo sempre
tangentes a uma esfera de raio dado R.

2192 — Determinar a e & de modo que o poliné-
mio 6x4—Tx3+ax?4+3x+2 seja divisivel pelo poliné-
mio x2—x4-b.

2193 — Calcular os valores inteiros que satisfazem
ao sistema :

He—3y>2 2x+y<1l y=>3.

2194 — Resolva a inequagio

2 (x+1)/(e—1) > 6.

2195 — Num exdgono regular [ABCDE F'] circuns-
crito a uma circunferéneia de centro O e raio unida-
de tracam-se as diagonais AC e BF que se inter-
sectam em I. Caleular a drea gerada pelo lado AF
e o volume gerado pelo tridngulo [AIF] quando o
referido tridngulo gira de 360° em térno do eixo OIH,
sendo H o ponto de tangéncia do lado AB.

Estes problemas sfio transcritos da revista espanhola Mafe. °
matica Elemental 4.* série, Tomo V, suplemento n.° 2—Madrid,
1945, onde o leitor interessado encontrardi muito mais material
de estudo.

Imperial College of Science and Technology —
Universidade de Londres — Exame de entrada —
Setembro de 1944.

2196 — Caleular com 3 decimais exactas
(1) (z+a°)1* para ©=0,7316
(2) log}, = para ==0,0192 .

2197 —Em 8 fichas escrevem-se as letras 4, B
C, D, a, b, e e d, uma letra em cada ficha. Quan-
tos grupos de 4 fichas podem formar-se contendo
a) 2 letras maitsculas e 2 minisculas ; &) pelo menos
duas letras maiisculas ; ¢) pelo menos uma letra
maiiscula e pelo menos uma letra mintscula ?

2198 — Resolva o sistema

1 1 1 1 ai
w1 ek o e

2199 — [ABCD] é um trapdsio; 4B e DC, lados
paralelos, sfo perpendiculares a BC ¢ & 0 o dngulo
ACB. Sendo AB=l e CD=m, calcule AD e o 4n-
gulo ABD.

2200 — Um sistema de circunferéncias passa por 2
pontos fixos 4 e B. Mostrar que sfio iguais os com-
primentos das tangentes as circunferéncias tirados de
qualquer ponto de AB, exterior ao segmento AB .

Tragam-se tangentes PT e P'T' a cada uma
das circunferéneias de pontos fixos P e P' equi-
distantes de 4B e do mesmo semi-plano que AB
determina. Mostre que P7T2—P T'2 ¢ constante
para as circunferéncias do sistema.

=y

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA
ALGEBRA SUPERIOR— MATEMATICAS GERAIS

1. 8. A. — Maremdricas Gerais — 2.° exercicio de
revisdo — 4 de Fevereiro de 1946.

2201 — Resolva a equagfo (22+417)3=22+47 e repre-
sente no plano de Argand os afixos das suas raizes.

R: As raizes da equagdo proposta sio as raizes das equa-
gles 22+41=0, z22+i=1 e 22 +i= —1 que se podem escre-

ver respectivamente, \/cis (3%]2) , z=V\/2 cis (T=/4) e
z=V\/2 cis (5x/4). Por aplicagio da férmula de Moi-



