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Les principes mathématiques de la mécanique classique "

por René de Possel (Université d’Alger)

Les principes de la mécanique classique sont expo-
sés d'ordinaire pour les systémes d’'un nombre fini de
masses ponctuelles. Dés qu'il s’agit de les appliquer,
ils se montrent presque toujours insuffisants, et de
nouvelles hypothéses, plus ou moins arbitraires, sont
introduites explicitement ou non pour rester en accord
avec l'expérience. On fait également des passages a
la limite nullement justifiés pour arriver d'un nombre
fini de points & un milieu continu.

Bornons-nous & citer un exemple: pour évaluer le
travail des forces intérieures dans un milieu continu,
il faut d’abord déeomposer ce milien en cellules polyé-
driques, introduire deux forces opposées pour chaque
couple de cellules en contact suivant un polygone,
ensuite composer toutes les forces ainsi appliquédes &
une cellule en un point intérieur, et enfin passer a la
limite. Si 'on néglige d'effectuer ces deux derniéres
opérations, le résultat est erroné, et on trouve zéro
comme valeur du travail (voir par exemple Biemix,
Statique et . Dynamique, collection Armand Colin).

Bien peu d’efforts ont été consacrés jusqu'a ces der-
niers temps pour remédier i 'insuffisance de tels prin-
cipes. On peut citer un essai partiel de Hauer (Mathe-
matische Annalen, 1909) et un autre Zawemss (Bulletin
de la Société Mathématique de France, 1934) mais qui
n'examinaient I'un et l'autre qu'un seul cété de la
question. Cet état de choses a nui énormément a la
faveur de la mécanique auprés des mathématiciens.

11 est cependant facile de transformer la mécanique
rationnelle en une théorie mathématique rigoureuse.
La masse, la force, et bien d’autres grandaurs, doivent
atre considérées comme des fonctions additives d'en-
semble, et les sommations relatives aux différents
points par des intégrations au sens de Stieltjés.

1) Le sujet de cet exposé a fait 1’objet de plusieurs confé-
rences donndes par V’auteur aux Facultés des Sclences de Lis-
bonne, Colmbre et Porto, et 4 1'Institut de Colmbre, en mars et
avril 1946,

Une mise au point trés compléte dans ce sens a été
faite par M. Brevor (2 notes aux Annales de I’ Univer-
sité de G'renoble, section sciences-médecine, t. 19, 1943
et t. 20, 1944, et un fascicule, Les principes mathémati-
ques de la mécanique classique, Arthaud, Grenoble, 1945).
J'ai eu moi-méme l'occasion d'en faire une dans le
cours que je professe a Alger depuis 4 ans. L'exposé
qui va suivre est d'ailleurs largement inspiré des tra-
vaux de M. Brelof, mais le point de vue reste plus
élémentaire.

Les deux premiéres parties contiennent les notions
de fonction additive d’ensemble et d’intégrale de Stielt-
jés, ces notions déja si fécondes en calcul des proba-
bilités. Une derniére partie tente une interprétation
physique des principes mathématiques énonecés dans
la troisiéme.

I. Fonction additive d'ensemble

Etant donné un ensemble E , le plus souvent1'espace
euclidien & trois dimensions ou I'une des ses parties,
considérons une fonetion qui associe i certains ensem-
bles 4 contenus dans ¥ un nombre réel ou un vecteur
m (A) . Toutes les fois que m est définie pour deux
ensembles 4y et 4, sans point commun et pour leur
réunion A4, supposons que l'on ait

m (4)=m (45) +-m(45)

On dit alors que m est une fonction additive d’en—
semble ou une mesure. (Nous ne nous occuperons pas
ici des fonctions d'ensemble complétement additives).
Les ensembles pour lesquels m est définie sont dits
«mesurables» par rapport & m et doivent vérifier les
conditions suivantes:

la réunion, l'intersection, la différence de deux en-
sembles mesurables par rapport & m est encore mesu-
rable par rapport 4 m.

Tout ensemble mesurable est la réunion d'un nom-
bre fini d'ensembles mesurables tous de diamétre au
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plus égal 4 un nombre donné positif quelconque (et d’a-
prés la condition préeédente, on peut admettre que
ces ensembles sont sans point commun deux 4 deux).

La mesure peut étre concentrée en un nombre fini
de points, sur des courbes, des surfaces. Bien entendu
il est souvent essentiel de préciser si les extrémités
de I'are de courbe, ou si la frontiére de I'ensemble A4
en fait partie, car des points de mesure non nulle pen-
vent s’y trouver.

Comme exemples de mesures, citons la longueur d'un
ensemble d'intervalles d'une droite en mombre fini,
I'aire d'un ensemble plan, le volume d'un ensemble de
I'espace i trois dimensions, I'étendue & n dimensions
d'un ensemble de I'espace 4 n dimensions. Parmi les
grandeurs physiques, la masse d'un systéme, son éner-
gie cinétique, la quantité de chaleur re¢ue pendant
un temps donné par une partie donnée d'un systéme,
I'énergie électromagnétique contenue dans un volume
donné. En caleul des probabilités, si tous les cas pos-
sibles constituent un ensemble £ , la probabilité de
réalisation d'un cas appartenant 4 une partie 4 de E
est une fonction additive de 'ensemble A: la donnée
d'une loi de probabilité équivaut 4 celle d'une fone-
tion additive d’ensemble.

Bournons-nous & rappeler la définition précise de
I'aire d'une ensemble plan A: tragons un quadril-
lage Q, et désignons par S la somme des aires des
carreaux contenus ainsi que leur périmétre dans 4,
- et par S' la somme des aires des carreaux qui tou-
chent 4. Formons des quadrillages €, de plus en
plus petits par subdivision du premier. Nous obte-
nons une suite non décroissante S, et une suite non
croissante S,. Si leurs limites sont égales, on dit
que A est quarrable, et que cette limite constitue
l'aire ou la mesure de Jordan de 4. On constate
aisément que c’est bien une fonction additive d’ensem-
ble, que les ensembles quarrables vérifient les pro-
priétés indiquées plus haut pour les ensembles mesu-
rables; on démontre également que I'aire ne dépend
pas du quadrillage initial. On définit de méme 1'éten-
due & n dimensions.

Il. Intégrale de Stielljés

Prenons d’abord le cas d'une mesure m non néga-
tive. Soit E un ensemble mesurable par rapport & m

et ?(a:) une fonction définie dans E dont la valeur
est un vecteur ou un simple nombre réel.

Partageons E en un nombre fini d'ensembles e
mesurables par rapport &4 m, dans chacun d'eux choi-
sissons un point ;, et formons la somme

5’—;?(wom(e,).

Nommons «mailles du partage le plus grand diamdtre

des e;. Supposons qu’il existe un vecteur T vérifiant
la condition suivante: & tout <=0, on peut associer
un «>0 tel que, pour tout partage de maille au plus
égale 4 « et tout choix des z;, on ait 1f—§|<¢
(les deux barres verticales indiquant qu'il s'agit de la

longueur du vecteur). On dit allors «que S a pour
limite 1 quand la maille tend vers zéro», que ? est
aintégrable par rapport & m» et que T est «l'intégrale
(de Stieltjés) de ?, sur l'ensemble E , prise par rap-
port & m» . On éerit T = of Fdm .

E

oy - - . .
Si f(x) est uniformément continue sur E , (c'est-
-a-dire, si & tout x>0, on peut associer un 2>0

tel que I'on ait ]?(a:j) —?(.’Bg) | <= dis que z; et x»
sont distants d'au plus 2), on peut démontrer immé-
diatement que l'intégrale existe. En effet, pour deux
partages de maille au plus «/2, en ensembles ¢; et e],
et pour des choix arbitraires de =; dans ¢ et de )
dans €/, on a, en désignant par ¢, l'intersection de ¢
et e;, et en supposant m nul pour I'ensemble vide,

S-8' = gf(ws) m (&) — .2_ F () m(e) =
- S8 [Fe-Fe@lne.

Un terme de cette dernidre somme est nul si ¢ et e,
n'ont pas de point commun, il est en longueur au plus
égal & nm (e;) dans le cas contraire, et 'on a

|S—81< B B am (e)=nm (E),

nombre aussi petit qu'on le veut pourvu que =« soit
assez petit.

Il en résulte immédiatement la convergence des
B
sommes S,, correspondant & des partages dont la

maille tend vers zéro, vers une limite unique. On a
en effet |§m—-_§,|<a, quel que soit e=>0 pourvu

que n soit assez grand, la suite :9: vérifie donc le
critére de Cauchy et converge.

Le théoréme s'étend au cas ol f présente certaines
discontinuités.

Si m représente la longueur, I'aire, le volume, I'in-
tégrale par rapport 4 m se réduit aux intégrales ordi-
naires simple, double, triple, d’'une fonction vectorielle.

Supposons que la mesure m prenne des valeurs néga-
tives. Nous admettrons alors que les sommes 2 |m(e) |

i

correspondant aux divers partages de E sont bornées
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par une nombre fixe. On dit dans ce cas que la me-
sure m est & variation bornée sur E . Sinous formons

les sommes 2 |m (e) | pour une partie fixe de 4,

lear borne supérieure constitue une fonction d’ensem-
ble p. (A4), définie pour les mémes ensembles que m ,
et dont on vérifie qu'elle est additive. La démonstra-
tion de l'existence de 'intégrale reste valable en rem-
plagant m (e,) par p. (e,)-

Drailleurs p'=p.—m constitue également une mesure

non négative, et m est la différence de deux mesures -

non négatives.

-
Supposons enfin que m prenne des valeurs vectorielles.
8i f est numérique, on considérera la somme

D@ m e

e
Si f est un vecteur du méme espace que m, on
pourra considérer les sommes

N i@ me), DF@)AmE-

Si ces expressions ont des limites, on les désignera par
les symboles

- - = - e
[fdm, [f.dm, [FAdm.
E & E
o
Les deux derniers sont les intégrales de f prises
-
scalairement et vectoriellement par rapport & m . Siles
-
sommes 2 |!;; (e)) | sont bornées, la mesure m sera
g -

encore dite «i variation bornée sur E»; si de plus f
est uniformément continue sur E, la démonstration
donnée plus haut s'appliquera encore, et chacune des
intégrales ci-dessus existera.

Quel que soit le type d'intégrale, on démontre aisé-
ment les égalités

S(F+g)dm=[Fam+ fgdm, [rfdm=x [Fdm,
E E E E E

3 étant constant, pourva que les intégrales écrites
existent. Ces égalités expriment que l'integrale est
une fonctionnelle linéaire.

Citons encore, % étant un vecteur constant, les éga-
lités
[Efdm=F [fdm,
E E

E{'(I?,\ 7 - dme=rk- _gf}‘;\ dm .

f?,)\ Fame=t\ _f?dm ,
E E

L’intégrale d'une fonction fixe T prise sur un ensem-
ble variable A constitue une nouvelle fonction additive

d'ensemble. Si _? est intégrable sur K, cette nou-
velle fonction est définie pour tous les ensembles me-

surables par rapport &4 m et contenus dans E , soit
—
1) u (4)= [Fdm.
A

Le théoréme est conséquence immédiate des défini-
tions, et reste vrai quelle que soit la natu;e, scalaire
ou vectorielle, de f, de m et de leur produit.

Soit F (x) une fonction intégrable par rapport a
la mesure w définie par 1'égalité (1) . On démontre
immédiatement, en remontant aux définitions, I'égalité

de_‘-:.anf'ém.
E E
Autrement dit, le symbédle du peut- étre remplacé

par _?dm . La propriété reste vraie quelle que soit la
nature de F', f, m et de leurs produits, pourvu que
les expressions écrites aient un sens.

Densité. Fitant données deux mesures, définies pour

-
les mémes ensembes, u vectorielle ou numémque,

m numérique, snpposons que le ra.ppori: (-—) ait une
limite c? quand l'ensemble e tend vers un point z,,
c'est-a-dire qu'a tout :=>0 on puisse associer un »>0,
tel que pour tout ensemble e mesurable par rapport
a4 m et dont tout point est au plus distant de » de =,

PO)
m (e)

densité de 1: par rapport & m au point x,. Le mot
est consacré par I'usage en physique ol, m désignant
en général le volume, ¢ représente par exemple la
masse ou une forme quelconque d'énergie. (Le mot
«densité» est parfois employé en mathématiques dans
un sens tout different, par exemple par M. Denjoy).

Si m est l'aire d'une surface ou la longueur d'un
arc de courbe, on a des densités superficielles ou lindai-
res. Il est i peu prés évident que la densité par rap-
port & m de la mesure u definie par la formule (1)

= —
on ait —® | <<¢. On dit alors que ¢ est la

est égale a ?(a:) en tout point @ oll fest continue.
C’est 14 une extension de la propriété élémentaire de
la dérivée d'une intégrale ordinaire par rapport i sa
borne supérieure.

Inversement, si la densité ;(.z:) de ':I: par rapport a m
existe en tout point d’'un ensemble A , supposé compact,
c'est-a-dire fermd et borné, on démontre que ¢ (x) est
uniformément continue sur A, et que Uon a

b @)=/ dn.

La démonstration peut &tre calquée sur celle de la
continuité uniforme d’une fonction continue sur un
ensemble compact.
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Cette réciproque cesse d'étre exacte si la densité
cesse d’exister en certains points.

Nous aurons besoin dans la suite de passer & la limite
et de dériver sous le signe [ . Pour cela, nous admet-
trons que la mesure m vérifie la propriété suivante,
qui équivaut 4 'additivité complite: pour une suite
d’ensembles A, mesurables par rapport & m , dont cha~
cun contient le suivant et dont U'intersection est vide, les
mesures m (A,) tendent vers zéro. Cette propriété pa-
rait évidente dans les applications physiques, et se
démontre pour 'aire, le volume ou I'étendue de dimen-
sion n.

Moyennant cette hypothése, on démontre les théore-
mes suivauts, qui sont classiques dans la théorie de
I'intégrale de Lebesgue: soit _;_:(a:,t) une fonction
intégrable sur E quelle que soit la valeur de la va-
riable numérique ¢ dans un intervalle; désignons
par E(t) I'intégrale f ?dm;

E
1°. Si quand ¢ tend vers ¢, ?{z,t) tend vers

_?(a: , bg) et si 1?(:: ,t) | est borné par un nombre indé-
pendant de x et ¢, alors I (t) tend vers 5 (t) -

2 ‘Bi %{- existe dans tout un intervalle de ¢, est
intégrable quel que soit #, et est bornée par un nom-
bre indépendant de = et ¢, alors r () a une dérivée

—-

égale 3 j:flﬁc:{m.

-

Les théorémes s'appliquent encore pour m vectoriel
et des intégrales prises scalairement ou vectorielle-
ment.

lll. Enoncé des principes mathématiques de la mé-
canique el de quelques-unes de leurs conséquences.

1. Torseurs. Torseur répsrti. Copsidérons une me-

=
sure vectorielle S (¢) définie pour un ensemble A .
Partageons A4 en ensembles e; mesurables par rap-

port & 5: choisissons un point M; dans chaque ¢,
et considérons le systéme des vecteurs glissants ayant

pour origines les points M; et pour valeurs :S:(e;) .
Le moment de ce systéme par rapport & un point O est
2 03 AS (@)

i
et tend vers
- — =
Go (4)=J OM )\ d8
1
lorgque la maille du paﬂ;age tend vers zéro. A tout

=
ensemble 4 mesurable par rapport & S, nous avons

ainsi associé un torseur de vecteur principal S (4)

-
et de moment en O égal & Gy (4). Cest cette fonc-
tion que nous nommerons un «forseur pur répariiv.

La notion coincide avec celle d'un systéme de

vecteurs glissants dans le cas ol S est concentrée en
un nombre fini de points.
On a évidemment

Gy {A)-:fo—*?u;\dfi-—b"f?) AS (4)+Go (4) .

Plus généralement, nous appellerons forseur réparti
un systéme constitué par une premiére mesure vecto-

32
rielle S (¢) et une deuxidme mesure vectorielle, fonc-

tion d'un point O de l'espace et de e, soit é; (e) ,
et variant avee O suivant la loi

Gy (©)=Go(©)+0 OAS () .
La différence

w () =Gy ()— S OM A dS

n'est plus nécessairement nulle, mais ne dépend pas
de O comme on le vérifie immédiatement. On voit
que tout torseur réparti est la somme de deux autres,
I'an qui est pur et qui a pour vecteur principal

— — —

& (e) et pour moment f OMAdS , et l'autre dont le
e

vecteur principal est nulle pour tout ensemble e,

et dont le moment en O a pour valeur ;(e) et ne
dépend pas de O. Un torseur ayant ces derniéres
propriétés sera appelé un «couple pur répartin. On
rencontre des exemples de couple pur en magnétisme.
Il est & remarquer que le systéme de deux vecteurs
glissants opposés constituant un couple au sens élé-
mentaire du mot n’est pas un couple pur, mais est au
contraire un torseur pur réparti.

Un corps doue de masse C sera défini par une me-
sure m non négative définie pour I'ensemble des points
de C et pour certaines de ses parties.

s
Barycentre. k étant un vecteur fixe, considérons le
torseur pur réparti qui, pour un ensemble e, a

pour vecteur principal f Fdm=m (e) k. Son moment
en O est

fﬁ'_l"z{/\,-khdm=s(f5;[dm) A k.
e e
Si on désigne par G' un point tel que

@ m () 0G =/ OM dm,
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on voit que ce moment est 0G, }\Tm (¢) , donc égal a
celui d’un vecteur unique d'origine G et égal a km (e) .

Le point G défini par (2) est indépendant de O
comme on le vérifie immédiatement. C'est par défi-
nition le barycentre du corps e.

C'est aussi la limite des barycentres des systémes
de points obtenus en partageant ¢ en ensembles par-
tiels, en concentrant la masse de chacun en I'un de
ses points, et en faisant tendre vers zéro la maille du
partage.

De méme, le moment d’inertie d'un corps C doué
de masse, par exemple par rapport & une droite, sera

lintégrale [32dm, ou § représente la distance d'un

point du corps & la droite. C'est encore la limite des
moments d'inertie d'un systéme de points, comme pour
le barycentre.

2. Cinématique. Un corps en mouvement (le sys-
téme de plusieurs corps solides, par exemple, étant con-
sidéré comme un unique corps déformable) sera défini
aumoyen d'un ensemble K, appelé image fixe du corps,
et d'une fonction M (P,t) définie quand P est un
point de l'image fixe, et quand ¢, qui désigne le
temps, appartient &4 un certain intervalle.

Pour chaque valeur de ¢, M (P,¢) établit en gé-
néral une correspondance biuniveque entre K et un
ensemble C, d'un espace euclidien E qui est le corps
considéré a U'instant ¢.

Nous pouvons rapporter le mouvement du corps &
un repére quelconque B en mouvement par rapport
a l'espace E.

La vitesse et I'aceélération du point M du corps
relatives au repére R sont alors les dérivées

o T oe
prises relativement 4 R. Nous admettrons que ces
dérivées existent et satisfont 4 des conditions de con-
tinuité suffisantes pour pouvoir effectuer les dériva-
tions sous le signe f que nous rencontrerons.

Supposons que le corps en mouvement soit doué de
masse. A chaque instant, nous avons une mesure m'
définie pour C, et pour certaines de ses parties. Un
ensemble ¢, mesurable 4 un instant ¢ par rapport a
m, reste mesurable et conserve la méme masse m, (c,)
a tout instant. Un tel ensemble sera un «corps par-
tiel». 1l suffit de se donner une mesure p. dans I'image
fixe K telle que m, (¢)=p (k), en désignant par &k
I'image fixe de c,.

11 y a parfois lien d’admettre que la correspondance
entre k et C, n'est plus biunivoque, deux points ma-
t ériels pouvant occuper la méme position au méme

instant: par exemple, si on étudie le mouvement d'un
point matériel sur une surface elle-méme matérielle;
la coincidence physique n'existe pas, mais pour sché-
matiser simplement le systéme, il faut admettre la
coincidence mathématique. Chaque fois qu'une telle
circonstance entrainerait une dificulté, par exemple
pour les intégrales que nous allons considérer, il suffi-
rait de revenir 4 l'image fixe.

Voici une propriété que nous utiliserons constam-

ment: soit ?(P,t) une fonction dont la dérivée

of existe, est bornée en P et ¢, et est intégrable

ot

sur K par rapport 4 ». La fonction

To-J7®, 0

ot

Si la correspondance entre K et C, est biunivoque,
on peut écrire cette égalité sous la forme

4 (= of
e Sfdm, -J‘d‘ dm, ,

bien que C, et m, dépendent de ¢.

-
admet une dérivée par rapport &4 ¢ égale a f é‘—fdy.-

3. Dynamique. La quantité de mouvement du corps
est le torseur réparti qui a pour vecteur principal
(en omettant les indices ¢)

a(c)sff;dm-;f Vda;

son moment résultant en un point O, aussi appelé
moment cinétique, est

:o(c)—f-(ﬁf'}\d_é-fmf.fﬂ?dm.

La quantité d’accelération est le torseur pur réparti
qui a pour vecteur principal

}E(c)—f?dm;
e

son moment résultant en O est

»

JSOMpaR.

Repére galiléen et force répartie. Principe fondamental.

Considérons d'une part un repére particulier dit
agaliléen» et d'autre part un certain nombre de tor-
seurs répartis, définis pour les ensembles mesurables
par rapport a la masse, et dépendant du temps; cha-
cun d’entre eux constituera, par définition, une « force
absolue répartie appliquée au corps» (ou un «dynimen
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suivant le terme employé par M. Brelot). Pour un
nombre fini de points, une «force répartie» se réduit
4 des vecteurs appliqués en chaque point. Le prin-
cipe fondamental de la dynamique s'énonce ainsi:

Le torseur réparti somme des forces absolues appli-
qudes au corps est €gal & la quantite d'accélération, éva~
luée dans le repére galilden.

La somme des forces absolues est done un torseur
pur; chacune d'elles renferme peut-&tre un couple pur,
mais l'égalité des moments des deux torseurs se tra-
duit par le fait que la somme de ces couples est nulle.

81 on désigne par ;i‘,‘ (¢) les vecteurs principaux des

différentes forces (k=1,2,..-,q), et par ;L:(c) les
moments des couples purs correspondants, le principe
s'éerit

Z24©@=STan, B3 ©=0.

Remarquons que tout repére R en translation recti-
ligne et uniforme par rapport au précédent vérifiera
encore le principe; nous le nommerons encore gali-
léen.

Pour un repére quelconque Ry, on aurait

e A

Ty=I—T,—T,,

I_‘: et ;“: étant les aceélérations d'entrainement et com-
plémentaire du point. M, correspondant au passage
de B 4 Ry. Si on nomme «forces d'inertie complé-
mentaire et d'entrainement» les torseurs répartis purs
qui ont pour vecteurs principaux

f—‘i‘: dm ,

cf —;‘: dm ,

le principe peut g'énoncer :

La somme des forces absolues et des forces d'iner-
tie d'entrainement et complémentaire correspondant
au passage d'un repére galiléen & un repére Ry est
égale 4 la quantité d’accélération évalude dans le re-
pere Ry (on peut appeler cette derniére somme «force
totale relative au repére Ry appliquée au corps», géné-
ralisant I'expression adoptée par Painlevé dans le eas
d'un seul point).

Forces intérieures et extérieures. Parmi les forces
absolues appliquées au corps, les unes sont appelées
«intérieures» et satisfont & la condition de prendre
une valeur nulle pour le corps tout entier €', c'est-a-
~dire d'avoir un vecteur prinecipal et un moment nul
pour C)™. Les autres forces seront appelées «exté-

1) Cette condition équivaut & la suivante: si on partage C
en deux corps partiels €’/ et ", les valeurs d'un méme force
répartie prise pour €' et O/ auront des vecteurs principaux
et dos moments opposés.

rieures», y compris les forces d'inertie d'entrainement et
complémentaire voulues si le repére n'est pas galiléen.

Si nous dézignons par :Si (c) et ;J: (¢) le vecteur
principal et le moment du couple pur de la somme

— —
des forces extérieures, et par S;(c) et w;(c) les mémes
éléments relatifs 4 la somme des forces intérieures,
nous avons, par définition,

8:(€)=0, w;(0)+ [ OM \dS,0.

Mais comme ;.;, (€) +1.;‘ (¢)=0 quel que soit ¢, on en

déduit
w, (€)= OM \ d5;.

4, Théorémes ne faisant intervenir que les forces
extérieures. Désignons par s (¢) le vecteur prineci-

pal de toutes les forces. IL.'égalité 7 (C)= ,cf Tdm
s'éerit, puisque K () -=3’: (©),

3.0)= [Zin=2 (Fim=29O
o Jdt s dszdm dt

le vecteur principal des forces extérieures pour le
corps entier est égal & la dérivée du vecteur princi-
pal de la quantité de mouvement du corps entier.

De plus, si G désigne le barycentre du corps entier,

d'ou, le baryaentre du corps a méme mouvement que
si toute la masse y était concentrée, et si une force
égale au vecteur principal des forces extérieures pour
le corps entier lui était appliquée.

Si é‘-:(c) désigne le moment en O de la somme

de toutes les forces, et 5,, (¢) celui de la somme des
forces extérieures, le principe fondamental donne, en
égalant les moments pour le corps entier,

G (C)=G, (C)naf‘aﬂ?}\?dm‘

Mais :
% OM \T=0MA 5= (OMAV),
'o

§“(C)-§J OMAVdmﬂ-%
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en désignant par ;:] (C) le moment en O du torseur
quantité de mouvement du corps, que nous nomme-
rons moment cinétique. Cest le théréme du moment
cinétique pour un point O fixe dans le repére ol I'on
s'est placé.

Pour un point mobile 4, on aurait:

El0)_8 [ 5ipFam= GO [Fams3d
i b, o o o = — ( m =
a NN "é, e

. - -
=—VaiAQ(0)+G4 (C),
forme commode lorsqu'une force inconnue se réduit

i un vecteur passant par A .

5. Théorémes faisant intervenir les forces intérieures.
Théoréme de ['énergie cinétique. Puissance d'un torseur
pour un champ de vecteurs. Pour un point, le théoréme
de I'énergie cinétique revient, comyie on sait, & pro-
jeter I'égalité fondamentale sur la tangente a la tra-
jectoire, ou encore i multiplier scalairement les deux
membres par par la vitesse. Ici, c'est 1'égalité

§(¢) -f 'l—.?dm, ou plutét sa forme symbolique
€

as = de, dont nous multiplierons les deux mem-
bres par V:
(1) SV.a88= [T .Vam.

c c

Le second membre s'écrit

ov = a1l -
. Fan== [ = V24
fd: " ds,! 2

.cette dernidre intégrale sera, par définition, I'énergie
cinétique du corps: ]

T 1 324
- [i9en

Le premier membre de (1) est de la forme _cf W.ds .

Si W désigne un champ de veeteurs quelconque,.

cette intégrale sera appelée puissance du torseur de
vecteur principal S:(é} pour le champ de vecteurs w.

Si W est la vitesse ¥ du point M, nous dirons
que I'intégrale est la puissance réelle & (C) dutorseurs
et le travail fourni par le torseur entre deux instants
ty et t, est, par définition, "

1) Cette définition ne répond au sens physique de la puis_
sance et du travail que dans le cas d’un torseur pur. Si lo cou-
ple pur n’est pas nul, des hypothd pplé aires sont né-
cessaires pour évaluer le travail sphysiques du torseur, mais la
dafiniti thématique d éo ici s’applique dans tous les cas.

L’équation (1) s'éerit alors
> ar
dt

et constitue le théoréme de 1'énergie cinétique. En
intégrant de #4 & ¢, on l'obtient sous la forme dite
«finie».

Puissance des forces appliquées & un corps solide.

8w désigne la rotation instantanée du solide, et O
un de ses points, la vitesse d'un point quelconque est
donnée par la formule

- = o —
V=Vo+w)\OM,
et la puissance cherchée est
8O = [ VT =Tor [T+ [ GACH) - T.
(4
Mais la dernitre intégrale s'éerit
o S OMAGS,
c
et I'on a
— — —_— — — —
f()MAdS-:t:fO},[AdS,+fO}l{AdSi—
C 2 c

= [ OMATS,+0,(0) =G (O).
On en déduit
#(C)=V,-5,(0)+v-G..(C).

Dans le cas ott la somme des forees extérieures est un
torseur pur, il en est de méme de la somme des forces
intérieures, et lu puissance de ces derniéres est nulle.

Principe de d'Alembert. Comme pour le théoréme de
Pénergie cinétique, I'égalité fondamentale S (c)=

- ‘c;f Tdm donne, quel que soit le champ de vecteurs ﬁ:"',
@ S W.a8= [ W.Tdm.
c ‘C

Cette opération, effectuée pour un nombre fini de
points, revient & projeter pour chaque point I'égalité
fondamentale sur une direction convenablement choi-
gie, et & faire une combinaison linéaire des égalités
obtenues, en opérant de maniére i éliminer les forces
inconnues.

Au premier mémbre de (2) figure la puissance de

toutes les forces poar le champ de veeteur Ww. Or,
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d'aprés la nature physique des problémes que se pose
d'ordinaire la dynamique, les forces sont pour la plu-
part inconnues, mais leur puissance est connue pour
certains mouvements du corps. Il est donc nécessaire

de considérer les vecteurs W comme les vitesses des
points du corps dans un certain mouvement fictif, dit
avirtuel», pour lequel cette puissance est connue. Ce
mouvement sera défini parun e fonetion M (P,6),
0 étant un paramétre qui peut étre appelé le «temps

—_——

> M
virtuels. On dit alors que W S%G“ constitue un

achamp de vitesses virtuelles». Le mouvement virtuel
sera considéré comme rapporté i un repire fixe par
rapport & la configuration du corps 4 I'instant ¢.

1l est commode de partager les forces en deux caté-
gories, les unes dont la puissance sera connue pour
les mouvements virtuels que l'on envisagera et qui
seront appelées forces donndes ou actives, les autres
dont la puissance sera nulle pour ces mémes mouve-
ments et qu'on nommera forees de liaision. Les mou-
vements virtuels pour lesquels la puissance totale des
forces de liaison sera nulle seront dits «utilisables pour
le partage des forces considéres,

Si on désigne par S, (c) la somme géométrique de
la somme des forces donnédes, P'dquation (2) s'éerit

®) JW - aSy= JW T am,

et s'énonce ainsi: pour tout mouvement virtuel utilisa~
ble vis-a-vis du partage des forces considéré, la puis-
sance virtuelle des forces données est égale &t la puissance
virtuelle de la quantité d’accélération réelle. C'est une
forme généralisée du principe de d’Alembert.

Systéme dépendant d'un nombre fini de paramétres.

Supposons ql.‘"les configurations du corps A priori
possibles & un instant ¢, et assez voisines d'une con-
figuration donnée puissent &tre mises en correspon-
dance biunivoque et bicontinue avec les systémes de
valeurs de r parambtres g, ---, g, appartenant i un
domaine de I'espace 4 » dimensions.

Le point M se présente comme une fonetion de P,
@iy 5yt

‘:‘[(P:rQIs "‘1%‘101

et un mouvement réel du systéme est défini par la
donnée des g, en fonection du temps.

Nous limitant aux mouvements virtuels obtenus en
congidérant les g, comme fonctions du temps virtuel

G,
£

6, et en laissant ¢ constant, et désignant par

la dérivée de g, par rapport &4 6, nous avons

e SV OM 32
= dqz a0

Le premier membre de I'équation de d’Alembert (3)

s'derit
— — 3
fW-dS,,:x p 2 7 P L
-
-

M —
en désignant par Q, l'intégrale / gq_ dSp, qu'on
@

peut appeler «puissance des fomes"’

a g, .
Le deuxiéme membre s'éerit

"'espar: s o o t

» s 3

j W.Tdn= L 22
el
5 . c

oM
L, désignant lintégrale f %q—--?dm, et étant
2

appelé ewpression de Lagrange relative au paramé-
tre gg» .

L’équation de d’Alembert s'éerit alors
©) > (£,—Q,) 39,=0,
[ 2

les 3g, devant correspondre & un mouvement virtuel
utilisable vis-a-vis du partage des forces.

Les mouvements virtuels utilisables sont généralement
caractérisés par des relations lincaires (R) entre les
3q, qui permettent d'exprimer r—p d'entre eux en
Jonction des autres. Il suffit de reporter leurs valeurs
dans (4) , et d'annuler les cotfficients des 8q, restants,
pour oblenir p édquations du mouvement. On opére
souvent un peu autrement en identifiant le premier
membre de (4) avec une combinaison linéaire des pre-
miers membres des relations (R), dontles coéfficients
indéterminés constituent de nouvelles inconnues appe-
lées «multiplicateurs», mais souvent ce procédé ne
présente pas d'avantage. Si certaines liaisons sont
imposées au systéme en plus de celles qui résultent
de sa description au moyen des r paramétres, g, ,
elles se traduisent par des relations (p) sous forme
finie ou différentielle qu'il faut adjoindre aux p équa-
tions obtenues.

On dit que les liaisons sont parfaites pour le par-
tage des forces envisagé si tous les mouvements virtuels
compatibles avec les liaisons telles quelles sont impo-
sées A l'instant £ sont «utilizsables», ¢’est 4 dire donnent
une puissance nulle pour les forces «de liaison».
En ce cas les relations (&) ne sout autres que cel-
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les qu'on déduit des relations (p) en faisant ¢ cons-
tant et remplagant les dg, par les 3¢, .

Si en outre les relations (p) n’existent pas, les 3gq,
sont arbitraires, et on obtient pour le mouvement les »
équations dites «de Lagrange» :

L,—Q,=0 (a=1,2,...,7)
Transformations de Lagrange et d'Appall. Les expres-

sions L, sont susceptibles de prendre deux formes
commodes. On a

Fow oM, oM
14 ?dqug("l- Pl

-

. JB} . = ; 5
I'= ga?g%.i+9(91:"'9%:91:"';?-’::",)'

Les intégrales

T-f%?zdm, F—f%ﬁdm,

dont la premi¢re est I'énergie cinétique, et dont la
deuxiéme est appelée «énergie d'accélération» du corps,
peuvent &étre considérées comme des fonctions des

Gy >y t pour la premiére, ¢:, ¢y, @y, ¢ pour la deu-

xiéme.
Adoptant ce point de vue, on peut éerire

O i [0 g OF
Lu—fgg:-rdm—‘} P'-az,:dm—dg;‘a

c'est la transformation d’ Appell.
D? d dV
autre part, en remarquant que E= 0’ et en
* -]

: . ~ a 0
intervertissant les symbdles % et o’ on a

—

OM = d (oM =\ d[oM\ =
gz | dt(dh V) de(d::)’v

_d Ef.;)_i(iﬁ).;gi 19V2\ 1072
dt (dq; 09z \ dt de(2 dq;) 2 04y

d’omt

L= fA(LOVP\, (10VE. _d(oT\ OT
mf,,,‘,(g dqfa) "‘—fg 92, " dt(éqf,,) 4z
(M

C'est la transformation de Lagrange.
(Continua)

Integrabilidade R das fung¢des continuas”

por A. Pereira Gomes

Do mesmo modo que a construgio do integral £
(Lebesgue) tem por base a nogio de medida .£, o in-
tegral & (Riemann) pode ser construido (segundo
um processo perfeitamente andlogo) a partir da me-
dida gJ (Jordan) @,

Um problema que se apresenta naturalmente é o de
relacionar a familia das fungdes integrdveis com a
familia das fungdes continuas. A @&sse respeito, um
resultado fundamental é que a integrabilidade duma
fungdo equivale & sua mensurabilidade.

No caso do integral .2, a integrabilidade das fun-
gbes continuas resulta, pois, imediatamente do facto
destas fungdes serem mensurdveis .2, isto ¢, de o con-
junto M ()), dos pontos z= tais que f(x)>), ser
mensurdvel £ qualquer que seja A ; com efeito, sendo
a fungdo f continua, &ste conjunto é sempre fechado.

A mensurabilidade J duma func¢fo pode definir-se

* Inserimos a seguir uma série de Nofas, com o fim de faci-
litar a leitura dfste artigo aos leitores da (. M. menos familia-
rizados com as nogles e a terminologia aqui usadas.
- ) Veja-so a Bibliografia. No seu préximo nimero, a Gazela
de Matemdtica publicard um artigo do Prof. Ruy Luis Gomes
sBbre a construgio da noglo de integral baseada na medida J.

por uma condigdo andloga a da mensurabilidade 2,
incidindo sGbre os mesmos conjuntos M (}), na qual
a medida ;J vem ocupar o lugar da medida 2.

Vamos demonstrar um teorema que permite caracte-
rizar a familia das funges mensurdveis oJ por uma
condigdo onde intervém a continuidade.

Seja f uma funclo numérica finita, definida num
espaco euclideano I, e seja A um subconjunto de I
mensurdavel ;J [Nora 1]. Diz-se que f é mensurdvel
em A, se os conjuntos M, (), dos pontos = e A tais
que f(x) =), sio mensurdveis, com excepg¢io, quando
muito, para uma infinidade numerdvel de valores de A
(isto é, se os conjuntos M, (L) sfo qudsi sempre men-
surdveis).

Treorema: Para que f seja mensurdvel em A € ne-
cessGrio e suficiente que o conjunto dos seus pontos de
descontinuidade em A, relativamente a A, seja um
conjunto de medida £ nula.

Condigdo necessaria — Seja D o conjunto de todos
os pontos de 4 onde a fungio f ¢é descontinua relati-
vamente a 4 e suponhamos que f é mensurivel em
A; mostremos que m (D)=0.



